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PRZEDMOWA... 


SPIS RZECZY. 


tessere’ o..d.d.....e..: 202.22: 3: 2004.02.00: 


CZĘŚĆ I. 


WIADOMOŚCI WSTĘPNE. 


Rozdział I. — Określenie, podział i przekształcenie równań ró- 


żniczkowych. 


Ustęp 1. — Określenie i podział równań różniczkowych... 
2-4, — Przemiana równań różniczkowych zwyczajnych 
rzędów wyższych na takież równania rzędu 
AERAN BOE POK ATU TERT 0000... 
5-7. — Przemiana równań o pochodnych zupełnych lub 
cząstkowych na równania o różniczkach zu- 
pełnych ...ou%ro0b% | MOGA ow RE0. 0 „ « 

Rozdział I1. — Źródła równań różniczkowych zwyczajnych. 
Ustęp 8. — Rugowanie funkcyj przestępnych............ 
9-10. — Rugowanie stałych dowolnych .............. 
11. — Wyjaśnienia geometryczne. ..........1+..11. 
12. — Wyznaczenie funkcyj z danych równań funk- 
CYJNYCHE 00 ooniaow KG -50 400 ARCE 
13-15. — Równania różniczkowe ruchu układu punktów 
materyalnych siseses Hik o. 15% 4 stag 


Rozdziat IlI 


. — Źródła równáń różniczkowych cząstkowych. 


Ustęp 16 21. — Rugowanie funkcyj dowolnych. Równania po- 
wierzchni utworzonych ruchem linii two- 

Teącój . 444 4450iGABO? AKGRÓWOJE 0 GMA KE 

22-23. — Równania powierzchni powłóczących......... 

24-25. — Rugowanie stałych dowolnych.........:.... ; 
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VIII SPIS RZECZY. 


CZĘŚĆ II. 


RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. 


Rozdział IV. — O rozwiązaniach równań różniczkowych zwy- 
czajnych. 

Ustęp 26-28. — Dowód p. Laurent istnienia rozwiązań równań 

różniczkowych rzędu i stopnia 180.......... 

29-31. — Rozwiązania zupełne układu równań różnicz- 


kowych zwyczajnych i ich własności....... 

32. — Rozwiązania zupełne równań różniczkowych 

rzędu 180 a stopni wyższych. ...+...... "SĘ 

33. — Przypadek jednego równania różniczkowego 

z dwiema zmiennemi..............:+.. E 

ara 35. — Rozwiązanie osobliwe...... 291480. —. +2. gg 
36. — Całkowanie równań różniczkowych ........ 


Rozdział V. — Całkowanie równań różniczkowych rzędu i 
stopnia 180 z dwiema zmiennemi. 


Ustęp 37. — Oddzielenie zmiennych.......:....-+.:1.1-1 
38. — Pódstawienie nowych zmiennych ............ 

39. — Równania jednorodne.....4...2..2..1.-11 i 

40. — Zagadnienie o trajektoryi (krzyżownicy)...... i 

41. — Równania różniczkowe dające się zamienić ną 
jednoródne h. dorta, SUUNNI e. MRa 

42. — Równania linijne....,....4.....4:%444411:1 

43. — Równania różniezkowe dające się zamienić na 
linijne. Kaks owo METĘ -- 4 OSADA SSR dE 

44, — Równanie Riccati'ego.......22:12::134.1. = 


Rozdział VI. — Całkowanie równań różniczkowych be 180 a 
stopni wyższych z dwiema zmiennemi. 
Ustęp 45. — Całkowanie przez rozwiązanie względem po- 


chodnćj......... «NZ IV... „sf ds PA 
46. — Równania jednorodne.. osese «4444411412 
47. — Całkowanie przez rozwiązanie względem jednéj 
- zmiennój........ A RAIKU ORNE EB m 


48-49, — Zastosowanie do zagadnień geometrycznych... 
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Stron 
Ustęp 50. — Podstawienie nowych zmiennych...... 8 mda! 734 
51. — Całkowanie przez różniczkowanie........ 45 © PRA 

Rozdział VII. — Teorya czynnika całkującego równań różnicz- 

kowych rzędu 180, : 

Ustęp 52-53. — Równania różniczkowe dokładne......... 9.. 445 
54-55. — Teorya czynnika całkującego ...... Pirie «.. 152 
56-57. — Twierdzenia p. Malmstena o czynniku całku- 

E A ETE A EE ATEAN E U u WBO 
Rozdział VIII. — Rozwiązania osobliwe równań różniczkowych 
rzędu 480. 
Ustęp 58. — Uwagi wstępne.... .... kabla: A TAAA 171 
— 59-61. -— Wyprowadzenie rozwiązania osobliwego z całki 
ASÓEJ 1 a E ASTOA DORSZ aea T ITA 
62-64. — Wyprowadzenie rozwiązania osobliwego z sa- 
mego równania różniczkowego............ 184 
65. — Uwagi ogólne nad teoryą poprzedzającą....... 197 
66. — Różne własności rozwiązań osobliwych...,... 201 


Rozdział 1X, — Całkowanie równań różniczkowych rzędów wyż- 
szych z dwiema zmiennemi. Kształty naj- 
prostsze. 

Ustęp 67. — Uwagi wstępne........... OWAK 00 a NN E 207 

68.69. — Równania zawierające jedną zmiemńę i jedną 
pookoddęwzu: KIRA ARV bala? „rr OKU 208 

70-71. — Równania różniczkowe zawierające tylko dwie 
pochodne których rzędy różnią się o 4 lub2 215 

72. — Równania niezawierające wyraźnie jednćj zmien- 


nójie biy insanis EPA E AETS A PEAN 222 
73-75. — Równania różniczkowe jednorodne.......... 228 
76-79. — Równania różniczkowe dokładne............. 235 


Rozdział X. — Ogólne własności równań różniczkowych linij- 
nych rzędu n°. Całkowanie równań różnicz- 
kowych linijnych ze spółczynnikami stałemi. 

Ustęp 80. — Określenie i własność zasadnicza równania re- 


dakowanogeu. mainkan n ir A 51 248 
81-82. — Sposób przemieniania ilości kc 7 WCZK 250 
83. — Ksziałt całki ogólnćj równania redukowanego., 257 
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Ustęp 84. — Sposób Cauchy'ego całkowania równania pel- 


Wg ZĘ, 1 ia Bim Or cj PPE 
85-91. — Równania różniczkowe linijne o spółczynnikach 
bok ORE Aai Pec CERA O TEENER 
92-93. — Równania różniczkowe linijne ze spółczynni- 
kamiżńiojnóhiu PAY. 02001. 00:90:30... 


Rozdział XI. — Całkowanie równań różniczkowych  linijnych 
sposobami symbolicznemi. 


Listęp 94. — Zasady rachunku symbolicznego............. 
95-98. — Równania różniczkowe linijne o spółczynnikach 
stałych... anr an IRI, MET OR OE 

99-100. — Równania różniczkowe linijne o spółczynnikach 
zmiennych. 26050 WPA OW 00 

101-102. — Równania dwuwyrazowe ........ „7. RNAS, Í 
103. —— „ZastodoWANIGŚCY ANNE TRE oinas o a 
104. — Równanie Pfaffa PEUR ROAA AA «+3 


Rozdział XTi. — Całkowanie układu równań różniczkowych zwy- 
czajnych a w szczególności równań różnicz- 
kowych linijnych. 

Ustęp 105. — Uwagi wstępne.......11..:11+... Fo A A 
106-107. — Całkowanie przez sprowadzenie układu do je- 
dnego równania z dwiema zmiennemi...... 

108-110. — Całkowanie układu równań różniczkowych linij- 


nych sposobem D'Alemberta.............. 

111. — Własności układu równań różniczkowych linij- 

nych. GaGi2 MR BRAN pezaGO wą .. 

112. — Sposób przemieniania ilości stałych.......... 

Rozdztał XIII. — Całkowanie układów równań różniczkowych 
nielinijnych. 

Ustęp 113. — Równania Hesse'go .......:..44440:4444422 

śle >Równaniu Bibół'a” 00936 6074 00000 ooh 


115-116. — Twierdzenie Abel'a o dodawaniu funkcyj ultra- 


eliptycznych iu. | us0440.-60 e 08 Gadz: 


Rozdział XIV. — Teorya mnożnika układu równań różniczkowych 
zwyczajnych. Zastosowanie do dynamiki, 
Ustęp 147. =" Uwagi wstępne: w 40 44/05 01410 54 «ę..p20000 
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Stron 
Ustęp 118-119. — Określenie i własności mnożnika. ;......... 368 
120-121. — Zasada ostatniego mnożnika................ 376 
122-123. — Zastosowanie zasady ostatniego mnożnika do 
dypamikiviasuion oen KOC SEN AU HSn. 38i 


Rówdztał XV. — Zastosowanie teoryi mnożnika układu równań 
różniczkowych do jednego równania ró- 
żniczkowego rzędu n° z dwiema zmiennemi. 

Ustęp 124. — Zastosowanie zasady ostatniego mnożnika. . 388 
125-127. — Twierdzenie p. Malmsten'a................ 391 
128. — Zastosowanie tych twierdzeń do jednego ró- 
wnania różniczkowego rzędu n° z dwiema ; 
zmionmo miana eaa a 0 A a . 400 
129-130. — Przypadki szczególne n=2in=1......... 405 
Rozdział X VI. — Teorya rozwiązań osobliwych równań różnicz- 
l kowych zwyczajnych rzędu n° z dwiema 


zmiennemi, 
Ustęp 131-132. — Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z całki 
OGÓWOJ MEA EA GA 0 0 oco NR 412 
133-134. — Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z ca- 
łek różnych rzędów........1«2..4:. 0... 447 


135. — Znaczenie geometryczne rozwiązań osobliwych 424 
136-137. — Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z sa- 
mych równań różniczkowych......11.4... 425 
138. — Uwaga........+-- S S PESE +13:24255013 433 
Rozdział XVII. — Całkowanie równań różniczkowych za pomocą 
szeregów nieskończonych. 


Ustęp 139. — Uwagi wstępne i podania przybrane........ 437 
140-142. — Twierdzenie pp. Briot'a i Bouquet'a........ 439 
143-144. — Sposób spółczynników nieoznaczonych...... 454 


Rozdział XVIII. — Całkowanie równań różniczkowych za pomocą 
całek określonych. 


Ustęp 145. — Uwagi wstępne....w..auuwessas1111011111 470 
146. — Sposób przez sumowanie szeregów...,...... 411 
147-148. — Sposób antca ia e. aide . 44 
149. — Sposób Euler'a......... E "FEET kg; 434 
150-152. — Zastosowanie. ,.... TE A RAET DE IRORA 487 
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CZĘŚĆ IIl. 


RÓWNANIA O RÓŻNICZKACH ZUPEŁNYCH, 


Rozdział XIX. — Całkowanie równań o różniezkach zupełnych 
rzędu i stopnia 180. 
Ustęp 153. — Warunki eałkowalności................. a 
. 154. — Sposób całkowania podany przez Eulera... 
155. — Sposób całkowania podany przez Natani'ego, 
156-157. — Sposób całkowania podany przez A. Mayera 
108: SAAS SOWAS 7 42. DIODY oR CY o a 
Rozdział XX. — Zagadnienie Pfaff’a. 
Ustęp 159. — Twierdzenie Pfafta...................... 
160. — Rozmaite rodzaje całek i związek irat 
DIÓMI ZACHOUZUCY vek oa vaa a aeron sa wase 
161-162. — Sposób całkowania podany przez Pfafra a a 
udoskonalony przez Jacobi'ego......... 
163: <=ZAStOSOWAMIO. 265000 CAN ECO 


rj 1 4 f 
CZĘŚĆ IV. 
RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. 


Rozdział XXI. — Teorya ogólna równań różniezkowych cząst- 
kowych rzędu 180, 

Ustęp 164-166, — Całkowanie równań różniczkowych cząstko- 

! wych rzędu ł80 jako przypadek szczególny 

zagadnieniu PAREVA 77.005004 

167. -— Przypadek, kiedy dane równanie różnicz- 

kowe cząstkowe nie zawiera zmiennéj za- 


leżnéj z pod postacią skończoną........ 
168. — Wyprowadzenie innych całek z rozwiązań 
mipołnytk: u E A A Ela Rid 
169. — Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z sa- 
mego równania różniczkowego......... 


Rozdział XXII. — Całkowanie równań różniczkowych cząstko- 
wych rzędu 180 i linijnych 
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Stron 
Ustęp 170-171. — Prawidło Lagrange'a..........221..11..1 578 
172;-— Zastosowaniacy"s".U JU ocosaai ago sas00 586 


173. — Całkowanie pewnego układu równań różnicz- 
kowych cząstkowych rzędu tsoi linijnych 590 

174, — Teorya układu równań różniczkowych cząst- 
kowych rzędu 180 linijnych i jednorodnych 


z jedną zmienną zależną.............. 592 
175. — Układ Jacobi'ego........4.0..:%%4441300 596 
176. — Całkowanie układu Jacobiego sposobem p. ` 
A. Mayer'a........ UG gy 6 rze 598 
177. — Sposób Jacobi'ego............1244:44.11 605 
178. — Całkowanie jakiegokolwiek układu normal- 
AWOBR ZPO, PUSSY HRE n AEE PET 01 


Rozdział XXIII. — Całkowanie równań różniezkowych cząstko- 
wych rzędu 180 ogólnych. Sposób Jaco- 
bi'ego, Mayer'a i sposób p. Lie. 

Ustęp 179. — Układ pomocniczy równań różniczkowych 
A apa ou KPD Oder GDA 615 
180. — Twierdzenie Jacobiego ............141211 618 
181. — Sposób całkowania podany przez Jacobi'ego. 622 

182. — Uproszczenie sposobu Jacobi'ego, podane 


PELER po AKO MUY ORAO, 0.0 000: 626 
183. — Układ równań rożniczkowych cząstkowych 

rzędu 180, ogólnych ........... ACE © 631 
184. — Twierdzenie p. Lie............ 1: 11.1. 634 


185. — Sposób p. Lie całkowania jednego równania 
różniczkowego cząstkowego rzędu 180... 640 

Rozdział XXIV. — Zastosowanie teoryi równań różniczkowych 

cząstkowych rzędu 180 do dynamiki anali- 


tycznćj. 
Ustęp 186. — Twierdzenie zasadnicze....... EEE YMM 644 
187. — Zastosowanie do równań różniczkowych ru- 
BE YO NE EK Ż2E04G v sb 649 
188. — Przypadek, kiedy funkcya sił nie zawiera 
w sobie wyraźnie CZASU £.....11::1:111 652 
189. — Ruch układu punktów swobodnych........ 656 
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Stron, 
Ustęp 190. — Związki zachodzące pomiędzy całkami równań ; 

TUCU + +« GiG <odeGX — Mica... .. 660 
191- 192. — Teorya perturbacyi. Twierdzenie Poisson'a.. 665 

Rozdział XXV. — Teorya ogólna równań różniczkowych cząst- 

kowych rzędów wyższych z dwiema zmien- 

nemi niezależnemi. 


„Ustęp 193. — Całka ogólna ..... M AF piety ptr A Caa IRIS 
194-195. — Liczba funkcyj dasalan, zawartych w calce /, 
OGÓMEJ halas skie yeh as s OS eoe 679 


196-197. — Wyznaczenieargumentów funkcyjdowolnych 687 
Ustęp 198-199. — Rozwiązanie zupełne i sposób przemienia- 
nia ilości stałych....... U T N 694 
200. — Rozwiązanie zupełne rzędu 480 równania ró- 
źniczkowego cząstkowego rzędu 280..,,. 
Rozdziat XXVI. -— Całkowanie pod postacią skończoną równań 
różniczkowych cząstkowych rzędu 2go 
z dwiema zmiennemi niezależnemi. 
Ustęp 201. — Przypadek, kiedy całka ogólna zawiera dwie 
funkcye dowolne tego samego argumentu. 710 
202-203. — Przypadek, kiedy funkcye dowolne całki 
ogómój mają za argumenta : jedna jedną 


~} 
© 
w 


; a druga drugą zmiennę niezależną ..... 7x5 
204-205. — Równanie Ampere'a.......1..14. TEER BRR 
206. — Całkowanie równania Amperea w przy- 

padku SZQzególRYmi «wy Poa::ĄGRo+0... 7136 
207-208. — Sposób p. Imszenieckiego.......+2:111.11 743 


Rozdział XXVII. — Całkowanie równań różniczkowych cząstko- 
wych za pomocą szeregów potęgowych. 
Ustęp 209. — Twierdzenie zasadnicze p. Z. Kowalewskićj. 757 
210, — Przedstawienie całki ogólnćj równania ró- 
zniczkowego cząstkowego pod postacią 
szęregu potęgowego....+..i.... pay «+». 766 
yA BR 7.0005 ABAP ty LAR 113 
Rozdział XXVIII. -- Całkowanie równań różniczkowych cząste 
kowych i linijnych za pomocą całek okre- 
ślonych . 
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Ustęp 212. -- Równania różniczkowe cząstkowe linijne.. 7:9 
213-215. — Zastosowania.....«««vu.0304001000004.. | 783 
Rozdział XXIX. — Całkowanie równań różniczkowych cząstko- 
wych i linijnych, do których prowadzą 
rozmaite zjawiska fizyczne, za pomocą 
szeregów peryodycznych. 
Ustęp 216. — Uwagi wstępne.........--..24101....... 801 
217. — Całkowanie pewnego układu równań ró- 
żniczkowych, zwyczajnych i linijnych.... 805 
218. — Sposób p. Menabre'a całkowania równań ró- 
żniczkowych, cząstkowych i linijnych.... 816 
219-222. — ZABŁOSÓWAMAG 20.01.0090 Ług 824 


DODATEK. 


TEORYA OGÓLNA ROZWIĄZAŃ OSOBLIWYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 


ZWYCZAJNYCH. 


1. — Istnienie i wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z całek 
różnych rzędów, a w szczególności z rozwiązań zupełnych 865 
II. — Znaczenie geometryczne rozwiązań osobliwych......... 870 

I. — Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych z samych równań 
TOZDICZROWYCHNJ Gie O łaa a doo wa aa BIB 

IV. — Zastosowanie do jednego równania różniczkowego z dwiema 
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v 


Od lat dwunastu wykładając matematykę w wyższych za- 
kładach naukowych, znajdowałem się niejednokrotnie w tém 
niemiłóm położeniu, że zapytywany przez uczniów, którzy się 
już obeznali z pierwszemi zasadami rachunku nieskończenie 
małych, o dzieło, jakieby ich przysposobiło do czytania i 
rozumienia prac nowszych, traktujących czy to o samych ró- 
wnaniach różniczkowych, czy to o zastosowaniu tychże do 
mechaniki i fizyki matematycznćj, nie mogłem im zadowalnia- 
jacćj udzielić odpowiedzi. Wskazanie bowiem prac źródłowych 
nie mogło zadowolnić, w obec niezasobności bibliotek naszych 
w dzieła mistrzów nauki osobliwie dawniejszych, a podręcz- 
nika, któryby całość nauki o równaniach różniczkowych obej- 
mował, i tę naukę w sposób obecnemu jćj stanowi odpowia- 
dający przedstawiał, o ile wiem, żadna literatura nie posiada. 
Jakoż, skrócony traktat Lacroix, spolszczony przez Zachary- 
asza Niemczewskiego, a wydany przez Michała Pełkę Poliń- 


skiego, jedyne dzieło w polskim języku o równaniach różnicz- 
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kowych traktujące, dotyka zaledwo pierwszych tćj nauki po- 
czątków, a podręczniki napisane w językach obcych, jak np. 
Duhamela, $tarma, Schlómilcha, Boole'a, Nataniego i Moigno, 
pomimo niezaprzeczonćj ich znakomitości, wiele ważnych te- 
oryj albo zbyt krótko zbywają, albo téż zupełnie o nich prze- 
milczają. Chcąc przeto rzeczywistemu zaradzić niedostatkowi, 
i naszćj młodzieży utorować drogę do wyżyn umiejętności 


matematycznych, podjąłem się napisania niniejszego dzieła. 
Pracę swą podzieliłem na cztery części. 


W cześci pierwszćj (roz. I-III) zawarłem wiadomości wstę- 
pne, odnoszące się do określenia, podziału, przekształceń i 


źródeł równań różniczkowych. 


Wiadomości te, biorąc rzecz ściśle, należą wprawdzie do 
traktatu o rachunku różniczkowym, wszelako uważałem za 
rzecz potrzebną wyłożyć je obszernićj ; albowiem w podręcz- 
nikach pospolicie używanych podaje się je w zanadto wiel- 
kićm skróceniu, w każdym razie tak szczegółowo, jakby tego 
dla jasnego istoty rzeczy zrozumienia było potrzeba. Umieściw- 
szy nadto te wiadomości na początku dzieła, mogłem już 
w częściach następnych zajmować się wyłącznie samemi spo- 
sobami całkowania i nieprzerywając toku rozważaniem rze- 
czy ubocznych, zatrzymać uwagę czytelnika na przedmiocie 


głównym. 


W części drugićj (roz. IV-XVIII) wyłożyłem naukę o równa- 


niach różniczkowych zwyczajnych. Pospolicie u nas używane 
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podręczniki, z wyjątkiem mnićj znanych Boole'a i Nataniego, 
zawierają w tym dziale oprócz teoryj, jakieśmy odziedziczyli 
po matematykach zeszłego wieku, całćj téj nauki twórców,jak 
Jakób i Jan Bernouilli, Euler, Glairaut, Lagrange i D'Alembert, 
jeszcze tylko te zdobycze, któremi naukę wzbogacił Cauchy. 
W niniejszćm zaś dziele podałem nadto dowody ścisłe p. Lau- 
rent (roz. IV) i pp. Briot'a i Bouqueł'a (roz. XVII) że każde 
równanie różniczkowe posiada całkę; wyłożyłem obszernie 
sposób symboliczny całkowania równań różniczkowych linij- 
nych (roz. XI), uprawiany z wielkim skutkiem przez geome- 
trów angielskich i wielką mający przyszłość ; przedstawiłem 
wyczerpująco teoryę Jacobi' ego mnożnika układu jednocze- 
snych równań różniczkowych (roz. XIV), i wywiodłem z nićj 
twierdzenia p. Malmstena (rozdział XV) o mnożniku jednego 
równania różniczkowego jakiegokolwiek rzędu ; pomieściłem 
dowód twierdzenia Abel'a (roz. XIII), odnoszącego się do do- 
dawania funkcyj ultraeliptycznych; obszernie również wyło- 
żyłem teoryę rozwiązań osobliwych (roz. VIII, XVI i dodatek), 
uwzględniając w tćj mierze najnowsze badania i wreszcie spo- 
sób całkowania równań różniczkowych za pomocą szeregów 
nieskończonych i całek określonych (roz. XVII i XVIII), przez 
użycie rachunku symbolicznego, w nadobniejszćj przedstawi- 


łem postaci. 
Część trzecia (roz. XIX-XX) zawiera teoryę równań o ró- 


żniczkach zupełnych. Te równania są kształtem ogólnym, do 


Jakiego dają się sprowadzić tak równania różniczkowe zwy- 
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czajne, jako téż równania różniczkowe cząstkówe, aich teòryá 
obejmie z czasem całą teoryę równań różniczkowych. Z tego 
powodu nie należało pominąć główniejszych przynajmnićj 
zdobyczy na tém polu. W wykładzie ograniczyłem się wszakże 
lém tylko, co mi jako wstęp do części czwartćj wydało się 
niezbędnóm ; dlatego tóż sławne zagadnienie Pfaffa wyłoży- 
łem w téj postaci, jaką mu nadał Jacobi w pierwszych swoich 


pracach. 


Część czwarta (roz. XXI-XXIX) traktuje wreszcie o równa- 
niach różniczkowych cząstkowych. Teorya równań różniez- 
kowych cząstkowych rzędu 18%, którćj pierwsze początki 
zawdzięczamy Lagrange'owi, a którą następnie posunęli na 
przód Pfaff, Cauchy, Jacobi ip. A. Mayer, a obecnie w no- 
wćm przedstawił świetle p. Lie, zajmuje trzy rozdziały 
(roz. XXI-XXHI). W tych rozdziałach dałem, jeżeli nie do- 
kładny obraz rozwoju, to przynajmnićj zupełny pogląd na 
obecny stan tćj najpiękniejszćj i najwięcój udoskonalonćj 
Leoryi matematycznćj. Zastosowanie téj teoryi dó dynamiki, 
a mianowicie dowód twierdzenia Hamiltona 0 całkówaniu 
równań różniczkowych ruchu i teoryę perturbacyj, wyłożyłem 
w rozdziale XXIV. Następne dwa rozdziały (roz. XXV-XXVI) 
poświęciłem wyłożeniu badań Ampere'a, Boole'a i p. Imsze- 
nieckiego nad teoryą równań różniczkowych cząstkowych rzę- 
dów wyższych w ogóle, a rzędu 28 w szczególności. W roz- 
działach zaś końcowych (roz. XXVII-XXIX) wyłożyłem spó- 


sób całkowania równań różniczkowych cząstkowych rzędów 
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wyższych i linijnych, do jakich prowadzą zagadnienia fizyczne, 
za pomocą całek określonych i szeregów peryodycznych, spo- 
sób, którego pomysł zawdzięczamy Fourier'owi, a dalsze udo- 
skonalenie Gauchy'emu, Poissonowi, Dirichlet'owi, a w cza- 
sach najnowszych p. Menabrea. Tutaj umieściłem także do- 
wód p. Zofii Kowalewskićj, że każde równanie różniczkowe 
cząstkowe posiada całkę dającą się rozwinąć na szereg potę- 


gowy i w pewnym przynajmnićj okręgu zbieżny. 


Z tego przedstawienia osnowy okazuje się, że podręcznik 
niniejszy dotyka prawie wszystkich zagadnień, jakie się poja- 
wiły w teoryi równań różniczkowych, i wszystkie mnićj wię- 
céj wyczerpująco traktuje. Pominąłem jedynie sposoby ogólne 
całkowania równań różniczkowych, zależące na dochodzeniu 

własności funkcyj, za pomocą rozważania własności samychże 
równań różniczkowych, te funkcye określających; albowiem 
prace na tém polu, zaczęte dopiero w czasach najnowszych 
przez pp. Briot'a i BouquevVa, Weierstrassa, Fuchsa, Frobe= 
niusa i innych, aczkolwiek zwłaszcza w teoryi równań różnicz- 
kowych linijnych do ważnych juź doprowadziły wypadków, 
dla swój zawiłości nie kwalifikują się jeszcze do podręcznika 


poświęconego zasadom nauki. 


Nie ubiegając się za oryginalnością, która zresztą w dziele 
tych rozmiarów w pewnym tylko stopniu jest możebna, ale o 
jak największą swćj pracy użyteczność, korzystałem w obiilój 


mierze nie tylko z licznych monografij, ale także z podręcź- 
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ników powyżćj przywiedzionych, wiernie przenosząc do swego 
dzieła, cokolwiek w nich znalazłem jasno i dobrze przedstawio- 
nego. Tyczy się to przedewszystkićm dwóch pierwszych części, 
gdyż w dwóch ostatnich trzymałem się prawie wyłącznie prac 
oryginalnych samych twórców nauki. Dodane liczne przy- 
kłady służą do wyjaśnienia wyłożonych teoryj i sposobów cał- 
kowania, a umieszczone w stosownych miejscach wzmianki 
historyczne i odsyłacze do dzieł, z jakich ta lub owa rzecz zo- 
stała wyjęta, będą cenną wskazówką dla czytelnika chcącego 


nabyć obszerniejszych wiadomości. 


Kończę krótką tę przedmowę wynurzeniem najserdecz- 
niejszego podziękowania szlachetnemu Mecenasowi nauk 
w Polsce, Jaśnie Wielmożnemu Hrabi JANOWi1 DZIAŁYŃSKIEMU, 
Prezesowi Towarzystwa Nauk Ścisłych, za zachętę i pomoc 
materyalną, którą umożebnił wyjście tego dzieła, tudzież za- 
cnemu koledze i przyjacielowi WŁADYSŁAWOWI KRETKOWSKIEMU 
(Trzasce) za cenne rady, jakich mi w ciągu tćj pracy nie 
szczędził. 


Pisałem we Lwowie, dnia 27 Czerwca 1877 roku. 


WŁADYSŁAW ZAJĄCZKOWSKI. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ I 


OKREŚLENIE, PODZIAŁ I PRZEKSZTAŁCENIE 
RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH. 


1. Określenie i podział równań różniczkowych. — 
Równania zachodzące pomiędzy dwiema lub więcćj zmien- 
nemi, z których jedne są niezależne, a inne zależne, i tych 
zmiennych różniczkami lub zmiennych zależnych pochodnemi, 
nazywamy równaniami różniczkowemi. Z tego określenia wy- 
pływa, że każde równanie różniczkowe można przedstawić 
pod dwiema różnemi postaciami, według tego, czy wprowa- 
dzimy doń same tylko różniczki wszystkich zmiennych, czy tóż 
tylko pochodne zmiennych zależnych. Weźmy najprzód pod 
uwagę kształt drugi równań różniczkowych. 


Równanie różniczkowe nazywa się zwyczajnóm lub cząstko» 
wóm, według tego, czy wszystkie pochodne w nićm zachó- 
dzące są wzięte co do tćj samćj zmiennćj niezależnćj, lub tóż 
zachodzą w nićm pochodne cząstkowe, wzięte co do różnych 
zmiennych niezależnych. Pierwszy rodzaj równań różniczko - 
wych nazywają także równaniami o pochodnych zupełnych, a 
drugi rodzaj równaniami o pochodnych cząstkowych. Podług 
tego określenia jest 


d dz de 
F Ly, Lig Eny sess Cis —, -2 AERE ETU W, box Ag 
d. de dz 
(4) 
M epa ma M a 
d Z A dm, AP, 
m’ pm Ñ „m 
dam) dam" "> da" 
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postacią ogólną równania różniczkowego zwyczajnego, a 


na + A oY dY, 
L. ... U 0 AN A ... = 
F (u > Tm Yis >Ym dz,” > Fan’ , 
2 2, 2 2 2 
Gy Tach Ayeta tunelen agigi dg tadi y 
gres , . SD .. sarai 
da "de dr, def ds AR FL OL. de, dz, 
. 
d? z Ott, TY ARY,, ka 
WZA 1 AGI iż pr Tirua di,” "EA drp” T 


będzie kształtem ogólnym równania różniczkowego cząstko- 
wego. : 


Równanie różniczkowe nazywa się równaniem różnieczkowóm 
rzędu 4°, 29, ..., M, gdy pochodna najwyższa doń wchodząca 
jest odpowiednio rzędu t', 29, ... m. Według tego opisania 
są równania (1) i (2) rzędu m°. Mówi się także o rzędzie ró- 
„wnania różniczkowego względem pewnćj zmiennćj. 


Nareszcie dzielą równania różniczkowe podług liczby zmien- 
nych, które w nich zachodzą. Tak np. równanie (1) zawiera 
w sobie n= 1 zmiennych, a równanie (2) zachodzi pomiędzy 
n + r zmiennemi, pomiędzy któremi jest a zmiennych nieza- 
leżnych. Przy równaniach różniczkowych -cząstkowych należy 
oraz wymienić liczbę zmiennych niezależnych. 


2. Przemiana równań różniczkowych zwyczajnych 
rzędów wyższych na takież równania rzędu 150, — 
Równania różniczkowe można sprowadzić do rozmaitych po- 
staci. Weźmy pod uwagę najprzód równania różniczkowe zwy- 
czajne. O tych równaniach można dowieść twierdzenia nastę- 
pującego : 


I. — «Równanie różniczkowe zwyczajne pomiędzy n +1 
zmiennemi Z, Z4,..., Zn, z których pierwsza jest niezależną 
i względem n — I zmiennych 4, ..., Zn rzędu jakiegokol- 
wiek, a względem zmiennćj z, rzędu m”, jest równoważne 
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układowi m równań różniczkowych, które zamiast zmiennćj 2, 
zawierają zmienne Z, Las Ta ... ZW"), i względem tych 
wszystkich zmiennych są rzędu 1°. » 


Jakoż połóżmy w równaniu : 


dEn Zn dra) 
(3) F (z. Lng dr’ dz” A Eem | da" ; =Q, 


zawierającóm w sobie oprócz z, także zmienne £ . 


£ 
++.) wn 
i tych zmiennych pochodne, 
din oodtw ipjo damiani, (n=5 
>: ARE ny 0 PR e E .  ADGTE , 
natenczas zamieni się ono na 
í >, dr (m=—=1) 
(4) F (z, Ln, Ln , dn 3 .... i = 0, 
a nadto będzie : 
dze, a o p dem) TAY 
z (5) RA Wa S ...y EF ERR A Ja 


Równanie więc (3) względem zmiennćj z, rzędu m° jest 
równoważnóm układowi m równań (4) i (5) rzędu 4° wzglę- 
dem zmiennćj £n, tudzież względem nowych zmiennych 
Enj Ln y assy PaT. 


Z tego twierdzenia wypływa bezpośrednio następujące : 


II. — « Każde równanie różniczkowe z dwiema zmiennemi 
x i y,z których pierwsza jest niezależnąjrzędu m°, jest równo- 
ważnóm układowi m równań różniczkówych, które zawierają 
w sobie t 1 zmiennych i są wszystkie rzędu 1°.» Albowiem, 
kładąc : 


dy 7 ABY _ r Baa" dmoy = yuh, 
dr VP dż J , dą ni H 


http://rcin.org.pl 


4 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICEZKOWYCH. 


zamiast równania 


dy dy dny za: 
P (2, y, dæ’ da?” ae 3 dg” = 0 


mieć będziemy układ równań: 


dyw dY dym 


* Sk i, "kad 9 +29 dE SZOS), 


i 4 HA d (m—1y 
F (z. Y, y 3 y 4: > 9 ylm 1% L) =0. 
3. — Twierdzenie ostatnie można odwrócić i udowodnić. 


HI. — «Układ m równań różniczkowych rzędu 14° pomię- 
dzy m + 4 zmiennemi z, £, Za ..., £m można sprowadzić do 
jednego równania rzędu m° z dwiema zmiennemi. » 


Jakoż niech będzie danym układ : 


da | dz 
PASER ERT Ee EDR GWO TER SE] 
, 19 , m) dz , , da i 
dà dts 
F, (2. Zis s.. mg A LA m = 
dz dz 
Pf Tis A] Tm, Poj, ..., z = 0. 


Z tych m równań możemy wyznaczyć m pochodnych, w sku- 
tek czego otrzymamy : 


dr 
mahe, Ti, eey w 
da R 
TPR (By Ty, i 497 Gu) Ą 
dz 

"= fa ©, Diaa) 
da 
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Różniczkujmy jedno z tych równań np. pierwsze m— 4 
razy z rzędu, i po wykonaniu każdego różniczkowania wyru- 
A dz dz i 
gujmy pochodne an A EAEE 23 za pomocą m — 1 ostatnich 


równań, tym sposobem znajdziemy : 


(6) y Pernod 


zai fiim ) 
——= MAPIE | © 
(dą PARE, 

gdzie f”, f”, f™ oznaczają funkcye nowe. Jeżeli pomiędzy 
temi m równaniami wyrugujemy m —1 zmiennych z, ..., Lm, 
otrzymamy ostatecznie jedno równanie kształtu : 


ANA ŻA c) ty 
(1) 0 (2,2, 7, da? * e> dg" =0, 


IRE? równanie różniczkowe rzędu m° z dwiema zmiennemi. 
Uważmy, że jeżeli znajdziemy funkcyę 2, zmiennćj z równa- 
niu (7) czyniącą zadość, natenczas po podstawieniu tój war- 
tości w równaniach (6) wyznaczymy z m — f którychkolwiek 
tych równań, za pomocą samego rugowania ilości 7,,..., Zn, 
jako funkcye zmiennćj niezależnej z. 


4. —Nie trudno także zamienić równanie lub układ równań 
kształtu ogólnego (1) na układ równań rzędu 1? względem ka- 
żdćj zmiennćj. Jakoż niech dany układ n równań różniczko- 
wych pomiędzy n-+ 4 zmiennemi z, z, Ta, ..., Zn będzie 
względem zmiennych zależnych z, z, ..., n odpowiednio 
rzędu m,, mą, . pir m, ; kładąc wtedy : 


Te T K dt; , dlp, 
da rd WYW gąmi w 


2 


e. aż! 
— PAG ) A 
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gdzie ¿= 1, 2,..., n, zamienią się równania 


í F a O dri dz, drag 
k M > ares, Kana raje , da ” , dam , 
8 
( ) dng 
r) = 0 
drn 2 


gdzie k= i, 2, ..., n, na następujące 


F; (z. Ly, śię 9 Tn, Ly, e., ani ..., wd "), ..., TORTY, 

(9) 
dp uT dz, A 

\ Oaia A dz kt 

a nadto będzie : 
è, z (m j==2) 
(10) dzi żeby ŚL, wma dej c= zm, 
dx dx dr 


Układ więc n równań (8) pomiędzy n + 41 zmiennemi rzędu 
myc, .. , m,” względem zmiennych «,, ..., ©, jest równo» 
ważny układowi m, +- m, + ... +M, równań (9) i (10), które 
zawiórają m, -+ m, + ... +m,-r1 zmiennych i są wszystkie 
rzędu 1°. Mamy więc twierdzenie następujące ; 


IV. — « Każdy układ równań różniczkowych zwyczajnych, 
w którym liczba zmiennych zależnych jest równą liczbie ró- 
wnań, można zamienić na inny ukłąd, w którym wszystkie 
równania są rzędu 4°, przyczćm jednak liczba równań i zmien- 
nych odpowiednio się powiększy. » 


UwaGA. — Podług twierdzenia TII jest ten ostatni układ 
równoważny jednemu równaniu, zawierajacemu jednę tylko 
zmiennę zależną, którego rzęd jest m, + ... + my. 


W dowodzeniu ostatniego twierdzenia przyjęliśmy, że liczba 
równań jest równą liczbie zmiennych zależńych ; widocznie 
utrzyma się ono także, gdy liczba równań będzie mniejszą. 
Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie ; 


> 
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V, — « Każdy układ równań różniczkowych zwyęzajnych 
można zamienić na inny układ równań rzędu 4°. » 


5. — Przemiana równań o pochodnych zupełnych 
lub cząstkowych na równania o różniczkach zupeł- 
nych. — Z tego twierdzenia wypływa sposób, jakim można 
każdy układ równań różniczkowych zwyczajnych sprowadzić 
do postaci, zawierającćj różniczki zamiast pochodnych. Tą 
postać jest niezmiernćj wagi, dlatego nieco się nad nią zasta- 
nowimy. 

Niech najprzód liczba równań będzie równą liczbie zmien- 
nych zależnych. Jeżeli te równania. sprowadzimy do rzędu 4° 
i następnie pochodne z nich wyznaczymy, mieć będziemy 
wyrażenia następujące : 


drs f, dit, dzy f 
dz (2 de BA ü 


gdzie fp f,, . . ., fa sa funkcye zmiennych z, sisa: Z,. Mnożąc 
te równania przez dx otrzymamy kształt żądany : 
dr, tida, dh = fla, 36, du, = [nats 
Niech teraz liczbą zmiennych zależnych będzie większą od 
liczby równań. Sprowadźmy najprzód równania do rzędu 1°; 
mieć będziemy wtedy : 


p (a din a, u 6 „daj —6 
fo Jye E TEG AA > de 2 


Patay p dd, de, ` dEn\ 0 
2 9 415 29 --* *9 nada” da * .+..9 dx kA 


r( Gz, di, ys Ta) =0; 


Ws Wis W t.9 dny —3 
z Lis da dr 


gdzier < n; a gdy położymy : 
(11) dry = pydz, Uta = pides 99, dzy = Pnd1, 
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zamienią się te równania na następujące : 
f (E 2 12. Zw Pu eaaa PA) =0 
fa (z, Tiy +29 Ens Pis 1:33 Pn) LA 
PACA u Dw Dn .+:> Pa) =0. 


Z tych r» równań możemy wyznaczyć » z pomiędzy n ilości 
Pis - . ., pni wartości otrzymane podstawić w równaniach (11), 
uważając n—r pozostałych ilości p jako nowe zmienne. Tym 
sposobem mieć będziemy układ n równań różniczkowych, do 
których wchodzą same różniczki zmiennych, które jednak 
oprócz n +41 zmiennych 2, z,, ..., Zn zawierają jeszcze 
n— r nowych zmiennych p, a przeto razem 2n + 41—r 
zmiennych. 


6. — Tak samo można postąpić z równaniami różniczko- 
wemi cząstkowemi. Niech daném będzie np. równanie ró- 
żniczkowe cząstkowe rzędu 2? pomiędzy trzema zmiennemi : 


2 


UŁ i Dz, dys MAD RJĄW 
(12) r (a, Y 573 dy” da? Amy” y 0. 


Połóżmy 
dz dz 03%z 025 Dz i 
= N), =, =p, =S, —= 
dy, 1, 7i 4» RYZ 3 0 NĄ ? Jy? , 

natenczas równanie (12) zamieni się na : 

(13) F (£, Y, 2, P, Q 7, 8, t) =0; 

a nadto : 


i dz=pdxr + gdy W 
(14) dp =rdx + sdy 
dą = sdr. + tdy. 
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, Równania (14), zawierające oprócz zmiennych z,y, z 

eszcze nowe zmienne p, 4, r,s, t, a przeto razem ośm zmien- 
nych, z których jedna za pomocą równania (13) ma być wy- 
rugowaną, są zupełnie równoważne jednemu równaniu (12). 
'To przekształcenie daje się widocznie rozciągnąć do układu 
równań różniczkowych cząstkowych pomiędzy jakakolwiek 
liczbą ilości zmiennych. 


7. — Z tych badań wypływa nader ważne twierdzenie : 


VI. — « Każde równanie lub każdy układ równań różniczko- 
"wych zwyczajnych lub tóż cząstkowych można zamienić na 
równoważny układ równań kształtu : 


dys = fin dy ++ (4 diz HEA Eh fiin dEn, 
AY =: an dz, + [2,8 dx + sea + jan dTi. 
. . . . . , n P 


AU fma dE i fma dla + ... *- fmndzn; 


gdzie fix, fa es fm, SĄ funkcyem-+n zmiennych 4, ..., 


Tns Yn +::1 Ymd 


Ten kształt należy uważać przeto za najogólniejszy kształt 
równań różniczkowych ; w nim bowiem niknie różnica między 
równaniami różniczkowemi zwyczajnemi i cząstkowemi. Ró- 
wnania różniczkowe tego kształtu nazywają pospolicie « ró- 
wnaniami o różniczkach zupełnych » ; nie tworzą one jednak 
osobnego rodzaju, lecz są tylko kształtem ogólnym, do któ- 
rego dadzą się sprowadzić tak równania różniczkowe zwy- 
czajne, jako tóż równania różniczkowe cząstkowe. 
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ROZDZIAŁ II 


ŹRÓDŁA RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
ZWYCZAJNYCH. 


8. Rugowanie funkcyj przestępnych. — Już z samego 
określenia wypływa, że źródeł równań różniczkowych należy 
szukać w badaniach zależnych od rachunku różniczkowego. 
I tak mając dany związek między funkcyą y i zmienną nieza- 
leżną z, wyrażony pod postacią równania, możemy z tego ró- 
wnania za pomocą różniczkowania wyprowadzić szereg ró- 
wnań różniczkowych, którym owa funkcva czyni zadość, 

Różniczkując np. równanie 


y=, 


otrzymamy szereg równań różniczkowych 


eiea EEE EE 
da > da? "da yi: 
tudzież 
CY. WU dy 


Z tego przykładu widzimy, że wynalezienie równania ró- 
żniczkowego, któremu czyni zadość jakowa dana funkcya, jest 
zadaniem nieoznaczonćm, albowiem nie jedno, ale cały sze- 
reg takich równań można wynaleźć. Z tćj nieoznaczoności 
można skorzystać w celu dopełnienia pewnych warunków, 
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np. ażeby wyrugować pewne funkcye przestępne lub téż stałe 
dowolne, które w danćm równaniu pierwotnóm są zawarte. 


PRZYKŁAD 1. — Chciejmy np. wynaleźć równanie różnicz- 
kowe, któremu czyni zadość funkcya 
y = sin (m arc sin £), 
któreby wszakże nie zawierało funkcyi przestępnéj. 


Różniczkując w tym celu równanie powyższe otrzymamy : 


dy 
=©00 arc sin 2) ——> 
Zi s (m i | TE = 


czyli 


Ua dY — cos (m are sin 2), 
m de 
Podnosząc obie strony] tych dwóch równań do kwadratu 
i dodając je następnie do siebie stronami odpowiedniemi, 
mieć będziemy : 


1—c (dy 
—— 2 ah > 
m? z) = 4 


równanie różniczkowe rzędu piórwszego, do którego funkeya 
przestępna nie wchodzi. 


Przez dalsze różniczkowanie można otrzymać równania 
różniczkowe rzędów wyższych, którym czyni zadość ta 
sama funkcya. Tak np. równanie różniczkowe rzędu 2° bę- 
dzie ; 

ACZ) z U 
1 — 2) —ż — + my =0. 
) de” dz y 

Jak wiadomo, ostatniego równania, w którém pochodne 
i funkcya zachodzą tylko w stopniu pierwszym, używa się do 
„ rozwinięcia funkcyi y = sin (m arc sin z) ną szereg potęgowy 
sposobem spółczynników nieoznaczonych. 
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PRZYKŁAD 28i, — Jako drugi przykład weźmy równanie pier- 
wotne : 


y=e" sin br. 


Celem wyrugowania funkcyj przestępnych e*”, sin bz, ró- 
żniczkujmy to równanie ; otrzymamy : 


4 = e" (a sin bz + b cos bz), 
czyli 

dy _ az RZ 

> iracka ANIA be | cos bz; 


a jeżeli jeszcze raz zróżniczkujemy, będzie : 


dy dy A 
— =a A + be (a cos bc—b sin bt 
da? dz ( ), 

apo wyrugowaniu e“® sin by 1 e*%*eosbae za pomocą równań 


poprzedzających : 


dy „dy AASE wwa BA 
Te e "FAO łk E. 


9. Rugowanie stałych dowolnych. — Ważniejszém 
nierównie jest tworzenie równań różniczkowych za pomocą 
rugowania stałych dowolnych, które są zawarte w daném ró- 
wnaniu pierwotném, dlatego obszerniéj zastanowimy się nad 
tym przedmiotem. 


Niech 
(4) Ft 35 Gz, 09 1 fa) 250 


będzie daném równaniem pierwotnóm, zawierającóćm w.sobie 
oprócz dwóch zmiennych z i y jeszcze n ilości stałych dowol- 
DYED Ca s34054 G6 


Jeżeli to równanie zróżniczkujemy n razy z rzędu, otrzyma- 
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my układ n równań następujących : 


d 
F; (z. Y, Ti» Cq4% 15 c s20, 


dy, d* 


d d" 
l F (e, Y, Hran Tto a) +0; 


a gdy pomiędzy temi n + 4 równaniami (4) i (2) wyrugujemy 
n stałych dowolnych ci} ...,c„, mieć będziemy równanie 
różniczkowe rzędu n° 


dy dy GRYN ul 
(3) p (z Y dz” dać” PA z) =0, 
któremu czyni zadość funkcya y, określona równaniem pier- 
wotnóm (1). 


Różniczkowanie równania (1) i rugowanie stałych dowol- 
nych można wykonać rozlicznymi sposobami. Możemy np., 
przywiódłszy równanie (1) do jakowego upodobanego kształtu, 
różniczkować je n razy z rzędu, i pomiędzy tak otrzymanemi 
n + 1 równaniami wyrugować wszystkie stałe dowolne. Albo 
téż wyrugujemy najprzód jednę którąkolwiek stałę między 
równaniem (1) i pierwszóm równaniem (2), postępując na- 
stępnie tak samo z równaniem tak otrzymanóm, wyrugujemy 
drugą stałę, potém tak samo trzecią, it. d. 


Atoli można ściśle dowieść, że jakimkolwiek sposobem wy- 
konamy to rugowanie, otrzymamy zawsze jedno i to samo ró- 
wnanie różniczkowe rzędu n°, 


Jakoż załóżmy, jeżeli możebna, że przez wyrugowanie 
wszystkich stałych dowolnych z równania pierwotnego (1), 


http://rcin.org.pl 


14 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 
dojdziemy do dwóch równań różniczkowych rzędu n°, i niech 


z e , dy 
temi równaniami, rozwiązanemi co do —, będą: 


da" 
GRY uj di ANGI 
dny dn—ty 


Kr UR. | 
dań ~ (z: A r o das) 


Funkcye ọ iv, jako pochodne rzędu ne tćj samćj funkcyi y, 
posiadają wartości jednakie przy każdćj wartości na x. Niech 
x, będzie wartością jakąkolwiek na z, a Yo (2) (zz), 
niech będą wartości, które przyjmują funkcya y i n—1 pierw- 
szych jéj pochodnych przy założeniu c= £% Te ostatnie 
wartości możemy uważać jako ilości zupełnie dowolne, do- 
bierając bowiem stosownie stałe Cy, Cz, ..., Cn możemy z ró- 
wnania (1) i n— 1 pierwszych równań (2) otrzymać przy za- 
dy 


A dy 
łożeniu z = z, wartości upodobane na y; —*,,.., «——2. 
a p I db) drm! 


Ztąd wypływa, że wyrażenia : 


d deat 
o | Yo (2) Ra (T) T 
o 0 
da LEERI 
TEEN 


będą sobie równe, jakiekolwiek byłoby z,, przy wszelkich 
Rye di do~! 
wartosciach upodohanych na z) Ia pa ; a za- 
5 p y Yos (2%). > dei y a za 
tém te ilości muszą w obu wyrażeniach zachodzić w sposób 
jednaki. Atoli te ilości wchodzą do przerzeczonych wyrażeń 


> p j dh, sg 
w sposób taki sam, jak z, y, Sleg, il ; GAS do obu wyrażeń 
i du darsa 2 
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n 


na m ; te więc wyrażenia a przeto także oba równania ró- 
i 


s $ d’ s 
żniczkowe, rozwiązane co do e są jednakie. 
3 dar’ 


Ztąd wypływa twierdzenie następujące : 


I. — «Jakimkolwiek sposobem dojdziemy do równania 
różniczkowego rzędu n°, wychodząc z tego samego równania 
pierwotnego między © i y, i rugujac n stałych dowolnych, 
które ono zawiera, równanie różniczkowe otrzymane będzie 
zawsze jednóćm i tém samém. » 


10. — Twierdzenie dopićro dowiedzione prowadzi do kilku 
uwag. 


Najprzód wynika zeń, że jeżeli z równania pierwotnego (4) 
wyrugujemy tylko m pewnych stałych dowolnych, gdzie m <n, 
otrzymamy zawsze jedno i to samo równanie różniczkowe 
rzędu m”, jakimkolwiek sposobem te stałe wyrugujemy. J eżeli 
więc z równania piérwotnego (1) będziemy rugowali każdym 
razem insze połączenie m z pomiędzy n stałych dowolnych 
w nićm zawartych, otrzymamy tyleż równań różniczkowych 
rzędu m° z n—m stałemi dowolnemi, ile jest połączeń klasy 

n! 
mea 
równania są wypadkami rugowania pomiędzy m ++ 1 temi sa- 
memi równaniami, mianowicie : między równaniem pier- 
wotnóm (1) i m pierwszemi jego pochodnemi (2), z liczby więc 


mtói z m ilości, t.j. Atoli, ponieważ wszystkie te 


= otrzymanych równań różniczkowych rzędu m” bę- 


dzie tylko m= 4 pomiędzy sobą niezależnych. Ztąd wypływa 
twierdzenie następujące : 
II. — «Każde równanie różniczkowe rzędu n° nie zawiera- 


n! 


jace stałych dowolnych, można wyprowadzić z awa, 
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irównań rożniczkowych rzędu m°, z pomiędzy których tylko 
m +- 1 jest pomiędzy sobą niezależnych, i z których każde za- 
wiera n — m stałych dowolnych. » 


W przypadku szczególnym, gdy m =n — 1, mieć będziemy 
n równań różniczkowych rzędu (n — 1)? ; każde z nich zawiera 
inszą z pomiędzy n stałych dowolnych i wszystkie będą pomię- 
dzy sobą różne. i 

Ponieważ następnie, każdemu z równań różniczkowych 
rzędu m°, poprzednio otrzymanych, czyni zadość funkcya y, 
określona równaniem pierwotnóm (1), jeżeli więc weźmiemy 
m = 1 pomiędzy sobą niezależnych i pomiędzy niemi wyrugu- 


iemy m pochodnych dy 2038 EY. otrzymamy napowrót ró- 


ARES TATE 

wnanie pierwotne (1). W przypadku szczególnym, rugowanie 
n= 

n — 4 pochodnych Śl 5 AD pomiędzy n równaniami 


Or: 
różniczkowemi Bos A — 1), prowadzącemi do tego samego 
równania różniczkowego rzędu n°, daje na wypadek tównanie 
pierwotne. 


W dalszym ciągu poznamy wielką ważność tych wniosków, 
wypływających z twierdzenia zasadniczego I. 


PRZYKŁAD 15%, — Niech będzie daném równanie pierwotne 
(c—a) + (y — bf = è 
z trzema stałemi dowolnemi a, b, c. Różniczkując to równanie 


i rugując stałe dowolne, otrzymamy trzy równania różniczkowe 
rzędu 19; 


Sy” 
(c— +10 H=0, 


omj) ima 
CE T 
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z których każde zawiéra dwie stałe dowolne i jest wynikiem 
dwóch pozostałych, trzy równania różniczkowe rzędu 2° : 


, (dy dy 
HOT- 


1+ (7) + w nig= ; 
O a 


z których każde zawiera już tylko jednę stałę dowolną, i na- 
reszcie tylko jedno równanie różniczkowe rzędu 3° : 


(a) a A a 
niezawierające żadnéj z trzech stałych dowolnych. 
PRZYKLAD 28i, — Niech daném będzie równanie pierwotne 
UFZYCY 068 +. S + Cee 
z n stałemi dowolnemi c, cs,..., ć„. Różniczkując to równanie 


n razy z rzędu, otrzymamy n nowych równań : 


= C dy e, A+ Cady FW... Hen An e, 


dz 

Ë 1, 

TA = Cy 24? PAW ca ag e0 ... + Cn dn eT, 
b 

d” } M ; 

sa Y- lą 04” ET Ca a e o n Hen Ant ET; 
B 


a jeżeli te równania pomnożymy odpowiednio przez pn, Pn 
Pn . » -Pı 1 1 na wyznaczenie ilości p położymy 


A" + pL" + Pai" "+... pn— £+PZ(—v)(I= w)... 


(z — dy) 
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mieć będziemy po dodaniu iloczynów : 


dry dqr y UE da 2 y 


dy 
das H Paga * Pa RA hh Prge P=, 


gdzie ogólnie p; oznacza sumę wszystkich iloczynów z n ilości 
— t — 04, ..., — 0, łączonych po i 


PRZYKŁAD 3%, — Jeżeli daném równaniem pierwotnóm 
jest : 


Y =c, (2 = u) + Ca (E — ag)" +... +C (C= w)”; 


otrzymamy po wyrugowaniu n stałych dowolnych c, równanie 
różniczkowe rzędu n? 


to (1) Oz (2) © 
+ (Pau, 


gdzie f (x) = (£ — a) (r—a,)... (c= an), a u=n—m— l; 
f' (w), f” (x)... oznaczają pochodne funkcyi f (z). 


11. Wyjaśnienia geometryczne. — Jeżeli wartości 
wzajemnie sobie odpowiadające na z i y uważać będziemy za 
spółrzędne prostokątne punktów na płaszczyznie, natenczas 
równanie pierwotne (1), będzie przedstawiało układ linij krzy- 
wych, z których każdćj szczególnćj odpowiadają insze war- 
tości szczególne na stałe dowolne c, i wyrażać będzie pewną 
własność spólną wszystkim krzywym tego układu. Podobnie 
każde równanie różniczkowe, wyprowadzone z równania 
pierwotnego, będzie wyrażało pewną, a każde inszą własność 
geometryczną tych krzywych. | 


Tak np. w przykładzie 17m ustępu 4080 równanie pierwotne 
przedstawia układ kół, których promień równy c, a środek 
ma za spółrzędne a ib, i wyraża tę własność koła, że odle- 
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głość któregokolwiek punktu na obwodzie od środka jest 
równą promieniowi. Pićrwsze z równań różniczkowych rzędu 
1° wyraża tę własność kół spółśrodkowych, że normalna w któ- 
rymkolwiek punkcie obwodu przechodzi przez ich środek (a,b) 
koła. Pierwsze równanie różniczkowe rzędu 2° wyraża znowu 
tę własność kół o promieniu równym c, że promień krzywości 
w każdym punkcie obwodu jest równy promieniowi. Nare- 
szcie, równanie różniczkowe rzędu 3° wyraża tę własność 
wszelkich kół, że ich promień krzywości w każdym punkcie 
jest stały. 


Wogóle w geometryi, rozważania stycznych, krzywizny, 
rozwiniętych, i t. d. zależą, jak wiadomo od pochodnych spół-. 
rzędnych. Ztąd wypływa, że każde równanie różniczkowe 
z dwiema zmiennemi uważać można jako wyrażenie analityczne 
pewnej własności linij krzywych, odnoszącej się do stycznych, 
krzywizny i t. d. I nawzajem, jeżeli chcemy wyznaczyć krzywę 
z warunków zależnych od jéj stycznych, od jéj promienia krzy- 
„wizny it.d., i jeżeli wyrazimy te warunki według znanych 
prawideł, otrzymamy zawsze pewne równanie różniczkowe 
z dwiema zmiennemi, i zagadnienie sprowadzi się do następu- 
Jacego. « Jeżeli daném jest równanie pomiędzy funkcyą y, 
zmienną z, tudzież pochodną lub pochodnemi funkcyi y co do 
zmiennćj æ, wyznaczyć tę funkcyę. » 


12. Wyznaczenie funkcyj z danych równań funkcyj- 
nych.— Niekiedy pochodne nie znajdują się w wyrażeniu da- 
nych warunków, lecz staramy się je wprowadzić w nadziei 

uproszczenia badań. Tym sposobem czynimy rozwiązanie za- 

gadnienia zależnóm od równań różniczkowych. Tak postępu- 
jemy np. przy dochodzeniu kształtu funkeyj, których znane 
nam pewne własności charakterystyczne. 


PRZYKŁAD 152Y, = Cheiejmy np. znaleźć funkcyę o (2) czy- 
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niącą zadość warunkowi : 
(1) ę(2)4 (9) =9(0FY). 
Różniczkując to równanie co do zi y, otrzymamy dwa ró- 
wnania następujące : 
ę (2) 9 0) =g (£ + y), 
+(2)(9) =9 (© + y), 
zkąd wnosimy, że 


AORE 
ọ (1). -9 (4) 


2 
gdzie a jest ilością stałą. Jeżeli więc położymy z = ę (x), mieć 
będziemy równanie różniczkowe 


dz A 
(2) Ty. 7% 


któremu czyni zadość funkcya szukana. 


PRZYKŁAD 28! „— Szukajmy jeszcze równania różniczkowego, 
któremu czyni zadość funkcya o (x) określona równaniem wa- 
runkowóm 


(3) ę (ejj dc —1)=ę(0) pl): 


Różniczkując to równanie dwa razy co do z i dwa razy co do y, 
otrzymamy : 


9' (x+y) +g" (r=yj)=v' (x) ę(y), 
o (z +y) +ę (r—y)=o(z)v'(y), 
zkąd wypływa 


gdzie a jest ilością stałą. Jeżeli więc położymy z= o (æ); Tó- 
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wnanie różniczkowe żądane będzie : 


(4) = — az =Q. 

13. Równania różniczkowe ruchu układu punktów 
materyalnych. — Innóm i, rzec można, najobfitszóm źró- 
dłem równań różniczkowych zwyczajnych są zagadnienia me- 
chaniki ; albowiem prędkość i siła poruszająca w ruchu punktu 
materyalnego wyrażają się ogólnie przez pochodne jego spół- 
rzędnych co do czasu. Ztąd wypływa, że jeżeli ruch punktu jest 
znanym, t. j. jeżeli jego spółrzędne są dane w funkcyi czasu, 
natenczas można za pomocą prostego różniczkowania wyzna- 
czyć siłę poruszającą, atoli, jeżeli znamy siłę na punkt działa- 
jacą i chcemy znaleźć ruch, dojdziemy zawsze do równań ró- 
żniczkowych, z których będzie potrzeba wyznaczyć spółrzędne 
w funkcyi czasu. Aby tę rzecz lepićj wyrozumieć, zastanowimy 
się nad nią nieco dłużćj. 


Weźmy pod uwagę n punktów materyalnych ; oznaczmy 
przez m; masę jednego punktu, przez £i Yi, zi jego spółrzędne 
prostokątne, a przez X;, Y;, Z, składowe do osi równoległe siły 
na ten punkt działającćj. Składowe siły poruszającćj punkt m, 


OK Ć a > dc; dy; dżz; 
wyrażają SIę, jak wiadomo, przez my; Mi. ~z , Mi — 


i e AGAT * 
gdzie £ oznaczą czas. Jeżeli punkta układu są zupełnie swo- 
bodne, natenczas cała siła na punkt działająca zużywa się na 
jego poruszenie, a przeto mamy wtedy równania następu- 
jace ruchu : 


ri Ëy dzi P 
(1) Mmi TE =X; mgA = Yi Mi gE i 


gdzie ¿= 1, 2,...,n, które to równania tworzą układ 3n ró- 
wnań różniczkowych zwyczajnych rzędu 2°. Układ ten jest, 
jak wiadomo, równoważny następujacemu układowi 6n ró- 
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wnań różniczkowych rzędu4?: 


dd vaeeEERW c" 

(2) 

À i at at ahat G m, di i „dzy "_ Z 
Mi dt t3 A E 4, kdefastt 


Jeżeli zaś pomiędzy punktami zachodzą jakowe połączenia, 
wtedy nie cała siła działająca na każdy z punktów zużywa 
się na poruszenie tegoż punktu ; z powodu bowiem połączenia 
punktów pomiędzy sobą nie mogą one przyjąć tych ruchów, 
jakieby przyjęły, gdyby były zupełnie swobodnymi, Atoli we- 
dług zasady D'Alemberta, wskutek połączeń pomiędzy pun- 
ktami zachodzi w tym przypadku równowaga pomiędzy si- 
łami poruszającemi, a siłami na punkta działającemi, lecz 
wziętemi w kierunkach przeciwnych. Jeżeli więc udzielimy 
układowi jakowego posunięcia, zgodnego z danymi warun- 
kami, czyli tak; zwanego ruchu przygotowanego (virtuel), 
i oznaczymy przez 8m:, 8y, 82, przyrosty odpowiednie spół- 
rzędnych £i, Yi; z, (dla odróżnienia prźyrostów w ruchu przy- 
gotowanym od przyrostów dz,, dy,, dz,, zachodzących w ruchu 
rzeczywistym podczas chwili dź, użyliśmy na oznaczenie pierw- 
szych litery ô; symbol 8 oznacza więc takie różniczkowanie, 
w- któróm zmienną niezależną nie jest czas 4), mieć będziemy 
równanie następujące : 
> Mi (S BE ką By; + T ès) 
(3) 
es pà (Xixi + Y; 0y; + Z;82;), 


gdzie sumowanie rozciąga się na i =4,2,..., n. 


Załóżmy, że połączenia punktów układu wyrażają się przez 
r równań 


(4) FŁ=0, k=F1,2 1425 M, 
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pomiędzy spółrzędnemi tychże punktów i mogacych w-sobie 
zawierać także czas £. Przyrosty 8x;, 8y;, 0zi zawarte w ró- 
wnaniu (5) muszą wtedy dopełnić r warunków następujących : 
(5) 0s= Z (Ej be; + ayi Siasi), SZA 21:37 
Za pomocą równań (4) i (5) możemy z równania (3) wyrugo- 
wać r spółrzędnych i tych spółrzędnych przyrosty, a gdy na 
stępnie przyrównamy do siebie spółczynniki przy tych samych 
pozostałych przyrostach, otrzymamy układ 8n — r równań ró- 
żniczkowych rzędu 2° pomiędzy 3n—r + 1 zmiennemi. 

Namienione rugowanie najsnadnićj można wykonać sposo- 
bem czynników nieoznaczonych, wprowadzonym przez La- 
` grange'a. Pomnóżmy równania (5) odpowiednio przez czyn- 
niki 4, b, ..., àp 1 dodajmy je do równania (3). W tak otrzy- 
manćm równaniu przyrównajmy do siebie, dla wyznaczenia 
r czynników à, spółczynniki tych samych r przyrostów po obu 
stronach, a następnie, skoro pozostałe przyrosty są już pomię- 
dzy sobą niezależnymi, także spółczynniki tych pozostałych 
przyrostów. Tym sposobem otrzymamy układ 3n równań ró- 
żniczkowych rzędu 2": j 


à m; Ga p, 
4 ËY a A, 
(6) m, M =Y iu =4 
| JE za, FE, 


mi dE z dzi 


które wraz z r równaniami (4) powinny dać na 3n spółrzę 
dnych i r ilości A wartości, wyrażone w funkcyi czasu ź. 

Układ (6) daje się z łatwością zamienić na układ równowa- 
źny 6n równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 14°. 


14. — W nowszych czasach sprowadził Hamilton (Vorlesun- 
gen über Dynamik von Jacobi) równania różniczkowe ruchu do 
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kształtu osobliwego i w badaniach, osobliwie teoretycznych, 
nader dogodnego. Kształt ten najłatwićj otrzymać sposobem 
następującym, podanym przez p. Emila Mathieu (Liouville 
Journal z roku 1874, str. 264 - 306). 


Załóżmy najprzód, że ma miejsce funkcya sił, t. j. że 


dU AA UPA dU 

Foi ati: F Zi= =, 

dTi dyi dzy 
gdzie U jest funkcyą spółrzędnych, mogącą zawierać w sobie 
także czas £; nadto przypuśćmy, że równania warunkowe (4) 
nie zawierają w sobie wyraźnie czasu ź. Przy tém założeniu za- 
mienia się równanie (3) na następujące : 


(7) Zm; (Ge dr; + AE By; + a Sz; = 3U. 


Połóżmy 
Ta (dc)? 4. (09: (dz? 
Sz=g TYP, (M any ad 
* BE TM ka]: (ae) CIN 


dz, dz, „di dy: dz, dz? 
WT = Zm, | — Gyi Oyi x Oz, dz, 
Tre E do dt e dt A 


jako téż 
dti z dej dyt dy 4 dz, -, dz; 
= i į Jè ł t 
DAYE 3 dł da ŻE” Hal. | 
W skutek tych równań będzie : 


i dz, dz; dy, dy, dz, dz, 
> Byk zd, aka a ŻE 
zm] de dh dt * dć A 

dz; dz; dyi 5 dy; dz; - dz; b. 
in| T A AT A O GFOŚ aa] 


dz; de Zis 
— Im; di pipat "By; + qè =m, 
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albo tóż : 
i dx; dz; dy, dy, dzi dzi 
2» Baa raa E rez ha 
ža mi] 7 de” dt dt "dt A 
Ż dz; dy,ą, . „dz; x, 
RET 5 i3 pra DZ; = — U). 
di mi (gpu EE RET WE 
Oznaczmy teraz wszystkie spółrzędne Zi, yi z, jedną literą Ę 
z różnymi skaźnikami, a ilości odpowiednie m; SĘ mi, 


m jedną literą 4 z tymi samymi skaźnikami, a nadto po- 


łóżmy T— U= H; natenczas ostatnie równanie zamieni się na 
następujące : 


(3) 


d PY 4 N A 
SE dt CIE -+ Nada +... Fhan sE = SH. 


Równanie (8) jest zupełnie równoważnóm równaniu (7). Ró- 
wnania warunkowe (4), które teraz zawiórać będą zmienne ż, 
są równoważne równaniom wyrażającym 3» zmiennych 6 
przez 3n—r nowych zmiennych, które oznaczymy przez 4,, 
dą, «::;dzn_r. Przyjawszy bowiem pomiędzy 3n zmiennemi 6 
i 3n — r ilościami q Rn—r związków jakichkolwiek, te związki 
w połączeniu z r równaniami (4) wyznaczą ilości £ przez ilości 
q. Dobierzmy tyleż 1y zmiennych p, takich, aby było: 


pi 0q4 -p2 dfa HĘ . 2 + T =n A Hr BE, +- 


E Ngn a$.. 


Weźmy jeszcze w tém równaniu, zamiast przyrostów w ruchu 
przygotowanym, przyrosty w ruchu rzeczywistym, zachodzą- 
cym w chwili dt, t. j. połóżmy w niém : 


dE; = Side GŁ SA 
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będzie wtedy także : 
( dq, dq, Aanst t dĘ, 
| AA Wa gw 10 WWW a de 


(10) | 


Wskutek tych dwóch równań zamieni się równanie (8) na : 


dq d d nar ; 
ò (v. "ri E Pa gk + E Dzn—r z =i di — (PP 


Hpo + + - + Pzn—r04gn. r) = H, 


czyli 
d d fia di a dp s 
A ôP, rap, + „++ R 0 Pzn—r— gy 
(11) 
di vl M? D 
ia Tzn a" a gnr = 0H, 
gdzie 
dH dH dH dH, 
0H=>—58 —0 +. , IBALL nr 3 
dą, a Jg q2 Agar d3 YA Pi 
0H 
+ — op, +. Bpzn— 
WA i TE STe 


W tém równaniu są przyrosty óp,, 84, zupełnie pomiędzy 
sobą niezależnymi; równania bowiem warunkowe (3) zamienią 
się na tożsamościowe, gdy w nich za ¢. podstawimy wartości 
w funkcyi 4 wyrażone; y 1080 powodu rozkłada się ono ną 
6n — 2r następujących; 

(12) dqi _0H dpi _ AA 
dt pi” dt  dq; 


gdzie +=1, 2, ..., 3n—r. 


Równania (12) nazwiemy równaniami Hamiltoną., 
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15.— Na wyznaczenie ilościp przyjęliśmy równanie (9), Po- 

nieważ uważamy ilości Ę czyli spółrzędne jako funkcye ilości 
niezależnych 4, przeto z tego równania wypływa ogólnie : 


d; 


i Ap JE 
= + +. ++ 4 pk 
"ET jg, dą, "ag, 


czyli, jeżeli przywrócimy napowrót spółrzędne £i, y;, Zis 


o 24 (T dti dy; dy; | dz; zę: 


— oee a i | m 


dt dgs dt dą, dt dą, 
Atoli kładąc dla krótkości 


de; D d Ń 4 dz; , 
E AT zał RC NiE 
tudzież ogólnie 
dą; 
Ślizg) 
mamy : 5 
dti y AL; p ACz , 
dr EG: 4 a Q sn—r> 
dy; Aon , DY; [3 
(13) do i =y, qı 7 PEETS q 3n—r» 
i. _ Iži af ie dz Re 
| di i =i, t Wan ) 4 zn 


dri Iri dyi Wi dzy NA 


a przeto 


s l ) „ „0 , , j Z ~ 
(A) Y p,=Xm; (z ią + p LE +z; g= i 
s 


. . . 2> 4 U t 19 
gdzie, jak powyżéj, Teg zm; (t? +Y? zi). 
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Według tego wzoru mieć będziemy p,, gdy do wyrażenia T 
wprowadzimy za ilości z;,y;, zi zmienne q4, qxy..., qzn—r 
i tych zmiennych pochodne co do czasu q4, 44,..., za pomocą 
wzorów (138), a następnie tego wyrażenia weźmiemy pochodnę 
cząstkowąco do q,. Uważmy, że wyrażenie T jest funkcyą ilości 
qs; jednorodną stopnia 2°, zawićrającą w swych spółczynni- 
kach ilościg,; albowiem wyrażenie to jest takąż funkcyąa ilości 
Tj, Yi, Zi, a te ostatnie są według (13) funkcyami ilości q, linij- 
nemi i jednorodnemi. Wypływa to zresztą z wzorów (10) i (14), 
gdy przywrócimy we wzorze(10) za Ęixy spółrzędne i tych 
spółrzędnych pochodne co do czasu, albowiem wtedy będzie : 


„AT AT AT ; 
(15) 4 — dg, BT nyy; W: FG srir TANIE A A 


3N—=T 


Jeżeli więc z (14) wyrazimy ilości q, przez ps, co tylko je- 
1 MG UP Po. 
dnym sposobem uczynić można, gdyż T jest względem ilości 


qs funkcyą linijną, i otrzymane wartości podstawimy w T,na- 
tenczas to wyrażenie będzie funkcyą ilości p, jednorodną sto- 
pnia 2°, zawićrającą w swych spółczynnikach ilości gs. Tak 
wyrażonóm należy uważać T w wyrażeniuH=T—U. Funkcya 
U była pierwotnie funkcyą spółrzędnych, po wprowadzeniu 
nowych zmiennych, będzie ona zawierała w sobie jedynie 
ilości qs. 


odi 


A z 
Jeżeli funkcya sił nie zachodzi, wtedy widocznie za a> 
należy w równaniach Hamiltona położyć : 


CDĘ Yr po Jfk 
=> 
ŚR ię dt 


tudzież y = 0; równania Hamiltona sprowadzą się więc do 
i a 
kształtu : 


: dg; ƏT dp; ƏT 
(16) de dp de 34 
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ŹRÓDŁA RÓWNAŃ ROÓŻNICZKOWYCH: CZĄSTKOWYCH. 


16. Rugowanie funkcyj dowolnych. — Równania 
powierzchni utworzonych ruchem linii tworzącej. — 
Zagadnienia geometryi i fizyki malematycznćj są niewyczer- 
panóćm źródłem równań różniczkowych cząstkowych. W tym 
rozdziale ograniczymy się uwagą tylko ważniejszych równań 
różniczkowych cząstkowych, do których prowadzą zagadnie- 
nia geometryi, a mianowicie teorya tworzenia powierzchni 
za pomocą ruchu linii krzywćj i teorya powierzchni powłóczą- . 
cych; o innych będzie mowa w rozdziałach poświęconych 
równaniom różniczkowym cząstkowym w szczególności. 


Niech 


F (2, Y, ży a, dj 11. tn) =0, 
(4) | 


PC EYID (2; 04, «5, 44) +0, 


będą równania linii krzywój n +4 stałych dowolnych t.z. 
« parametrów » zawiórające. Położenie téj krzywćj zależy od 
wartości liczebnych tych parametrów. Ażeby więc położenie 
krzywćj było dokładnie wyznaczonóm, powinniśmy mieć 
n-+-4 równań pomiędzy tymi parametrami, z którychby 
dały się obliczyć ich wartości liczebne. Jeżeli pomiędzy n +- 1 
parametrami zachodzi tylko n równań, które np. otrzymamy 
ż warunków, ażeby krzywa (1) przecinała n innych krzywych 
danych t.z. «kierownic», natenczas wyznaczając z tych 
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równań n parametrów a; «9,... %n W funkcyi pozostałego a : 
. a= gha) w =ę,(0),..., an SEgn(u), 

i tak otrzymane wartości podstawiając w równaniach (4), 
mieć będziemy : 


F, KT; Y; 2,0, Qs(0) a Bn(0) = 0; 
f PPOB 270) OCIS 1 100 (OJJ EO, 


równanie linii krzywćj, zmieniającćj swe położenie wraz ze 
zmianą parametru «, podług pewnego funkcyami ę określo- 
nego prawa. Ta krzywa, zwana « tworzącą » utworzy swym 
ruchem nieprzerwanym pewną powierzchnię krzywą, którćj 
równanie skończone otrzymamy, gdy parametr « między 
równaniami (2) wyrugujemy. Zmieniając kształty funkcyj 9, 
czyli poddając ruch tworzącćj coraz inszym warunkom, 
otrzymamy coraz insze powierzchnie. Wszystkie te powierz- 
chnie, utworzone ruchem « tćj samćj » tworzącćj (2), podług 
jakiegokolwiek prawa odbywałby się ten ruch, czyli jakiemi- 
kolwiek byłyby funkcye o, uważamy jako należące do tćj samćj 
« rodziny ». 


Według tego opisania, równania (2) zawierające parametr 
u i nfunkcyj dowolnych tegoż parametru, jeżelibyśmy między 
niemi ów parametr wyrugowali, dałyby równanie pewnćj 
rodziny powierzchni krzywych. 


W wielu przypadkach można to rugowanie wykonać mimo 
dowolności funkcyi 9. W większćj atoli liczbie przypad- 
ków rugowanie parametru bez uprzedniego uszczególnienia 
kształtu funkcyi o nie jest wykonalnóm. W każdym jednak 
razie można to uczynić za pomocą różniczkowania, Tym spo- 
sobem otrzymamy równanie różniczkowe cząstkowe, które 
przedstawiać będzie wszystkie powierzchnie do téj samćj 
rodziny należące, i wyrażać będzie téj rodziny pewną wła- 
sność geometryczną. 
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4'7. — Nietrudno okazać, że rzęd równania różniczkowego 
cząstkowego, do którego prowadzi rugowanie parametru « 
między równaniami (2), nie może być niższym od liczby 
funkcyj dowolnych o, które w tych równaniach są zawarte, 
to jest od n. 


Weźmy pod uwagę najprzód przypadek prostszy, miano- 
wicie, gdy parametr « między równaniami (2), daje się wy- 
rugować: Ten przypadek zachodzi, jeżeli równania (2) można 
przywieść do postaci : 

uzżę;:FFfz,y, 2, «, O ----, gu(0)] +0 
gdzie u jest funkcyą daną zmiennych z, y, z. Wtedy bowiem 
będzie widocznie 

(3) F[z,y, ż, g(t); . ‘+3 n (u) = 0 
wypadkiem rugowania. 

Celem wyrugowania funkcyj dowolnych 9, różniczkujemy 
równanie (3) co do wszystkich zmiennych, w skutek tego 
otrzymamy 

AP. eand wadzicgP AF /du EBK 

jg pilt grak S (Ser dy zę dz) =0, 
gdzie 

dF Tor JF do, AF Jon 

SST S ... Em Ju” 
równanie, które z powodu dowolności funkcyj 4, a przeto 
także pochodnych tychże funkcyj rozkłada się na dwa nastę- 
pujące : 


e) JB gc ROSE 4 A 
Ja = May srap=", 
du Ju JW | 
aa 0 depo 
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Według równania (3) jest jedna z pomiędzy trzech zmien- 
nych 2, y, z fumkcyą dwóch pozostałych. Uważajmy z i y za 
zmienne niezależne, a z za zmiennę zależną, i oznaczmy dla 
krótkości przez p, 4, r, s, é pochodne cząstkowe : 


pa; RR y PRA ma d*z SB 
P |”, 1%) TT K T Amy” | dy? 


natenczas będzie 
pdz + qdy —dz=0. 
Rugując pomiędzy trzema ostatniemi równaniami różniczki 
dx, dy, dz, otrzymamy równanie 


dF 0F 0F 


da dy’ Xz 

4) Fi=|lu du du|=0, 
Jr dy” dz 
P, q, —4 


które zawiera w sobie funkcye dowolne 9 wraz z ilościami 
P»9,T,Y, 2. 
postępując tak samo z równaniem (4), jakeśmy postąpili 
z równaniem (3), uważając przytóm, że 
dp =rde + sdy, dq =sdz + tdy, 
otrzymamy nowe równanie tego samego kształtu 
r JF, 3F, dF, 


ora , — 
dE dy, 0% 


(3) Prr 30 0-00 RO 
00, 0y „Az 
Pi SUW TB 1 


które zawiera w sobie te same ilości, jak (4), a nadto pocho- 
dne cząstkowe rzędu 2° r, s, f, it. d. 
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Gdy tym sposobem otrzymamy n równań kształtu (4), (š), 
-wyprowadzając z każdego równania nowe przez następne ró- 
żniczkowanie, i pomiędzy tak otrzymanemi n + 1 równaniami 
(3), (4), (5),... wyrugujemy n funkcyj dowolnych s, mieć bę- 
dziemy żądane równanie różniczkowe, zawierające pochodne 
cząstkowe funkcyi z aż do n° rzędu włącznie. 

18. — Objaśnimy to postępowanie kilkoma przykładami za- 
czerpniętymi najprzód z geometryi : 


PRZYKŁAD 1. — «Znaleźć równanie powierzchni walco- 
wych, to jest powierzchni, utworzonych przez prostę, zmie- 
niającą swe położenie bez zmiany swego kierunku. » 

Równania prostój zawićrają w sobie cztery stałe nieozna- 
czone; ponieważ niezmienność kierunku pociąga za sobą nie- 
zmienność dwóch stałych, dwie więc z pomiędzy tych stałych 
pozostają dowolnemi. Jeżeli ruch prostćj poddamy jeszcze 
jednemu jakowemu warunkowi, np. żeby ta prosta w każdćm 
swém położeniu przecinała jakową daną kierownicę, lub do- 
tykała jakową daną powierzchnię, wynajdziemy z łatwością 
z tego warunku związek między pożostałemi dwiema stałemi, 
tak iż jedna będzie funkcyą drugićj. 

Według tego opisania, równania tworzącćj będą 

z —mz=4, y— n =y (4), 
gdzie min są stałe spółczynniki kątowe, a ilość « jest para» 
metrem, zmieniającym się wraz z położeniem prostćj. 

Równanie skończone powierzchni walcowych jest więc 

F =y — ni — ọ (£ — mz) =0, 
ównaniem zaś różniczkowćm będzie 
0, 1, —n 


Fy=|1, 0, m |=0, 


p q —l 
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czyli 
mp ną =1. 
Równanie różnikowe wyraża widocznie tę własność po- 


wierzchni waleowych, że normalna w każdym punkcie jest 
prostopadłą do tworzącćj. 


PRZYKŁAD 2. — « Znaleźć równanie powierzchni stożkowych, 
to jest powierzchni, utworzonych przez prostę obracającą się 
około punktu danego na nićj leżącego. » 


Równania tworzącćj są w tym przypadku : 


2 


Teia UD ea ę(i) 


gdzie a, b, c są spółrzędne danego punktu (wierzchołka po- 
wierzchni stożkowćj), a ilość « oznacza parametr zmieniający 
się wraz z kierunkiem tworzącćj, o (a) jest funkcyą zależną od 
jakowego warunku dodatkowego. AA 


Równanie skończone powierzchni stożkowych jest więc 


r= (E 


mG 


1 y—b 
0, 
Foa € (z— e) 
= ML WAĆ c—a| =0, 
RÓ A _ g=q 
P, 4, m 


czyli 
(z — a) p + (y — b) q =2—c; 


ostatnie równanie wyraża widocznie tę własność powierzchni 
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stożkowych, że płaszczyzna styczna przechódzi przez wierz- 
chołek. 


PRZYKŁAD 3. — «Znaleźć równanie powierzchni obrotowych, 
to jest powierzchni utworzonych przez koło o promieniu 
zmiennym, którego środek posuwa się na danćj prostćj, a 
płaszczyzna pozostaje ciągle prostopadłą do tój prostćj. » 


Jeżeli 


c—=—a_y—b z—=e 


ļl m n 


są równania danéj prostéj, czyli osi powierzchni obrotowych, 
natenczas koło tworzące możemy uważać za przecięcie 
płaszczyzny 


lc + my + nz = « 
do téj osi prostopadłćj i kuli 
(c—a) + (y— BE E= e): 
nakreślonćj z punktu a, b, e wziętego na osi. 


Z dodatkowego warunku, np. żeby koło w każdćm swóm 
położeniu przecinało jąakową kierownicę, znajdziemy ß =o (a), 
w skutek czego równania tworzącćj będą : 


lz + my +nz=a, (£= a} + (y — bF + (z — c} = g(a). 
Równanie skończone powierzchni obrotowych będzie więc : 
F = (x — a) (y =b +3 — 0) — olle t my nz) =0, 

a zatém równaniem ich różniczkowém jest 


z—a, y—b, z—c 
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czyli 
[n(y — 6) — m(z — c)] p + [l (3 — c) — n (x— a)} q 
= m (c —a) — l (y — b). 

Ostatnie równanie wyraża tę własność spólną wszystkim 
powierzchniom obrotowym, że normalna w każdym ich 
punkcie przecina oš. 

Weźmy jeszcze pod uwagę przypadek dwóch funkcyj do- 
wolnych. 

PRZYKŁAD 4. — « Wyrugować funkcye dowolne giy zró- 
wnania 


F =z — cosacę(u) — sinacy(u), gdzie =f. K 


Postępując według prawidła wyłożonego w ustępie 18", 
mamy najprzód 


asinacę(u) — acosacy(u), 0, 4 
P= -4 =, 0 sz (0 
P , poj 


czyli 
F, == az [sindz 9 (u) — cosas 4 (u)] — qy = pr =0, 
a następnie 
— a[sinazę(u) — cos ax y(u)j — aże[cos ac glu) 


+ sinazy(u) |—p—dtr=>sy, —q— sx —ty, O 


= 
© 


SM. | 
Boz , 
£ 


P , 4 ,—4 
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Jeżeli więc pomiędzy temi trzema równaniami wyrugu- 
jemy ọ (u) i w (u), otrzymamy na wypadek równanie różnicz- 
kowe cząstkowe rzędu 2*: 
er + rys + yt + arz =0. 
19. — Zdawałoby się, że równanie pierwotne, zawierające 
funkcye dowolne « nie tój samćj » ilości, np. gdy jest ono 
kształtu : 


F[z, y, z, g(u), xw), pw), ... ]|=0 


gdzie p, x, Y, oznaczają funkcye dowolne, a u, v, w, są 
danemi funkcyami zmiennych z, y, z od siebie odmiennemi, 
prowadzi zawsze do równania różniczkowego ceząstkowego, 
którego rzęd jest równym liczbie funkcyj dowolnych. Że tak 
nie jest, nie trudno okazać. 


Jakoż, weźmy pod uwagę równanie 
z=F[x, y, (u), xv) 


z dwiema funkcyami dowolnemi ilości u i v, które są funk- 
cyami zmiennych z, y danemi, lecz od siebie odmiennemi. 


Weźmy pochodne cząstkowe tego równania co do zi co 
do y; otrzymamy dwa nowe równania : 


OF OF „.du OF , „dv 


RZ DL d2 
EPE CY dF (0: 
7 dy do ? dy "3x7 dy” 


które oprócz funkcyj dowolnych s(u) i z(v) zawierają 
jeszcze tych funkcyj pochodne g(u) i y(v). Różniczkując te 
równania jeszcze raz co do z ico do y, otrzymamy trzy 
nowe równania, do których wejdą nadto pochodne drugie 
ę (u)ix'(v) funkcyj dowolnych. Mamy więc sześć równań, 
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pomiędzy któremi należałoby wyrugować sześć ilości : 
(u), g'u), (u) 
xlv), -x (v), x (0), 


co, mówiąc ogólnie, jest rzeczą niemożebną. Rzęd więc 
równania różniczkowego, do którego prowadzi rugowanie 
dwóch funkcyj dowolnych z danego równania pierwotnego 
nie może być równym 2, chyba tylko w przypadkach wy- 
jatkowych, zależnych od kształtu funkcyj uiv. To samo 
daje się widocznie rozciągnąć na równania pierwotne, zawie- . 
rające w sobie ilekolwiek funkcyj dowolnych, ilości od siebie 
odmiennych. 


Pomiędzy wyjątkami najważniejszym jest przypadek podany 
przez Eulera, mianowicie : gdy równanie pierwotne jest 
kształtu : 

z= yL + ay) + h(x + ay) +... .+p,(0 + Any). 


Albowiem wtedy mamy : 


drz 
San = g”) + 9, MW | Eg) 


0" 


demy = lygy( + dypl") + ... + apn 


dzdy""! = gą" -+ ag" 740) +. „<> aa" T a 


ð” 


Się Sz no m) a kę > (n) +... an 90), 


Kładąc więc 
(5 — q,) (7 — a)... (r = an) 2 LE + pas" + pyt" + ss» 


© F Pn=; t + Pm 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ 1, WIADOMOŚCI WSTĘPNE, — ROZDZIAŁ HI. 39 
mieć będziemy : 


Rz d” 


z Oz 
Jy” GA imdy 1 H Poi ==... 


J"z WZ: 


Pany wyga 
równanie różniczkowe rzędu no. AR, 
Tak naprzykład, gdy 
iiz g(t + ay) + pe — ay), 


mamy wtedy 


równanie ważną rolę w mechanice odgrywające. 
Do przypadków wyjątkowych należą także pomiędzy innemi 
równania pierwotne 
|sszę (2) + x(2, y), z= gle + x), 
które po wyrugowaniu funkcyj dowolnych ọ i x dają odpo- 
wiednio : 
ar — yt cp—yq=0, ps—qr=0, 
równania różniczkowe rzędu 2. 


20. — Weźmy teraz pod uwagę przypadek zawilszy, gdy ro- 
dzina powierzchni wyrażoną jest przez dwa równania 
a) Fit, Ys 2, a, gi) ..., n(a)] =0 
ELL y, Z, a, o(a), 42, ©a(2)] = Us 


między któremi parametru « niepodobna wyrugować. bez 
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uprzedniego uszczególnienia kształtu funkcyj dowolnych 


Aby okazać, że równanie różniczkowe, do którego pro-- 
wadzi rugowanie  funkcyj dowolnych 9, jest rzędu n°, można 
tak postąpić : 


W skutek równań (1), możemy uważać zmienne xiy jako 
fankcye zmiennćj z; różniczkując więc te równania przy za- 
łożeniu, że x i y zależą od z, n razy z rzędu, i oznaczając przez 
Wy EE ys YYY b a pochodńe zmiennych zi y 
co do z, otrzymamy układ 2n równań : 


i PRAĆ uć PE" 
© +99 dz 
(2a) 
dfhinia Pod AK 
| T +y + SSN 
4 y (> 
| AP DB p AR a PR TE. 
| dg dy ` Ja? dy? dz? 
2 2 zp 
imę asy 24 BG E-9, 
Ardy * REDA dyd3 
(29) : 
AE dy da? dy*' dz? 
YE ; P 3? 
| C adie 9 27 9 24 —0. 
| ARDY, + y PTA 0.40 


Zdrugićj strony, jeżeli między równaniami (4) wyobraziiny 
sobie parametr x wyrugowanym, mieć będziemy równanie 
z=/f(2, y) 


które zamieni się na tożsamość, gdy napowrót po drugić] 
stronie za x i y podsławimy wartości w funkcyi s, wypły- 
wąjące z równań (1), 
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Różniezkując to równanie przy tém założeniu n razy z rzędu 
co do z, otrzymamy układ n równań następujących ; 


(3a) pr +qy —1=0 
(35) pz" + qy' + ra? + Zsdy + ty” =0,it.d. 


Jeżeli teraz z układu 2n równań (2a), (28),... wyznaczymy 
źmiłości ryz .h ę U 4 gore. a ,i tak otrzymane wartości 
podstawimy w równaniach (3a), (3%),..... , mieć będziemy n 
równań, do których wchodza pochodne cząstkowe zmiennćj z 
co do x i y do n° rzędu włącznie, i które zawierają ilości a, 
PICE Aiii ; on(&). Dołączając do tych równań dwa równa- 
nia (1) i rugując następnie pomiędzy niemi ilości «, g,(«),..., 
onla), otrzymamy rńwnanie rożniczkowe cząstkowe rzędu n°, 
jak być pawinno. 


21. — Dla wyjaśnienia tego postępowania podamy znowu 
kilka przykładów : 


PRZYKŁAD 1. — «Znaleźć równanie powierzchni, utworzo- 
nych ruchem prostćj, która w każdćm swém położeniu prze- 
cina daną prostę i dopełnia nadto dwóch warunków nie- 
oznaczonych. » 


Niech 
© =mz +k, y=nz +l 


będą równania danćj prostćj, tedy równania tworzącćj można 

przywieść do postaci : 

| c—=—mz—k = (3 — a) gf) 

(a) ie 
y—nz — l= (z3 — e) y(a), 


gdzie « jest parametrem, a g i y oznaczają funkcye dowolne pa- 
rametru, zależne od dwóch warunków dodatkowych. 


Równania powyższe wypływają z warunku, pod jakim się 
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dwie proste przecinają. Jeżeli bowiem za równania tworzącćj 
weźmiemy : 


c=mz+k, y=nz+l, 


rzeczony warunek przywiedzie się do postaci 


Równania (a), gdy z nich wyrugowałoby się parametr a, 
dałyby równanie skończone żądanych powierzchni. 


Aby otrzymać tych powierzchni równanie różniczkowe, 
różniczkujemy równania (a) dwa razy co do z; otrzymamy 
wtedy : 


g = olu + m, I =0, y=x(fa) Ha, y =0; 
ztąd wypływa ` 
(y —n) ę(a) — (© — m) x(a) =0; 
nadto mamy 
(y — nz — 4) o(a) — (© — mz — p) y(2) = 0. 
Z tych dwóch równań otrzymamy po wyrugowaniu ę(a) i x(u) 
(b) VE — UY =W, 
gdzie u= z — mz — k, v = y —nz — l, w= m (y — l) —n{(x—k). 


Ponieważ x" =0, y' =0, rugowania więc x i y pomiędzy (b) 
i równaniami (3a), (3%) w ustępie 217% dą nam żądane 
równanie różniczkowe ; 


(c) r(u + wą)? -+ 2s(u + wg) (v — wp) + t (v — wp)? =0. 


W przypadku szczególnym, gdy za prostą kierownicę we- 
źmiemy oś z, będzie k=/=m=n=0; równanie więc (c) za- 
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mieni się na : 
(d) ær + 20y8 + yt = 0. 
PRZYKŁAD 2. — « Znaleźć równanie powierzchni wichrowa- 


tych o płaszczyznie kierującéj, to jest powierzchni utworzonéj 
ruchem prostćj rownoległćj stale do danćj płaszczyzny. » 


Jeżeli ax +-by + cz=0 jest dana płaszczyzna kierująca, 
równania tworzącćj będą kształtu : 


ac + by + cz=a 
(2) 
s =zę(u) + xla), 


gdzie œ jest parametr, agi y oznaczają dwie funkcye tego 
parametru, zależne od dwóch warunków dodatkowych. 

Równania (2a) i (2b) ustępu 248° przywodzą się tu do 
następujących : 
(b) ac + by +c=(), x =g (a) 
(c) EQ 0 

Jeżeli pomiędzy równaniami (a), (6), (c), (3a) i (35) wyrugu- 
jemy x, y, £”, Y’, «w, o(axjix (u), otrzymamy równanie ró- 
żniczkowe żądane : 

r (b + cq}? — 2s(b + cq) (a + cp) + t (a + cp)? =0. 

Jeżelibyśmy dodali warunek, aby tworząca przecinała daną 
prostę, otrzymalibyśmy równanie powierzchni stożkowatych 
(konoidalnych). 


PRZYKŁAD 3. — « Znaleźć równanie powierzchni prostokreśl- 
nych (reglóes), to jest powierzchni utworzonych ruchem pro- 
stéj poddanym trzem warunkom nieoznaczonym. » 


Równania tworzącćj 

© =zę(u) + x(a) 

y =aż +y(u) 
zawierają trzy funkcye dowolne parametru «. 


(a) 
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Równania (2a), (25), (2c) ustępu 2489 są tu: 


(b) w = OA Y =t, 
(c) © „zz 0 , Yil zz | 
(d) z" =0 , y” =0. 


Z równań (a), (b), (c), (d), (3a), (3%), (3c) wypływają po 
wyrugowaniuz, <”, 2”, Y, Y’, Y”, x(x) i V(x) dwa równania: 


rB? + 2sa8 + ła? = 0 


dz dz : 3 J3z 
6307 pa p 3 DE + 0 =0, 
AW wj da0dy Azdy? dy 


Z pierwszego mamy: 


2 
p —stys — ri — uy 


- m 


a "4 


w skutek czego ostatnie zamienia się na : 


037 aigi 


d3z 0 


33 
— N -|- 3 MAN 
d20y 


2 
55 +3 
Jest to najogólniejsze równanie powierzchni, które można 


utworzyć ruchem linii prostćj. 


22. Równania powierzchni powłóczacych. — Jeżeli 
równanie powierzchni zawiera w sobie n +4 parametrów, 
połączonych pomiędzy sobą n równaniami warunkowemi, na- 
tenczas można za pomocą tych równań wyrazić w funkeyi 
jednego parametru wszystkie inne i równanie sprowadzić do 
postaci : 


(1) FIT, Y, 3, w, g(a), e.s pn(u)] =0. 
Jeżeli zaś wtedy wyrugujemy parametr « między równa- 
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niem (1) i równaniem następującćm : 
(2) 2 —=0, 


otrzymamy równanie powłóczącćj wszystkich powierzchni (t), 
które odpowiadają różnym wartościom na «æ. O tak otrzy- 
manych powłóczących mówimy, że należą one do tćj samćj 
rodziny, jak długo funkcya F nie zmienia się, przyczem 
kształt funkcyj p,..... , g, może być jakimkolwiek. 


Linię krzywą, według którćj przecinają się dwie powierz- 
chnie (1) i (2) nazywamy, « charakterystyką», jest ona krzywą 
przecięcia dwóch po sobie następujących powierzchni przed- 
stawionych przez równanie (1). 

Jakoż jeżeli równanie (1) dla krótkości napiszemy 

F [a|=0, | 
będzie równanie powierzchni następującej. 
F [u + da] = 0 
czyli F(a + da] = F [a] = 0, lub 
dF 


== =), 


da 
Jeżeli charakterystykę, którćj rówńaniami są (4) i (2), uwa- 
żać będziemy jako krzywę ruchomą, natenczas tworzenie po- 
włóczących sprowadzi się do zagadnienia w ustępach poprze- 
dzających rozbieranego. 


Ponieważ równanie (1) zawiera w sobie n funkcyj dowol- 
NYED or gaan case , 9na równanie (2) nadto n funkcyj dowol- 
nych 6,941... „gn zawierać musi, podług więc twierdzenia 
dowiedzionego w ustępie 241m powinnoby być równanie 
różniczkowe cząstkowe rodziny powłóczących rzędu 2%, 
Z powodu jednak osobliwego kształtu równania (2) sprowadzi 
się ten rzęd do połowy. 
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Jakoż, uważając parametr « wyrażonym przez Z, y, z za po- 
mocą równania (2) i przy tém zołożeniu różniczkując równa- 
nie (1) cząstkowo co do z i co do y, otrzymamy 

<.0F 0F ;;  0F:/0a. Ju 
a offe jando fde 3) 
ta dM 0F DF NNa du 
e PSE 
lub wskutek (2) : 


iq aa 
siai c 
3). 
©) 0-0 JP 
— dytidam 


Z temi dwoma równaniami postąapmy tak samo, jakeśmy 
postąpili z rownaniami (1) w ustępie 24y™, to jest różnicz- 
kujmy je n—d razy z rzędu, uważając z i y jako funkcye 
ilości z, uwzględniając wszakże przy tém równanie (2). Tym 
sposobem otrzymamy układ 2 (n— 1), równań : 


| KPPD 
o dg’ t imy Y DETT 
A; XVF a Pia „SF AE rat ts) 
"Poz dyz TA dz Y 


(4a) 
O E a 


dady” dy! * y 


| O odj oślk aa s ABA uż 1 REG a, 
|+e(oz” + pzy +$z | * ry PAR ia) 


Dołączając do tych równań (3a), (3%),....., w ustępie 
217m, t. j. równania 
(5a) pa ++ qy —4 =0 
(5b) pa! + qy' rrt E dsry + tyt 0, i tod. 


i następnie pomiędzy 3n równaniami (1), (3), (4a), ... (5a), 
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(8b),... rugując 3n— 1 ilości z,..., zw dy,..., yw TY, «, 
ola), ..., on(a), otrzymamy widocznie równanie różniczkowe 
cząstkowe rzędu n’. 
23. — Weźmy pod uwagę przypadek szczególny, gdy n=2. 
W tym przypadku mamy wyrugować parametr « i dwie 
funkcye dowolne o(«), x(x) pomiędzy równaniami : 


(1a) F[z, y, 3, a, g(a), x(a) =0 
EN i E 
r TA 
(3a) 3 
PN: Æ 


tudzież równaniem, które wypływa z równań (4a) i (5a), gdy 
pomiędzy niemi wyrugujemy z, y; t.j. 
DF W KE XF dF NY 
Po gas Pył m day | 1 dydz | 03 
XF VF dF VEF dF dF 
byiasieagą RL 0 BR ża 
> dmdy * Pdyda 0a dy | P0ydz |. 02 
VF YF VF dF 
dadz Poda” dydz 1 de 


—1, 


Gdy do składników pierwszego i drugiego wiersza dodamy 
odpowiednie składniki wiersza trzeciego pomnożone odpo- 
wiednio przez piq, zamieni się ostatnie równanie na nastę- 
pujące : 


(6) S? — RT = 0, 
gdzie 
= bA 2 $ = 4 i 


we: 
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PRZYKŁAD 1. — « Znaleźć równanie różniczkowe powierzchni 
rozwijalnych, t. j. powłóczących płaszczyzny, którćj równa- 
nie 


(a) , perty aE z (a)=0 
zawiera dwie funkcye dowolne parametru g”. 
Tutaj R =r; S=s, l= t, a zatćóm równaniem żądaném 
jest: 
(b) #— ri =0. 


Tutaj obeszło się bez rugowania, gdyż parametr i funkcye 
dowolne w równaniu (6) wcale nie były zawarte. Równanie (b) 
wyraża tę własność powierzchni rozwijalnych, że promień 
krzywości jednego z przecięć głównych jest nieskończenie 
wielkim. 


PRZYKŁAD 2. — « Znaleźć równanie różniczkowe powierzchni 
rurowych, to jest powłóczących kuli o stałym promieniu, któ- 
rój środek (u, ß, y) porusza się po krzywéj jakiejkolwiek 

a= (r), pzez Y)» 

iiównanie kuli ruchomej jest : 

(a) [2— 679 x000 + E — r sz0 
Równania (3a) zamieniają się na następujące : 
(s= wyt E= p =0 

(b) 
ly— xi) + EMU 
Nareszcie, ponieważ 

R=l1 +p +r =) 

S =pq + s(3 --+) 


T=l+q* + CE — 7), 
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przywiedzie się równanie (6), po podstawieniu wartości 
—d 
odka = | RETEEA 1 FEOEGSAC! ) 
VI + pg 


wypływającćj z (a) i (5), do następującego : 


Èl — rt) + a[ (A + pjt — 2ps + (+ or] VE + P+ ge 

m G dt Hirt RFA 

i to jest równanie żądane. Wyraża one, że jeden z promieni 

głównych krzywości jest równym a, t.j. równym promieniowi 
kuli. 

24. Rugowanie stałych dowolnych. — Zajmiemy się 


jeszcze przypadkiem, gdy dane równanie pierwotne zawiera 
ilości stałe dowolne zamiast funkcyj dowolnych. 


Niech dane będzie równanie pierwotne 
(1) z = f (2, Y, «, B) 
ztrzema zmiennemi z, y, z, dwie stałe dowolne « i B zawie- 
rające. 


Jeżeli między temi stałemi nie zachodzi żaden związek, na- 
tenczas to równanie przedstawia podwójnie nieskończony 
układ powierzchni ; każda szczególna powierzchnia tego układu 
odpowiada innćj parze wartości na « i 8. 


Aby wyrugować stałe dowolne » i B, różniczkujmy równa- 
nie (4) cząstkowo co do z i co do y, tym sposobem otrzymamy 
dwa równania : 


As 
(2) pz dj HA 
a gdy pomiędzy równaniami (4) i (2) wyrugujemy « i ß, mieć 


będziemy równanie różniczkowe cząstkowe rzędu í° 


(3) ę(t, Y, S P, 9) =0, 
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przedstawłające nadmieniony układ powierzchni, czyli ściślćj, 
wyrażające pewną własność geometryczną tych powierzchni. 


Zachodzi tu jednak pewna różnica między rugowaniem sta- 
łych dowolnych a rugowaniem funkcyj dowolnych. 


Podczas gdy równania różniczkowe, wypływające z rugowa- 
nia funkcyj dowolnych są téj samćj ogólności, jak same równa- 
nia pierwotne, to w uważanym tu przypadku taka równorzę- 
dność wcale nie zachodzi. 


Następujaca uwaga dowodzi większćj ogólności równania 
różniczkowego (3), aniżeli ją posiada równanie pierwotne (1). 
Weźmy bowiem równań pochodnych (2) pochodne cząstkowe 
co do x i co do y, otrzymamy wtedy trzy nowe równania : 


wady I A Aa SEE 


? s ; = 
(4) da” dzdy dy?” 


a jeżeli teraz pomiędzy sześcioma równaniami (1), (2) i (4) 
wyrugujemy dwie stałe dowolne « i 5 mieć będziemy cztery 
równania różniczkowe cząstkowe : jedno rzędu 4° a trzy 
rzędu 2°, wszystkim zaś czyni zadość funkcya z, określona 
równaniem pierwotnóm (1). 

Jeżeli zaś równanie różniczkowe rzędu 4° (3) zróżniczku- 
jemy cząstkowo co do z i co do y, otrzymamy tylko dwa 
równania różniczkowe cząstkowe rzędu 2° 


AŚ: ara OE Oso 
dg ' 0 d 39 

6) EI ) 
og UD CY co 
ab LE 9 = 18 JE Lf = () 
dy * E „0. 10 


którym ma uczynić zadość funkcya z, określona równaniem 
różniczkowóm (3). 


A zatóm funkcya z określona równaniem pierwoinóm (4) 
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musi dopełnić większćj liczby warunków, aniżeli funkcya z 
określona równaniem różniczkowóm (3), dlatego tóż pierwsza 
jest mnićj ogólną, jak druga. 


Nie trudno zresztą okazać, że w równaniu różniczkowóm (3) 
więcćj się mieści form geometrycznych, aniżeli w równaniu 
pierwotnóm (1). Tak np. równanie (3) jest też równaniem 
różniczkowóm rodziny powłóczących 


(6) s=flx, y, u, (a)l, SE 0. 


Na wyrugowanie bowiem parametru « i funkcyi dowol- 
nćj gfx) mamy według ustępu 2380 trzy równania : 


a d PTY 
(7) poż; 1=%, pr + qy — 1 =0, 


z których ostatnie w skutek dwóch pierwszych zamienia się 
na å 


dy 
a przeto jest następstwem poprzedzających. Jeżeli więc wyru- 
gujemy «i o(a) pomiędzy równaniem pierwszćm (6) i dwoma 
pierwszemi (7), otrzymamy widocznie równanie (3) ; albowiem 
te równania pomiędzy któremi rugujemy nie różnią się formą 
od równań (1) i (2). 


Of titas du 
PŚ atp j 


Tak samo obejmuje równanie różniczkowe (3) powierzchnię 
określoną trzema równaniami : 


(8) z=f(u, y, u B), Da IB 
Dwa ostatnie równania określają « i jako pewne funkcye 


zmiennych æ iy; różniczkując więc pierwsze co do z i co 
do y przy tém założeniu, mieć będziemy znowu równania (2), 
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to jest: 
YJ 1 
) zz PAPAS 
p= ponta 


tak iż rugowanie a i p doprowadzi do tego samego równania 
różniczkowego (3). 


Związek pomiędzy temi różnemi formami wykaże się ściśle 
w rozdziale poświęconym szczegółowemu badaniu równań 
różniczkowych cząstkowych. 


25. Jeżeli równanie pierwotne z trzema zmiennemi zawiera 
w sobie więcćj aniżeli dwie stałe dowolne, natenczas rugowa- 
nie tychże stałych nie prowadzi zawsze do jednego tylko 
równania różniczkowego pewoego rzędu. Tak np. jeżeliby 
zawierało one trzy stałe dowolne, chcąc wtedy te stałe wyru- 
gować, musielibyśmy je dwa razy różniczkować co do z i co 
do y; to dałoby nam razem sześć równań, a po wyrugowaniu 
trzech stałych dowolnych mielibyśmy trzy równania różnicz- 
kowe cząstkowe rzędu 2°, którymby czyniła zadość jedna i ta 
sama funkeya z, określona danćm równaniem pierwotnóm. 
Podobnie, równanie pierwotne z trzema zmiennemi a czte- 
rema stałemi dowolnemi dałoby, po wyrugowaniu tych sta- 
łych, dwa równania różniczkowe cząstkowe rzędu 2°, a do- 
piero równanie z pięcioma stałemi dowolnemi prowadziłoby 
do jednego tylko równania różniczkowego rzędu 2. 


W ogólności, ażeby zapomocą rugowania stałych dowol- 
"nych, w równaniu pierwotnóm z trzema zmiennemi, zawar- 
tych, otrzymać jedno tylko. równanie różniczkowe cząstkowe 
rzędu n°, liczba tych stałych powinna być, mówiąc ogólnie, 
n(n +1) O 

2 


równą 1; albowiem, jeżeli dla ich wyrugowania 


pójdziemy aż do pochodnych cząstkowych rzędu n°, mieć bę- 
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dziemy tD równań, t. j. o jedno równanie więcéj niż 


jest ilości mających być wyrugowanemi. 


Cośmy w tym rozdziale powiedzieli o rugowaniu funkcyj 
lub stałych dowolnych z równań pierwotnych trzy zmienne 
zawierających, daje się rozciągnąć na równania pierwotne 
z ilukolwiek zmiennemi. Ograniczyliśmy się uwagą tylko naj- 
prostszego przypadku, gdyż już ten przypadek wystarcza do 
wyrozumienia dokładnego istoty równań różniczkowych czą- 
stkowych. 


Wiedząc już, co należy rozumieć przez równanie różnicz- 
kowe, jakie są rodzaje równań różniczkowych i jakie są ich 
źródła główniejsze, przystąpimy teraz do wyłożenia sposobów 
na wynalezienie tych funkcyj, jakie równania różniczkowe 
okróślają, a mianowicie : zajmiemy się w czternastu początko- 
wych rozdziałach równaniami różniczkowemi zwyczajnemi, a 
następne poświęcimy równaniom różniczkowym cząstkowym. 
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4 dp. Mi pto dalobp' natn: aś prak ) 
KG h kasy ajj a" uay 


Ę „Bodobaie, wównanie: piorwoknę 2 trzema zanienoeóni reata 
l | s A 
E 


e pira pay | aeg ryż zj A» | 
0004, dych, otrzyniać feino tylka węże św  cząstk 2 


a n liczba tgah, gtałycj powinn Aer: e 


CZEŚC II 


RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE 


AL D2ASD 


WAGAKOYWY AWOANOMAŃÓA KIAKYWÓW $ 
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ROZDZIAŁ IV- 


O ROZWIĄZANIACH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
ZWYCZAJNYCH. 


26. Dowód p. Laurent istnienia rozwiązań ró- 
wnań różniczkowych zwyczajnych rzędu i stopnia 
150, — Każde równanie różniczkowe zwyczajne i każdy układ 
równań różniczkowych zwyczajnych określa zmienne zależne 
w tych równaniach zawarte jako pewne funkcye zmiennćj nie- 
zależnój. Dowiedziemy teraz ściśle istnienia tych funkcyj, t. j. 
okażemy, że istnieją funkcye zmiennćj niezależnćj, które 
podstawione w danych równaniach różniczkowych za zmienne 
zależne, zamieniają też równania na tożsamości. 


Pierwszy dowód ścisły tego twierdzenia podał Gauchy. Do- 
wód ten, polegający na podstawieniu równań różnicowych za 
równania różniczkowe, umieścił ksiądz Moigno w swóm zna- 
komitóm dziele : Leçons sur le calcul différentiel et le calcul in- 
tćgral, vol. II, leçons 26, 33. Ten sam dowód, o ile odnosi się 
on do jednego równania różniczkowego rzędu 19, wyłożył 
Coriolis z dodaniem cennych uwag w dzienniku Liouville'a, 
serya Isa, tom II, str. 229-244. Późnićj podał Cauchy je- 
szcze inny dowód, opierający się na rozwijaniu funkcyj na 
szeregi potęgowe podług wzoru Mac-Laurina, który pp. 
Briot i Bouquet w sposób symetryczniejszy i ściślejszy wyło- 
żyli w swóm cenném dziele Théorie des fonctions elliptiques, 
2de édit., p. 325-340. W czasach najnowszych dostarczyli do- 
wodów nowych p. Lipschitz w Annali de mathematica da Brio- 
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schi et Cremona, serya 28%, tom II, tudzież p. Laurent w od- 
dzielnej broszurze : Théorie des équations différentielles ordi- 
„natres, simultanées. (Paryż, 4873.) 


Ostatni z tych dowodów umieszczamy w tym rozdziale jako 
najprostszy, w rozdziale zaś traktującym o całkowaniu ró- 
wnań różniczkowych za pomocą szeregów nieskończonych po- 
damy także dowód pp. Briot'a i Bouquet'a, dający się roz- 
ciągnąć na równania różniczkowe cząstkowe, jak to niedawno 
okazał p. Darboux w Comptes rendu ze stycznia 1875 r. 

Ponieważ każde równanie różniczkowe zwyczajne, tudzież 
każdy układ takich równań daje się sprowadzić do układu 
równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 18%, przypuścimy 
więc, że dane równania są wszystkie rzędu 18% a nadto 
ograniczymy się uwagą tylko takich układów, w których li- 
czba równań różniczkowych jest równą liczbie zmiennych za- 
leżnych. 

Twierdzenie, którego mamy dowieść, opiewa jak następuje : 

« Niech 


nae EO Bo u są, Żal 


dz (Ty ly Lose y Ln) 


pa = vnl; Lis La e.. £,) 


będą n danemi równaniami różniczkowemi rzędu 4° pomiędzy 
n +4 zmiennemi 4,4, Lagia 5 Eny Z których pierwsza jest 
niezależną. Te równania dają się zawsze rozwiązać przez n 
funkcyj £i, £,..., £n zmiennej z, które to funkcye sprowa- 
dzają się przy wartości szeżególnej <° na zmiennę æ odpo- 
wiednio do wartości «'%, « s,..., a”, mogących być dowolnie 
obranemi, byle tylko przy tych wartościach funkeye o}, gs. « :, 
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Ə», tudzież tych funkcyj pochodne nie stawały się nieskończo- 
nemi i nie zrywały ciągłości. » 

Aby dowieść tego twierdzenia, załóżmy, że funkcye o,, 9,,..., 
. On Są funkcyami doskonałemi, t.j. jednowartościowemi, skoń- 
czonemi j ciągłemi, gdy x zmienia się w obrębie od <° do 
A zp 0, L, Od z”, dÓ 2”, =4,, 2, Od £', do 1',E a,,..., Tn, Od 2%, 
do 2%, Ea,. Niech X będzie wartością szczególną na z, 
wziętą z obrębu ciągnącego się od ° do «* +a. Podzielmy 
obręb X —x* na m części równych k i połóżmy dla k=t, 


ZIEM E 


6h A ; 
Tk — cy) == lT, b, T 29: rey L „Jed 
J pó . 
8 2h $ (4 
I kk pęT= || qa(0y Yyy, -s LA JAL 
(2) 0h 
X 
Xi— e," 7) = orla tI), 
a --(nm—1)h 
| Gd) de. 


Oznaczmy przez M,, M,,. . .,M, największe z pomiędzy licze- 
bnych wartości, jakie funkcye g4, 9,,...,pn przyjmują przy 
wartościach na zmienne Z, 44, £,,...,£,, przy których te 
funkcye nie przestają być doskonałemi, będzie wtedy podług 
pierwszego z równań (2) co do wartości bezwzględnćj : 


Ży 4d FAM, glzIE REY, '2,...m; 
agdy h przyjmiemy tak małóm, ażeby wartości zy) +4AM, nie 
wychodziły z odpowiednich obrębów «%,-ka,, wtedy war- 


tości zy będą jeszcze takiemi, przy których funkcye ox nie 
przestają być doskonałemi. 


Podobnie z drugiego z pomiędzy równań (2) wypływa 


a'k KL RAM; 
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a przeto, w skutek nierówności poprzedzającćj : 
Tk i DR mia 2AM; 


A jeżeli znowu przyjmiemy A tak małém,¿aby wartości <} +-24M; 
były zawarte między 2/—a, i ZR +ax,, natenczas przy 
wartościach c,=x, funkcye o; nie przesianą być doskona- 
łemi; itd. Wziawszy więc obręb X — <° =mh dostatecznie 
małym, w każdym razie nie większym od najmniejszćj z po- 
LE a 
M, "NZD WY 
wartościami na £, przy których funkcye o, nie przestaną 
być doskonałemi. 


między ilości wyrażenia X, będą jeszcze 


To przypuściwszy, dodajmy do siebie równania (2) stronami 
odpowiedniemi; otrzymamy wtedy : 


X 
(3) xin | pz(t, LT, sk ... Św) dA, ksz, 2, „+... 
x? 


gdzie 6,,6,,...,5n są funkcye ilości x przerwane, t.j. takie 
ilości, które są odpowiednio równe ilościom £}, t4,...,2,? 
od z=a do r= 2 + h, ilościom 7 P ET T Od EO a A E 
do s==2) + 2h,.... ilofgiomnioś" "1, e E aT „od 
c= + (m —1)h do =X. 


27. — Nim postąpimy dalćj, obliczmy różnicę między X; 
i całką 


X 
> 0 alr „0 h 
A= e Li BAT, ty 033. 19a TAN. 
„0 
£ 


Oznaczmy przez Gy. Qsg:->9:,n pochodne cząstkowe fun- 
kcyi ox, wzięte odpowiednio do Lis Lassen, A przez 8 
dodatny ułamek właściwy, będzie wtedy : 


x 
Xr — Ax =f. Lpi(£, 6, 2-51) — palz, L da ide 
a 
r 


= | (Ema prale, 2 OE E) da EOE)... 
e T 


ENE (En— tr’) Ik,n (©, Ty =+- 6 (<a T 247); Es En. 58 (51— «”„)]; dz. 
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A że największa wartość którójkolwiek z różnie E,—-2,? jest 
kształtu : 


e--ih À 
Eka straj Yh (r; Ei; EEA 
£ 


„0 
przeto w każdym razie 
= cp <(X— 2) Mr; 


oznaczając więc przez Mz s, Mę,s,...,M,,» największe wartości 
liczebne, jakie pochodne gz, ©k,9;::-,9x:n przyjmują w obrę- 
bie doskonałości tych funkcyj, będziemy mieli według po- 
wyższego wzoru 


(4) X, — Ar < (X— 2PM, 
gdzie M =M, Mr + M, Mra +... + M, Min 


Podzielmy teraz obręb X — 4° na m° części równych, dzie- 
lac na m części równych %4 każdy z przedziałów h. Jeżeli 
oznaczymy przez X, to, na co się teraz zamieni X, różnica 
X; — X, będzie widocznie summa m wyrazów kształtu : 


a (i-H1)h cia ATM 
wię [gi (T 5,0), E,(9,...,570))— Gł (L, GU, LAW stn jdt, 
a?-ih 


gdzie 60, %0. 5,() są funkcye zmiennéj x przerwane i ma- 
jące wartości zawarte odpowiednio między zÓ,, z,6*0; ,®, 
LETO; ...;e,0), Lat lecz w każdym z przedziałów k' nie 
zmieniające się. Te wyrazy są według (4) mniejsze od 


Na ARA ZY? pat ratie ie d zd 
KM =(- a M, a przeto różnica X, — X; jest mniejszą od 


téj wartości m razy wziętćj, t.j. 
X'y — Xuk (X = 2) =. 


Oznaczmy przez X, X”, X,() wartości, które przyjmie Xe, 
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jeżeli obręb X-—2* podzielimy foo na m”, m*,. 
m+! części, a otrzymamy tak samo : 


M 


m? 


X ;— >o sz (X —R z 


M 


m? 


X” — X’, < (X -—a')} 


X, — X071) *al (X —a) kos 


Jeżeli więc przez 4,, 9,, 0,,...,6, rozumieć będziemy ilości nie- 
wiadome lecz mające oznaczoną wartość, zawartą między — 4 
i +1, będzie wtedy w skutek powyższych nierówności : 


X; —A;=6, (X — 20)? M 


, M 
X'i — X, =9, (X — 0) a 


+ 


n 7I M 
X= X= A 


X — O E M, 


zkąd wypływa : 


í 0 0 i 
X, — A= (X — LVP M| 9 + L + HM 
k :=( ) (2. Tia =) 


Druga strona napisanego dopiero wzoru jest szeregiem 
zbieżnym, którego suma dla ¿=œ posiada wartość ozna- 
czoną, a zatém także strona pierwsza mieć będzie dla ¿č = œ 
wartość skończoną i oznaczoną, t. j. ilość X,® dążyć będzie do 
granicy skończonćj i oznaczonćj, różniącćj się od Axo ilość 
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pri py: 0:8 i TARAN s s wM 
mniejszą niż (X —<x°)’M, od X'p o ilość mniejszą niż (X — x°} — 
m 


i t. d. To dowodzi, że gdy liczba m podziałów obrębu X — 2. 
rośnie nieograniczenie w postępie geometrycznym, ilość X; 
dąży do granicy skończonćj i oznaczonćj. 


28. — Weźmy teraz napowrót pod uwagę wzór, 


x 
(3) Re Myte fa PR(T, Eh Ea, 10 indt. 
Jg 


Funkcye 4, Éa, .. , én Są funkcyami ilości r przerwanemi, ma- 
jacemi w każdym z przedziałów % wartości niezmienne, mia- 
nowicie wartości 2,0), 2,0, .. , t6) od z=2x + th do z=z, 
-+ (i + 1)h. Geometrycznie rzecz uważając, t.j. biorąc x za od- 
ciętę, a ©, za rzędnę, funkcya 6, przedstawia w przedziale od 
t = + ih do c= x + (1-+-1)h prostę równoległa do osi 
odciętych, wyprowadzoną z końca rzędnój z,” do przecięcia 
się z rzędną następującą 2,670, 


Atoli jeżeli przyjmiemy, że liczba m podziałów obrębu X— 2” 
rośnie nieograniczenie w postępie geometrycznym, można te 
funkcye zastąpić funkcyami ciągłemi, przyjmującemi te same 
wartości przy £= 4%, 2 +h,.. , a +(m—1)A, t. j. można 
funkcye 56, przedstawić prostemi łączącemi końce rzędnych 
po sobie następujacych i możemy w takim razie położyć 
bg, =X, dla z=X, albowiem błąd, jaki wtedy popełnimy, dą- 
żyć będzie do granicy 0. A że wzór (3) utrzyma się, kładąc 
w nim za X; którąkolwiek z wartości z, 1”, L" ky.. będzie 
więc 


ag? + th 
(4) POS WER J pla Gy ty «1, Enda, 
UĄ 


gdzie; przyjmuje wartości cy, «z, X, ... przy wartościach 
T=, + h, 2 + 2h, | 
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Ostatecznie więc, gdy 4 dąży do zera w postępie geometrycz- 
nym, ilościę,, & .. „ć, stają się fankcyami ciągłemi zmien- 
néj z, przywodzącemi się odpowiednio do 2”, «',, 4%, przy 
wartości zzz27i czyniącemi zadość równaniom : 


| L1 == 4 -~ f; q,(z, Lj, 4 T . EVAT, 


T 
T,=, + f PIL Ty, Laha Ene, 
/ 0 
u 


aL 
Ei + J dal 0 AE LAC, 
| Jo 
czyli, co na jedno wychodzi, równaniom różniczkowym (1), 
które z tych ostatnich otrzymują się przez różniczkowanie. 
Możemy więc uważać, jako ściśle dowiedzionćm istnienie n 
funkcyj zmiennćj z, które, podstawione w równaniach (1) za 
zmienne zależne £i; £ą ,.. , Zn, zamienią te równania na toż- 
samości. Te funkcye przyjmują nadto przy wartości szczegól- 
nój ©==4 wartości początkowe zy), £ą* s .., 1%, mogące być 
dowolnie obranemi z pośród wartości, przy których funkcye 
Wy, 92; 2. , Dz, tudzież tych funkcyj pochodne nie przestają być 
funkcyami doskonałemi. Twierdzenie więc wypowiedziane 
w ustępie 267% jest dowiedzionóćm. 


29. Rozwiązania zupełne układu równań różnicz- 
kowych zwyczajnych iich własności. — Z tego twier- 
dzenia wypływa, że układ n równań różniczkowych rzędu 14° 
pomiędzy n + 1 zmiennemi, będzie w zupełności rozwiązany, 
jak tylko znajdziemy układ n równań pierwotnych, wyrażają- 
cych n zmiennych jako funkeye pozostałćj zmiennćj niezale- 
żnéj z n stałemi dowolnemi, które najprzód czynią zadość da- 
nym równaniom różniczkowym, i w których powtóre stałe 
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dowolne tak się daja wyznaczyć, aby te funkcye przy wartości 
szczególnćj na zmiennę niezależną, przyjąć mogły wartości 
upodobane pomiędzy sobą niezależne. 


Równania pierwotne tym dwóm warunkom zadość czyniące 
nazwiemy « równaniami całkowemi », a ich układ, « ukła- 
dem zupełnym równań całkowych », albo tóż «układem roz- 
wiązań zupełnych » danego układu równań różniczkowych. 


D 


Niech 
LP Lis Loy Siers Ens Cis lą 9:*> AAA 


BIL. Du, Sa otoki, BSO 


(6) 


F,(z, Li; La; ..3 Ln Cis l .., GRE 


będzie układem zupełnym równań całkowych, należącym do 
układu równań różniczkowych (1), tedy według określenia te 
równania powinny się dać rozwiązać względem zmiennych 
zależnych £i, Za ,.. Lm jako téż względem stałych dowol- 
nych cj, C2, .: , Cn, Czyli sprowadzić do kształtu : 


Tis =f(t; ly l WLA Cz) 
t, = f2, Cis 02, +12, Cn), 


(7) 


© 0..:6:€ o twe ME © > 6 4 KRA 


Th = fals, Cis Czy sera Cn), 


jako tóż do kształtu : 
a SBW (Ostia, 424)5 
t= day esey Tn): 


(8) 


.......... 4 0. 2 0 e A 2 


PASE DY By 03 0-304): 
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Równania (6) powinny się dać sprowadzić do kształtu (7) 
dlatego, że one określają n zmiennych jako funkcye jednćj 
zmiennćj, a do kształtu (8) dlatego, że stałe dowolne cy, Cz,..., Cn 
powinny się dać wyznaczyć przez wartości początkowe 2*;, 
... , En? zmiennych 44, ..., Zn, odpowiadające jakiejkolwiek 
wartości szczególnćj z” na zmiennę niezależną z. 


Według znanego więc twierdzenia o wyznaezniku funkcyj- 
nym (Trzaska-Kretkowski o wyznacznikach, przypisek do Za- 
sad rachunku różniczkowego i całkowego p. Folkierskiego, tom I, 
str. 1059 i następne) wyznaczniki funkcyjne : 


A(F;, P; 480804 Fa) A(Fy, | Ek) F,) 
DBM, 1.000) Om: 1: : Ca) 


nie powinny być tożsamościowo równemi zeru. 


(Układ równań całkowych kształtu (7) nazwiemy « ukła- 
dem rozwiązań zupełnych » w znaczeniu ściślejszóm; a gdy 
układ równań całkowych sprowadzimy do kształtu (8), naten- 
czas strony drugie tych równań nazwiemy « całkami » układu 
równań różniczkowych. 


Według tego określenia, są całkami układu (1) n równań 
różniczkowych rzędu 4° z n+4 zmiennemi takie funkcye 
zmiennych £, 2,, ... s Zn, które w skutek tych równań ró- 
wnają się ilościem stałym, czyli zachowują wartość niezmienną, 
przy jednoczesnćj zmianie wszystkich zmiennych. W szczegól- 
ności, jeżeli strony pierwsze równań (8) są wartościami po- 
czątkowemi zmiennych zależnych, wtedy strony ich drugie 
nazwiemy «całkami głównemi ». Jakikolwiek układ całek 
można zamienić na układ całek głównych sposobem nasiępu- 
jącym. Oznaczmy przez 2,,%0,..., 2,” wartości, jakie zmienne 
zależne £,, Ly . «£n przyjmują przy jakićjkolwiek wartości po- 
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czątkowćj x = x°; będzie wtedy według (8) : 
C, = p; (2, LP, e3 Lr’), 


Cn = Vn (to, PAC e.. La?) 

lub, rozwiązawszy napisane równania względem 2,,..., £n; 
L? = X (W, Ci. -3 Cn) 
a PALE. AR n 


Podstawiając w ostatnich równaniach za c,,...,c,, wartości 
(8), otrzymamy układ całek głównych. Ilość z” jest liczbą 


U 


szczególną, od którćj zależy jedynie kształt całek głównych. 


30. Całki układu równań różniczkowych zwyczajnych posia- 
dają własności godne uwagi. 


Różniczkujmy bowiem którekolwiek z n równań całko- 
wych (8), co do zmiennćj z, uważając 2,,... , Zn, jako funk- 
cye tćj zmiennćj równaniom (1) zadość czyniące, a otrzy- 
mamy : 

dY; dv; dzi dy; d£n 12 0 
dz D AE Sk ASY Piz 


gdzie č onida jednę z wartości 4, 2, ...,n, lub w skutek 
równań (1): 


(9) 


Napisane równanie powinno być tożsamością; albowiem 
w razie przeciwnym, ustanawiałoby ono pewien związek po- 
między zmiennemi z, 4, ... , Zn i wtedy nie moglibyśmy dać 
dowolnych wartości początkowych na 44, ... , %,, przy war- 
tości szczególnój c ==". 
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A zatóm, « każda całka układu równań (1) czyni zadość ró- 
wnaniu różniczkowemu cząstkowemu kształtu (9) ». 


« Nawzajem, funkcya * zmiennych z, £, ... , Zn, nie zawie- 


rajaca w sobie stałćj dowolnćj, a czyniąca tożsamościowo za- 
dosć równaniu : 


9, 0% A 
(10) da Idz ia A 


będzie całką równań (4).» 
Jakoż mamy 
w. òp dr w dr 
dyo del E rata a gka r ; 
? F (z dz, dr ži x, dr 
a zatóćm, jeżeli £... , Zn są takiemi funkcyami zmiennćj z, 
że ; 
dz, 
ds RO 
będzie natenczas 
zę), za © d dy dy 
dy = du (Ae R mr tagt) , 
czyli 
dy=0, zkąd  v=c. 


Funkcya więc 4 jest rzeczywiście całką równań (1). Ztąd 
wypływa, że jeżeli znajdziemy n funkcyj, które podstawione 
za w zamieniają równanie (10) na tożsamość, to te funkcye 
będą całkami układu n równań (1). 


Nietrudno także okazać, że układ n równań (4) dopuszcza 
tylko n pomiędzy sobą niezależnych całek. 


Jakoż, dajmy, że układ równań (1) dopuszcza prócz n całek 
(8) jeszcze całkę 4 od tamtych odmienną. Ponieważ każda 
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całka czyni tożsamościowo zadość równaniu różniczkowemu 
cząstkowemu (9), mamy przeto n +1 tożsamości kształtu 
(9); a jeżeli pomiędzy temi równaniami tożsamościowemi 
wyrugujemy 9,...,pn wypadnie tożsamość 


NASADA 


NE Arak 
CENTRE 


zkąd wypływa, że całka 4 nie jest niezależną od całek Wsad n) 
lecz musi być pewną ich funkcyą. A zatem, «układ n równań 
różniczkowych (1) posiada tylko n pomiędzy sobą niezależnych 
całek (8), a każda inna całka jest pewną funkcyą tamtych ». . 


Że jakakolwiek funkcya całek układu (1) jest także całką 
tegoż układu, można okazać, jak następuje : 


Niech będzie 
« ACZ Va EF Yn), 
funkcyą n całek (8) układu (1). Różniczkując tę funkcyę cząst- 


kowo co do każdćj zmiennćj, mamy : 


oai OL 2 S dYa AB DPn. 


— 


06 .0W, ów ' óW, OG. Oda OC 
TR E A N ET 
dzy d, DEAN NA AE, dpn AL, 
JARO Digs dda ANNO 
Tp dh, AN AA RW Ln d: n ELn 


a gdy te równania pomnożymy odpowiednio przez 1, ©4--:,7n 
i do siebie dodamy stronami odpowiedniemi, natenczas strona 
druga przywiedzie się do zera w skutek (9), i otrzymamy: 


zkąd wypływa, że f= ¢ jest całką równań założonych. 
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31. Rozwiązania zupełne można sprowadzić jeszcze do in- 
nego kształtu uwagi godnego. 


Jakoż, biorąc pod uwagę układ równań całkowych (8), wy- 
znaczmy z pierwszego x, przez pozostałe zmienne tudzież 
przez c, i wartość otrzymaną podstawmy we wszystkich 
następnych; wyznaczmy następnie z drugiego równania, zawie- 
rającego już tylko zmienne z, 2,...,Xn_, tudzież © i cz, 
zmiennę Zn; przez pozostałe zmienne i przez (4 i Cz A war- 
tość otrzymaną podstawmy we wszystkich następnych, i. t. d. 
Tym sposobem postępując, sprowadzimy układ równań cał- 
kowych (8) do kształtu : 


PEC dał dia PAA A er 


(T, CZĘ Las .. pln Cis Ca) ==") 


(11) 


| w,(£, Tis ĉi; lą; A sc ACH SĄ. =). 


Pierwsze z tych równań, zawierające jedną stałę dowolną a 
wszystkie zmienne, nazwiemy całką pierwszą układu równań 
różniczkowych (1); drugie z tych równań, zawierające tylko n 
zmiennych i dwie stałe dowolne, nazwiemy całką drugą, i.t.d. 
ostatnie nareszcie równanie, zawierające dwie zmienne i n 
stałych dowolnych, nazwiemy całką nt? układu (4). 


Nietrudno okazać, że układ równań (1) będzie w zupełności 
rozwiązany, jak tylko znajdziemy n jego całek pierwszych, 
lub n—ł całek drugich, lub też n—2 całek trzecich ,... 
lub nareszcie jedną całkę nie, 


Pierwsza część tego twierdzenia jest oczywistą, gdyż roz- 
wiązania zupełne dają się zawsze sprowadzić do kształtu (8), 
które to równania są całkami pierwszemi, Dowiedźmy tylko 
ostatnićj części tego twierdzenia. 
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Niech 
EE AT ATE T A E 
będzie daną całką n'è układu (4). Różniczkujmy to równanie 
względem x uważając z, za funkcyę z, i w wypadku otrzyma- 
Hisa s "W hi Pad dci EPA 
nym z różnieczkowania podstawmy za eż wartość z pierwszego 
równania (1), otrzymamy wtedy drugie równanie 
EERDE SAL na ©1130] SU 
Różniczkujmy powtórnie względem œ dopiero otrzymane 


, "TR da da 
równanie i za -Et R 


dE dude 
mieć będziemy trzecie równanie 


podstawmy wartości z (1), 


F, (2, Sy. $ +zdny ĉis: . UŁ) ZEK, 


Tym sposobem postępując, otrzymamy po uskutecznieniu n—4 
różniczkowań n—1 nowych równań, które w połączeniu 
z daném równaniem całkowóm dadzą rozwiązania zupełne 
układu (4). 


Tak samo można okazać, że znajomość n— í= 1 całek 
tych wystarczy do otrzymania rozwiązań zupełnych; potrzeba 
tylko, aby te całki zawierały wszystkie stałe dowolne. 


32. Rozwiązania zupełne równań różniczkowych 
rzędu 1a stopni wyższych. — Dotychczas zajmowa- 
liśmy się układem równań różniczkowych, rozwiązanym wzglę- 
dem pochodnych. Dajmy teraz, że równania różniczkowe są 
dane pod postacią ogólną. 


dzy” dz di, | 
(12) D (2 Li Bor o En T? Joy E 


$ 4 


gdzie th =E 2, .. :;Ra 
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day dr, 
30 Ara, 
dEn 


a otrzymamy równania kształtu (1) z ta tylko a że 


funkcye, którym będą wtedy równemi te pochodne, nie będą 
[unkcyami jednowartościowemi. Wszelako, jeżeli weźmiemy 
? dai auido da 

vod uwagę każdy układ wartościna —!, —*,..., —* 
l sę A dz. d inat 
dzielnie, i damy sobie dowolnie wartości na 2,...,t„ przy 
4==ux', znajdziemy rozwiązanie zupełne, odpowiadające obra- 
nemu układowi wartości na pochodne RZA S ei Tym 
sposobem znajdziemy tyle rozwiązań zupełnych układu ró- 
d: RA 


wnań TORACJKOWYCA (12), ile układów wartości na E "SZ 


Rozwiązując te równania względem pochodnych © 


od- 


dają te równanią, 


Nie trudno okazać, że jeżeli we wszystkich tak otrzymanych 
rozwiązaniach zupełnych damy sobie te same wartości po- 
czątkowe 4',,...,dp NA Ba . +yTn, : natęnczas wszystkie rze- 
czone rozwiązania zupełne uczynią zadość temu samemu 
układowi n równań pomiędzy 2, 2%, Tą. NEn Ly, Tą Ti 


Jakoż, niech 


Ty zp Tą 2 fats +dtydln NEP, 
(13) 


) Tı = Di [2.4 . ad ŻEfk 
będą dwa którekolwiek z pomiędzy rozwiązań zupełnych Ą 
układu (1), gdzie fii fr,... są funkcye zmiennćj æ i ilości 
dowolnych 2%,...,4'„. Oznaczając przez f' pochodnę co 
do x, mieć będziemy tożsamości : 
QD, (z, Ka: A tofis "TAE [na] ==(), 
Pp; (e, ft: ++. +y/n;ky | ŻA , oin IRO 


gdzie k=l,3,.. „M. 
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Ztąd wypływa, że równaniom 
P, GŁ Ly sa S OD f 11) .« . PA mi) (0; 


tudzież p, (2, Liy .. ns Fit .. sf nt) ==(), 


stanie się zadość, jeżeli w pierwszych za z2,,...,t„ podsta- 
wimy f,,...;f1i a w drugich za Zp.. .,2n podstawimy 


fk» *+ +y/n,k* 


Atoli układ n pierwszych równań różni się od układu n 
drugich jedynie znakowaniem. Albowiem jeżeli pierwsze 
rozwiążemy względem f',;,. -ef ni otrzymamy na fief ni 
takie same wartości, jakie z drugich równań wypływają 
na fim.. -f'n Pierwszym więc równaniom stanie się 
zadość, gdy w nich za 2,,..., £n podstawimy bądź f4,;,.1-fn,;, 
bądź tóż fits.. „fax. A zatem, układowi n równań 


(14) By(z, 14... Tufi: «:sf ni) 70, gdzie K=1,2,...A 
czynić będa zadość wszelkie rozwiązania zupełne układu ró- 
wnań różniczkowych (12). 


Równania przeto (14) zawierać będą wszelkie rozwiązania 
zupełne i będą zatem przedstawiać rozwiązania najogólniejsze. 

Ztąd wypływa, że także układ (12) będzie w zupełności 
rozwiązany, jak tylko znajdziemy n równań pierwotnych 
z n stałemi dowelnemi, które równaniom (12) czynią zadość 
i w których stałe dowolne tak się daja wyznaczyć, aby przy 
jakiejkolwiek wartości szczególnćj na zmiennę niezależną 
zmienne zależne przyjąć mogły wartości jakie się podoba 


33. Przypadek jednego równania różniczkowego 
z dwiema zmiennemi. — Weźmy jeszcze pod uwagę jedno 
równanie różniczkowe zwyczajne rzędu n° z dwiema zmien- 
nemi ziy | 


(15 olz, dy dy <ZE To|= 
\ 
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Takie równanie daje się zawsze sprowadzić do układu n ró- 
wnań różniczkowych pomiędzy n+ 4 zmiennemi. 


Jakoż kładąc 


d 4 k raai 
(16) daa 9” s cy e oe zy 9, 


dy =y dy = y" dy») = gi(RSFAJ 
dy dw EEF oai az =y A 
17 

( ) AAN dyw=0 

(z. Y ysorapył Sa =" 
Niech równaniami całkowemi zupełnemi tego układu będą ró- 
wnania : 

| E (1, Y, Y's jioa . TA, ĉis lą; .. 50250 


> F, (85 YYY YLT ly, Cose - +01) = O 
48) A 
ACA + a A A tola] UJ 


tedy będą one oraz równaniami całkowemi danego równa- 
nia (15), jeżeli w nich za y,y,...,y"w "9 podstawimy war- 
tości (16). 


Te równania całkowe dają się według ustępu 34? przedstawić 
pod postacią : 


c. 4, AK dh i 
o(a, Y, du” dyni paeo 


d dn? 
(19) v(a, WZ ZIE =": 


| top (U; USG, Cor i etsen) A; 
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i wtedy pierwsze z tych równań będzie całką pierwszą, drugie 
całką drugą i.t. d., ostatnie nareszcie całką nte równania 
różniczkowego. 


Ponieważ z całki ntói (ustęp 34) można za pomocą różnicz- 
kowania otrzymać wszystkie całki rzędów niższych, równa- 
nie więc różniczkowe (15) będzie w zupełności rozwiązanóm, 
jak tylko znajdziemy jego nte całkę, t.j. równanie pierwotne 
zn stałemi dowolnemi 


(20) F (Goa Cineasta) FSA |: 


które najprzód daje na y wartość w funkcyi zmiennćj z czy- 
niącą zadość równaniu różniczkowemu iw którćm powtóre stałe 
dowolne cy, Ca- -ĉn można tak wyznaczyć, aby przy wartości 
z=% funkcya yitćj funkcyi pochodne n—4 pierwszych 
rzędów przyjąć mogły wartości jakie się podoba YYY 5 
-Y Z tego powodu całkę nte równania różniczkowego 
rzędu n° nazywamy « całką ogólną » tego równania. 


Jeżeli dane równanie różniczkowe jest rzędu 4° : 
di 
(21) o(a, y, c.) =0. 


jego całka ogólna zawierać będzie jedną stałę dowolną 
(22) F (z, y, ce) =0. 


34. Rozwiązania osobliwe. — Prócz rozwiązań zupeł- 
nych dopuszcza układ równań różniczkowych zwyczajnych 
jeszcze innego rodzaju rozwiązania, mianowicie tak zwane 
rozwiązania osobliwe. Aby istotę tych rozwiązań najłatwićj 
zbadać, weźmy pod uwagę układ n równań różniczkowych, 
rozwiązanych względem pochodnych ` 
Nads 


dz =q(T, Lis Lazee Sin) kS EP 
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(2) tesz MOC ot dze + © zady dy GnyR. 
będą rozwiązania zupełne tego układu. 


Jeżeli oznaczymy przez f'y pochodnę funkcyi f; względem £; 
otrzymamy wtedy n PNY, 


(3) f xs=q(T, fa f RE AN BSE ENORI M EN, 


jakiemikolwiek SU. wartości na stałe dowolne c,,...,Cy. 
Z rozwiązań zupełnych otrzymamy przeto nieskończenie wiele 
«rozwiązań szczególnych», jeżeli za ilości stałe dowolne 
Ciye. -Cn będziemy podstawiali w nich coraz inne wartości 
szczególne. 


Zachodzi teraz pytanie, czy tym stałym dowolnym nie można 
także nadać wartości zmiennych i takich, aby pomimo to 
równania (2) nie przestawały czynić zadość równaniom (1). 

Aby na to pytanie odpowiedzieć, różniczkujmy równania (2) 
w założeniu, że także ilości c,,. . . „c, są funkcyami zmiennćj z, 
a otrzymamy : 


dEr dfi: de, Mr den 
(4) dz fx de, da JCz dz” PRE 


A zatem, jeżeli pomimo to, że ilości cy,...,c, są zmiennemi, 
równania (2) mają jeszcze zadość czynić równaniom (1), po- 
winno być tożsamościowo : 


7 0 de d J de, 
fx + dł: aj sh ky JE 0: Z lozeda): „EZ A mise 
czyli w skutek (3) 
6) A "3, da 


Ażeby więc wyrażenia (2) nie przestawały być rozwiązaniami 
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układu (1) pomimo zmienności ilości cy, Cs,...,Cn, trzeba te 
ilości wyznaczyć jako funkcye zmiennćj z z układu n równań 
(5) pomiędzy Z, (4, Cz. + + «3Cn. 


Równaniom (5) można uczynić zadość dwojakim sposobem : 
najpizód: kładąc NAN = EA A AGN ra 
wracamy na powrót do rozwiązań zupełnych (2); powtóre 
kładąc 


0, w takim razic 


(6 = Hho br) o, 


"ach Cae +zCn) 


W tym przypadku,.równanie (6) zastępuje jedno z równań (5) 
a n— 1 pozostałych można sprowadzić do kształtu : 


3 de, de 22 GRA 
(7) dada" du i Pali Ren 


gdzie Rx oznacza wyznacznik mniejszy (minor) odpowiadający 


składnikowi > "a mace RK. 
l 


i ðR 
8 Rir = =. 
(8) "=F; 

a, 


Ponieważ równanie (6) nie jest tożsamością (ustęp 29v), 
posłuży one przeto do wyznaczenia jednćj z ilości np. c, przez 
Cis C4,...;Cn—,, tudzież przez z i do wyrugowania tćj ilości 
z równań (7). Wykonawszy to rugowanie mieć będziemy 
układ n—41 równań różniczkowych rzędu 4° pomiędzy a 
zmiennemi ĉi, C3,...,Cy W funkcyi zin—41 stałych do- 
wolnych. Jeżeli tak otrzymane wartości na cy, (s,...,Cn pod- 
stawimy w (2), otrzymamy rozwiązania układu (1) zupełnie 
nowe, które nazwiemy « rozwiązaniami osobliwemi », i które 
zawierać będą z» — 1 stałych dowolnych. 
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Widzimy więc, że prócz rozwiązań zupełnych z n stałemi 
dowolnemi dopuszcza układ równań (4) rozwiązania osobliwe 
z n—ł stałemi dowolnemi, które z rozwiązań zupełnych dają 
się otrzymać sposobem dopiero wyłożonym. 


Układ równań (7) dopuszcza także rozwiązania osobliwe 
z n— 2 stałemi dowolnemi; atoli jeżeli z tych rozwiązań 
w połączeniu z (6) wyznaczymy cy,...,c„ l wartości tak otrzy- 
mane podstawimy w równaniach (2), natenczas, jak się to 
późnićj okaże (rozdział XV), równania otrzymane nie uczynią 
zadość danym równaniom różniczkowym. 


Jeżeli zamiast rozwiązań zupełnych są dane równania cał- 
kowe 


(8) Bd PDG ANYDWE SZT 1405) ZBÓ ali ESKA, 158 
natenczas dowiedziemy tak samo, że te równania nie prze- 
staną czynić zadość równaniom różniczkowym, gdy ilości stałe 
dowolne cy,.....,cz wyznaczymy jako funkcye zmiennój z 
tak, aby było 


dF; de, dF; dc 
pem a C E (ZEW KmA. 2. E 
9) c, dz IAC N den dz j Zad 


Równania ostatnie dają najprzód 


RE AE A 


(10) AO PR K 


a następnie 


de, oge de - 
(1 1) kia PEŁ2 rec $ bia z Ry 3 WIA dsl Ryn 
gdzie znowu 
JR 
AC; 
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A zatem, jeżeli za pomocą równań (8) i (10) wyrugujemy z ró- 
wnań (14) z,,...,z i Cn, mieć będziemy układ n—1 równań 
różniczkowych rzędu 4° z n zmiennemi Cy: 14,064, 7, których 
rozwiązania zupełne wyznaczą C,...,Cn_, W funkcyi zmien- 
nój z i n—4 nowych stałych dowolnych. Te wartości i war- 
tość na e, tak samo wyrażoną za pomocą (10) podstawiwszy 
w (8), otrzymamy równania całkowe. 


Jeżeli nareszcie rozwiązania zupełne, dane są pod postacią 
układu n całek pierwszych : 


(AB) Rz(Cj Bis Bs duh Żo; La) EO Gdzie k 244% 145, 
wtedy będzie 


(14) Ras EN, Amh UB 


dc, g n 
zaś Ry, ;==0, gdy k i 2 są od siebie odmienne. 
Równania więc (7), gdy położymy 


OF _ 


19 
(15) Se. 


, 


przywiodą się w tym przypadku do : 


de dey dey de 
i6 —d = la k—1 ss kt — aa, —0 0 
(16) dz > rasi DAB 0, da Bios dr 


A zatém osobliwe całki pierwsze otrzymamy, gdy z układu całek 
pierwszych (13) wyrugujemy jedną stałę dowolną c; za pomocą 
równania warunkowego (15), a pozostałe ilości c pozostawimy 
w nich jako stałe dowolne. 


35. — Niech 
(17) úk = Xk (z, Yis Ya s.. Mazi) e= 1,29..., n; 


będą rozwiązaniami osobliwemi układu równań (4) zn—1 
stałemi dowolnemi y, Ya: es tn 4: 
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Uogólniając pojęcie przestrzeni, t. j. wyobrażając sobie 
przestrzeń jako n--1 wymiarową, w którćjby położenie 
punktu wyrażało się przez n+-1 spółrzędnych Z, 24,..., Zn 
możemy rozwiązania zupełne (2) uważać za równania szeregu 
nieskończonego linij krzywych o n-krotnćj krzywości, zmie- 
niających się wraz z n parametrami c4, ..., Cne Podobnie mo- 
żna uważać rozwiązania osobliwe (17) jako równania drugiego 
szeregu nieskończonego linij krzywych o n-krotnćj krzywości, 
zmieniających się wraz z n— 1 parametrami yy Yas . . -> Yn—* 
W szczególnym przypadku, gdy n = 1 lubn=2, mielibyśmy 
odpowiednio szeregi krzywych płaskich lub szeregi krzywych 
o podwójnćj krzywości. 


Ze sposobu wyprowadzenia rozwiązań osobliwych (17) z roz- 
wiązań zupełnych (2) wypływa następujący związek pomiędzy 
tymi dwoma rodzajami rozwiązań. 


Jeżeli damy na 0, ..., Cn, najprzód wartości szczególne, a 
następnie przejdziemy do wartości c, + dy, .. ., Cn + den nie 
zmieniając odciętćj x, natenczas rzędne zy, gdzie k=1,2,...,n, 
zamienią się na 


sii de, +- L de Moron n jde k=, 9,. 


BPE to wychodzi na przechodzenie od punktu 
jednój krzywćj szeregu (2) do punktu odpowiadającego tćj 
samćj odciętćj lecz leżącego na drugićj krzywćj nieskończenie 
bliskićj tego samego szeregu. 


Jeżeli zakładamy, że 


dfr dfi: dfr NES AR 
(18) rha AP A S 0 EN E) A 


natenczas przyjmujemy, że w rzeczoném przechodzeniu nie 
zmieniają się wartości rzędnych £p, które odpowiadają odcię - 
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tój wyznaczonćj przez równanie 


A E e 4 


A(C4, Ca, ...9 Cn) 


Atoli równania(18) nie różnią się od równań warunkowych (4) 
dla rozwiązań osobliwych. A zatém, rozwiązania osobliwe, o 
których mowa, przedstawiają miejsca takich punktów, które 
są granicami położeń punktów przecięć pojedynczych linij 
krzywych, przedstawionych przez rozwiązania zupełne. A 
że w tych granicowych punktach są oraz wartości na pochodne 
dz, 
da" 
krzywych (17), rozciągając przeto znaczenie, jakie te pochodne 
mają w przypadku krzywych płaskich i podwójnćj krzywości, 
do krzywych o n-krotnćj krzywości, możemy powiedzieć, że 
krzywe (17) dotykają każdą z krzywych (2), którą spotykają, 
w tym punkcie spotkania. A zatćm, rozwiązania osobliwe 
przedstawiają szereg obwiedni (powłóczących) dla szeregu 
krzywych, przedstawionych przez rozwiązania zupełne. 


ly te takie same tak dla krzywych (2) jako téż dla 


36. Gałkowanie równań różniczkowych. — Dochc- 
dzenie rozwiązań równań różniczkowych nazywamy «całkowa- 
niem» tychże równań. Całkowanie równań różniczkowych jest 
połączone z wielkiemi trudnościami i to w stopniu daleko 
większym jak całkowanie funkcyj wyraźnych, i daje się usku- 
tecznić tylko w przypadkach szczególnych. Te trudności na- 
potykamy już przy całkowaniu najprostszych równań, jakiemi 
są równania różniczkowe rzędu i stopnia 4° z dwiema zmien- 
nemi 


a wypływają one ztąd głównie, że chociaż takie równania 

określają y jako funkcyę z æ i lubo taka funkcya rzeczywiście 

istnieje, to jednak ta funkcya może być funkcyą przestępną 
6 
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nowego zupełnie rodzaju, nie należącą do rzędu funkcyj zkąd- 
inąd znanych. 


Ażeby więc umieć całkować równanie różniczkowe, potrze- 
baby z własności równań różniczkowych umieć wyprowadzić 
własności funkcyj przez te równania określonych. Istotnie 
w czasach nowszych zwrócono badania na tę drogę i dzięki 
usiłowaniom pierwszorzędnych geometrów, jak STURM, LIOU- 
VILLE, CAUCHY, BRIOT i BOUQUET, ABEL, JACOBI, RIEMANN, 
WEIERSTRASS, (LEBSCH, AROQNHOŁB-. i inni uzyskano wiele 
wypadków wielkićj doniosłości i zadziwiającćj ogólności. 
Ponieważ jednak te badania należą do najdelikatniejszych 
dociekań analizy i wymagają obszerniejszych wiadomości, 
aniżeli tutaj przypuszczać zamyślamy, dlatego w wykładzie 
naszym ograniczymy się uwagą najprostszych wypadków, do 
których one doprowadziły; głównie zaś zajmować się bę- 
dziemy takiemi równaniami różniczkowemi, których całko- 
wanie daje się sprowadzić do całkowania funkcyj wyraźnych, 
czyli, jak się mówi pospolicie, do wykonania kwadratur. Przy- 
tóm uważać będziemy równania różniczkowe jako rozwiązane, 
jak tylko zdołamy je sprowadzić do kwadratur. Obszernićj 
także wyłożymy sposób całkowania równań różniczkowych 
za pomocą szeregów nieskończonych. 
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ROZDZIAŁ V 


CAŁKOW ANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH RZĘDU 
I STOPNIA 1” Z DWIEMA ZMIENNEMI. 


37. Oddzielenie zmiennych. — Równania różniczkowe, 
których całkowaniem zajmiemy się w tym rozdziale, możemy 
przedstawić pod jedną z trzech postaci: 

dx 


wg 
(1) P+ QF N E T DAG) Pde Qdy==0, 


gdzie Pi Q oznaczają funkcye zmiennych z iy. 

W pierwszym sposobie pisania uważamy y jako zmiennę 
zależną, w drugim sposobie pisania z jest zmienną zależną, a 
w trzecim sposobie pisania nie rozróżniamy zmiennćj zależnćj 
od zmiennćj niezależnej. 

Wiadomo z rozdziału poprzedzającego, że takie równanie 
będzie w zupełności rozwiązanóm, jeżeli tylko znajdziemy jego 
całkę ogólną, t.j. równanie pierwotne 
(2) F (c, y,.c) =0, 

z jedną stałą dowolną c, które czyni mu zadość. 

Całkowanie takiego równania różniczkowego daje się uskute- 
cznić, jeżeli tylko można w nićm zmienne oddzielić, t. j. jak 
tylko dane równanie różniczkowe można sprowadzić do 
kształtu : i 


(3) Xda = Ydy = 0, 
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gdzie X jest funkcyą samego «, a Y funkcyą samego y. 


Jakoż, jeżeli położymy 


J Kdi (5), f Ydy =% (y), 
równie (3) zamieni się na następujące : 
dą (x) + dy (y) =0, czyli d[ę(2) +y(y)] =0, 
zkąd wypływa 
(2) +4 (y) = stała, 


czyli podstawiwszy napowrót wartości za g(.c) i v(y), 


(4) J X de +- J Y dy <=stałd. 


Równanie (4) jest więc całką ogólną równania różniczko- 
wego (3). 

Ogólniejszóm od równania (3) jest równanie następujące : 
(5) X,Y,dz + X„Y, dy =0, 
w któróm Xy, X, są funkcyami samego z, a Yy, Y,, funkcyami 
samego y. Aby w tóm równaniu oddzielić zmienne, dość 
podzielić obie jego strony przez iloczyn X,.Y,: otrzymujemy 


wtedy 


x, priog | 
— = dy =0: (zj 
Tolk y E 


- całką ogólną równania (5) jest więc : 


BDM ay yk 
(6) fzr fius. 


PRZYKŁAD 43%. — Niech będzie 


cy da = (a— s) (y —b) dy. 
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Dzieląc obie strony przez (a — x) y, mamy 


` Całkując obie strony, otrzymujemy 

— az — alg(a—z)=y—blgy+C, 
lub, gdy za ilość stałą dowolną C weźmiemy lg ¢ i upro- 
ścimy, 


WYJ 2, aama 
JC | sy, 


Wracając nareszcie od logarytmu do liczby, mieć będziemy 


c.estv A 
y5 =————— = C(0— 1) EFTY, 
(a— s)" 
PRZYKŁAD 28i, — « Znaleźć równanie krzywćj, którćjby 


podstyczna w każdym punkcie była daną funkcya o (x) od- 
ciętćj. ». 


Ponieważ podstyczna jakiejkolwiek krzywćj ma za wyra- 
. . da r a y . , $ s 
żenie yz, przeto danćm równaniem różniczkowóm jest 
yY 
dx e E dE 
—— = (x), czyli S=—'. 
ap > U y e) 


Całkując mamy 
zkąd 


y=ce 


W szczególności, jeżeli o(x)=2x, natenczas całką ogólna 
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będzie y = c.e'8yæ czyli y==cVz, lub, gdy położymy 
c =V2p, i podniesiemy obie strony do kwadratu, 


Y == 290: 
Całka ogólna wyraża więc szereg parabol o parametrze do- 
wolnym p. 
y 1 
PRZYKŁAD 3%, — « Wyznaczyć o(x) z warunku fi p (ac) du 
«0 
=nę (c). » 


Różniczkując dane równanie warunkowe względem «, mamy 


i 
T ag (ac) da = no (1); 
0 


uskuleczniwszy następnie na stronie pierwszćj całkowanie 
przez części, będzie : A 


4 ar 
D — - | (at) da =ny (2), 


l 4 20 


czyli 


akaki a NT at 


zkąd 


AE N u 
LE O A 


Mnożąc obie strony przez dz i (de otrzymamy 


M ACZ O 


zdaj M 


zkad 


1—n 
— 
n 


9(r)=cz 
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38. Podstawienie nowych zmiennych. — Gdy się 
zmienne nie dają oddzielić bezpośrednio, korzystnóm jest czę- 
stokroć zamiast pierwotnych zmiennych wprowadzić nowe 
zmienne, aby przekształcić równanie dane na nowe; zdarza się 
bowiem niekiedy, że przez takie przekształcenie oddzielenie 
zmiennych da się wykonać. 

PRZYKŁAD 1529, — « Znaleźć krzywę taką, aby styczna do nićj 


b 
w punkcie z,y odcinała na osi y część równa =, gdzie 6 ozna- 
, y by O 


cza długość daną. » 
Ponieważ styczna do jakićjkolwiek krzywój płaskićj w punk- 


„cie w,y ma za równanie 


mainad 
Y—y=72 (X —2), 


z którego dia X=0 wypływa Y=y— z dł, mamy zatém ró- 


wnanie różniczkowe 


dy z" 
de by’ 


lub, zmieniając znaki na przeciwne i dzieląc przez z, 


ym > 


Aby zmienne oddzielić, dość położyć rek zkąd y SURO, 


dywmi śłkinin ; ; 
Asi ; albowiem wtedy będzie : 
£ > + > sa 
Mat -+ 908 Haga? 
czyli 4 
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Całkujmy obie strony, a otrzymamy 


i z 
v = rg DGA 
lub, gdy położymy c= > i za v wstawimy wartość A , 
TAR a— r? 
Margt EE 
zkąd 
Va _ 2? 
Y= ———: 
y 5 


Chcąc wykreślić tę krzywę, z początku układu spółrzędnych, 
jako środka, zakreślmy promieniem a okrąg koła; Va—a* 
będzie wtedy rzędną koła odpowiadającą odciętćj x. Aby mieć 
odpowiednią rzędnę krzywćj, trzeba do x, Va? — 4? i b szukać 
czwartćj geometrycznie proporcyonalnćj. Za pomocą tego wy- 
kreślenia otrzymujemy krzywę podobną do lemniskaty. 


PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 
(y — 2) JA Ha dy— ny +y*)? dc =0. 
Wziąwszy z =tg 0, y = tg 5, znajdziemy 
(tgy — tg 0) sec 8 sec’ dy — n sec”ę sec”% dka, 


równanie, które przez uproszczenie zamienia się na nastę- 
pujące : 
sin (9 — 8) do — nd6 =0. 
Połóżmy jeszcze o — 6 = 4, d0 = dọ — dy, natenczas 
sin y dọ — ndo + ndy =0, 


czyli 


yt. n.dky 
? n—siny 
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zkąd 


Całka na stronie drugićj daje się z łatwością wyznaczyć; 
dość bowiem założyć i=, a wtedy wyrażenie pod zna- 


kiem całkowania stojące zamieni się na algebraiczne i wy- 
mierne. 


Jakich podstawień należy użyć w każdym przypadku szcze- 
gólnym celem oddzieleniazmiennych, na to nie mamy żadnych 
ogólnych prawideł. Trzeba się kierować naturą zagadnienia 
i z kształtu różniczkowego wywnioskować, jakieby pod- 
stawienie i przekształcenie najłatwićj prowadziło do celu. 
Istnieją jednak pewne rodzaje równań różniczkowych, dla 
których znaleziono najodpowiedniejsze przekształcenie. Po- 
między temi równaniami pierwsze miejsce zajmują dla swćj 
ważności tak zwane równania różniczkowe jednorodne i 
równania różniczkowe linijne. O tych więc równaniach ob- 
szernićj mówić będziemy. 


39. Równania jednorodne. — Równanie różniczkowe 
rzędu i stopnia pierwszego : 


(1) >. Pde +Qdy=0, 


nazywamy « jednorodném », kiedy spółczynniki P i Q są funk- 
cyami zmiennych x i y jednorodnemi i jednego stopnia, t. j. 
gdy P i Q dają się wyrazić pod postacią : 


p= a (2). DESTAN (2). . 


Jeżeli równanie (A) jest jednorodnóm i stopnia n° względem 
© i y, natenczas przez podzielenie obu jego stron przez g” 
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sprowadzi się ono do kształtu : 
(2) (| 4) de +4 (Y) dy=0. 
Aby oddzielić zmienne, połóżmy 7 L= v, zkąd 


y=gv, dy=xz.dv + v.dz, 
a otrzymamy | 
o (v) dz +v (v) (x dv + dzien 0, 
czyli | 
Lo (v) +vv(v)] dr + c 4 (v) dv = 0, 
lub, gdy podzielimy obie strony przez z [o (v) + v4 (v), 


dz v (v)db 
» TOETAD 


Przychodzimy więc do równania, w którém zmienne są już 
oddzielone. Całkując to równanie, mamy 


y wow L 
(4) lg £+ Eotn TO 


Jeżeli w tém równaniu całkowém, po wykonaniu pozostałéj 
kwadratury, za v podstawimy napowrót wartość z , otrzy- 


mamy całkę ogólną założonego równania jednorodnego. 


ap ` 
Położywszy Č = lge, tudzież — f LYS = f(v), całka 


J ę(v) +vy (0) 
ogólną będzie 


Isz=/(2), czyli RP R 
c c] h 


Można łatwo poznać, że wszystkie linie krzywe, zawarcie 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ II. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZDZIAŁ Vv. 91 
w tém równaniu i odpowiadające różnym wartościom na stałę 
dowolną c, sa podobnemi i mają początek układu za środek 
podobieństwa. 


Jakoż, jeżeli z początku układu wyprowadzimy jakąkoiwiek 
siecznę, natenczas odcięte punktów przecięcia tćj siecznćj 
z temi krzywemi mieć się będą do siebie jak wartości odpo- 


wiednie na c; gdyż stosunek Z dla każdego punktu przecięcia 


jest jednaki, odległości więc tych punktów od początku mają 
się do siebie także jak te wartości ilości c : a zatćm, krzywe są 
do siebie podobnemi i mają początek układu za środek podo- 
bieństwa. 


PRZYKŁAD 17 . — Niech będzie: | 
(ax zby) dz + (ac + by) dy =0. 
Kładac i 
PER zkąd dy =<xdv vds, 
otrzymamy po opuszczeniu czynnika spólnego z 
[a + (a + bv + bv) de + © (a + bv) du=0, 
zkąd:: 


dz a +bv zza 
z. a+(a+b)v+buv 


Ponieważ zmienne są już oddzielone, potrzeba więc tylko je- 
szcze wykonać kwadraturę, co nie nastręcza żadnych trudności. 


Jeżeli następnie za v podstawimy napowrót Z „mieć będziemy 
całkę ogólna danego równania. 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie: 


edy —ydz= de yst + y”. 
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Kładąc znowu y =<v, dy= cdv + vdx, mieć będziemy 
zdv= da Vi + è, 


czyli 


zkąd 


Igź=lg (v NH +07], 


Z 
gdzie c jest stałą dowolną. Przechodząc od logarytmów do . 


liczb i podstawiając napowrót jit , otrzymamy : 


"e 
A VETE 


zkąd wypływa kolejno : 


a =e (y EVE Fp e ye e +y'), 
a nareszcie : 
a? (£ —2cy — e) = 0. 


Równanie z? — 2cy — e =0 jest całką ogólną; a równanie 
a” =0 jest całką szczególną odpowiadającą wartości c=0. 


Całka ogólna przedstawia układ parabol, których osią główną 
jest oś rzędnych, a spólną kierownicą oś odciętych. 


40. zagadnienie o trajektoryd. — Jako zastosowanie 
geometryczne rozwiążemy tak zwane zagadnienie trajektoryi, 
któróm geometrowie w początkach rachunku całkowego bar- 
dzo się zajmowali. W tém zagadnieniu chodzi o wynalezienie 
krzywćj, która przecina pod kątem danym wszystkie krzywe 
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zawarte w równaniu daném : 
(1) i F (z, y, a) =0, 
w którem parametr a przyjąć może wszelkie wartości. 


Jeżeli oznaczymy przez m styczną trygonometryczną kąta 
danego, przez z, y spółrzędne któregokolwiek punktu żądanćj 
krzywćj, a przez t kąt, który czyni z osią odciętych styczna 
geometryczna do krzywćj danćj w tym punkcie, mieć bę- 
dziemy 


m == 


lub ponieważ 


I% Gg 
“E 


u 
z 


2) mE JF z) IF dy OF 


dy "de dr 


kugując parametr a między równaniami (1) i (2), otrzymamy 
równanie różniczkowe żądanćj krzywej. ; 

Zbadajmy w szczególności przypadek, gdy równanie (4) jest 
kształtu : 


(3) r zzażt, 
d ; 
W tym przypadku mamy je =— apz?—', i = ny, ró- 


wnanie więc (2) zamięnia się na: 


= paz" dy eż dy 
; n=1 p=b a n==l p=1l— 
m (u > apt 2) —ny EAA e apr = 0, 
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a gdy ztąd wyrugujemy paramięta a za pomocą (3), olrzy- 
mamy: 


i -AY z du 
(4) m Z A E + py = 0 


równanie różniczkowe jednorodne, które daje się łatwo zcał 
kować. 


Załóżmy np. n= p = 1 ; równanie (3) zamieni się wtedy na: 
y =ar 


i przedstawiać będzie wiązkę prostych przechodzących przez 
początek. Równanie zaś różniczkowe (4) zamieni się na : 


m(zdz + ydy) — ady + ydr =0. 
Kładąc y= zv, dy = xdv + vdc, otrzymamy: 
nt -rv)da + (m —1)cdv =0, 


zkąd 


4 1=v -m l=v 


dz vdv jr 100 


Wykonawszy kwadratury i podstawiwszy napowrót v=% t 
mieć będziemy : 


mlg (x° + +’ —arctg 7 PEP 
Przechodząc do spółrzędnych biegunowych, ikładacca==r.cos8 
y=r.sin 0, znajdujemy 
m lgr =8 + c, 


zkąd 


bd 
pszęeń, 
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czyli gdy położymy e" =G 


U) 
r—=Ce". 


Trajektoryami w przypadku uważanym są więc spiralne loga- 
rytmiczne do siebie podobne, mające ten sam punkt asymp- 
lotowy. 


Jeżeli założymy m= w, równanie (4) zamieni się na: 
na + pł uy 
PRZ = 


i będzie równaniem różniczkowóm trajektoryi (ortogonalnych) 
prostokątnych : Całkująe to równanie, otrzymamy 
na” + py” =c. 


Według tego czy nip mają znaki jednakie lub przeciwne, 
ostatnie równanie przedstawiać będzie układ elips lub hiper- 
bol podobnych, które przecinają pod katem prostym każdą 
z krzywych zawartych w równaniu (3). 


Zakładając nadto n = p= 1i, mieć będziemy układ kół spół- 
środkowych 


DE z 
mających środek w wierzchołku wiązki prostych y = aw. 


A Jeżeli n==—p—=4, wtedy dane krzywe mieć będą za 
równanie 


zy = 4, 


są więc one hiperbolami odniesionemi do asymptot jako osi 
spółrzędnych; trajektorye prostokątne tych hiperbol mają 
za równanie 


gaa yY? EC; 
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i są hiperbolami równobocznemi mającemi za asymptoty dwój- 
sieczne kątów między asymptotami hiperbol poprzedzających. 


41. Równania różniczkowe, dające się zamienić na 
jednorodne. — Niekiedy można za pomocą prostego przero- 
bienia równanie niejednorodne uczynić jednorodnóm. 

PRZYKŁAD 4Y . — Niech będzie: 

(az + by + c) da + (az + by + c)dy =0. 
Aby usunąć wyrazy niezależne od z iy, połóżmy 
c=w u, Y=y +$, zkąd de=dc, dy=ay, 
i wyznaczmy «i ßĝz równań warunkowych: 
au + dB + c=0, au +58 + ce=0, 
które dają j 
bée — bë  „_ac—a« 
a PBL OEG DMT 
ab — ab ab —ab 
mieć będziemy natenczas równanie jednorodne: 
(ac + by) d£ + (dx +by)dyza 
Jeżeli to równanie zcałkujemy i następnie podstawimy r=xr—4, 
y =y —ß, otrzymamy całkę ogólną. 


To przerobienie jest niemożebném, gdy ab — ab =0 ; albo- 
wiem wtedy ilości x iß stałyby się nieskończonemi. W tym 
przypadku równanie dane, gdy w nićm podstawimy 4 = ze za- 
mieni się na: 

(ax + by) (adx + a dy) + a (cdx + c' dy) =0; 
dv — bdy 
a 


a gdy teraz położymy ac + by =v zkąd dz = , otrzy- 


mamy równanie ; 


(v + c) do + [(a — b) v + ac —be| dy =0, 
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czyli 


(v + c) dv kk 
dy + ac — be + I a 
w którém zmienne są oddzielone. 


W przypadku ogólnym uczynimy dane równanie jednorod- 
ném, kładąc także: 


ac + by + c=u, ac+by +e =v, 
zkąd wypływa : 
EE __bdu—bdv ży _adv — adu 


0" "PY 0d x-GD. 


w skutek tego dane równanie zamieni się na: 
(bu — av) du — (bu — av)dv =0. 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie: 
(a, r^y = ayt*eyP2) da — (b,sty”i + b,£Y2432) dyzE0: ! 
Pod pewnymi warunkami można to równanie uczynić je- 


dnorodnóm za pomocą podstawień kształtu z = u y =v". 
Wykonawszy bowiem te podstawienia, otrzymamy równanie : 


(a udubi + autob) Xu du 
+- (bati? vae b ut? vit) uw"! dv=0, 
które będzie jednorodnćm stopnia p, gdy: 
(x, + 1)3+f,u—1=7, 
(as + 1)A -H fu — 1 =5, 
vA (5, + 1)u—1—=7, 
Yà + (83 + 1) u —l =p. 


Ilości à, u i p są niewyznaczonemi; atoli, jeżeli wyzżnaczymy 


í 
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A i u, wtedy otrzymamy p z któregokolwiek z czterech powyż- 
szych równań. Ztąd wypływa, że pomiędzy ilościami. «, 8, 
+, 8 zachodzić powinny dwa równania warunkowe. 
Aby je wynaleźć, odejmijmy drugie równanie od pierwszego, 
tudzież czwarte od trzeciego ; tym sposobem otrzymamy: 
(21 — a) + (B, — Ba) p FO, 
(r — ra + (ù — ô) u = 0. 
Odjąwszy zaś trzecie od pierwszego, tudzież czwarte od dru- 
giego, otrzymamy drugą parę równań: 
[a + 1) — yA [Bi — (6, + 1)]u =0 
[laa + 1) — 3]X + [Ba — (8, + 1)] u =0. 
A jeżeli teraz z każdćj pary równań wyrugujemy ilości Xi u 
mieć będziemy żądane równania warunkowe: 


| 58 B, — b (us 4) m-qis> Bi 705, A) 
(a +1) — Y, Ba — (2+1) 


Jeżeli ilości a, ß, 7,8 dopełniają tych warunków, wtedy dane 
równanie uczynimy jednorodnóm podstawiając w nićm 


w rad 1 


177 Ja 0, SKY ôs 


ruha Pa, YTE YUTER 
24. Równania linijne. — Równanie różniczkowe rzędu 1°, 
a stopnia 41° względem funkcyi y i pochodnćj 4, nazywamy 


równaniem różniczkowóm linijném rzędu 4°. Jego kształt 
ogólny jest następujący : 


(4) U 4 Xy=X;, lub dy + (Xy —X,)dz =0. 


gdzie X i X, oznaczają funkcye samego tylko z. 


W tém równaniu oddzielimy zmienne, podstawiając 


yszuv, zkąd dy= udv + vdu. 
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W skutek tego podstawienia zamieni się ono na : 
v(du + Xudx) + (udv— Xydc) =0. 


Ponieważ za jedną zmiennę y wprowadziliśmy dwie nowe 
zmienne u i v, możemy więc te nowe zmienne poddać jednemu 
warunkowi zupełnie dowolnemu. Połóżmy więć dla wyznacze- 
nia u | 


du +- Xudc=0 
wtedy równanie ostatnie przywiedzie się do : 
udv — X dx =0. 


Pierwsze z tych równań można tak pisać : 
zkąd 


a następnie 


— | Xde 
u = Ge ? 


W skutek tego równanie drugie zamienia się na : 


zkąd wypływa 


5 ! xda 
wei +1 [xe ; dz. 


Całką więc danego równania linijnego będzie : 


Yy=w =e fogs [Xie Sae], 
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albo, gdy położymy Gl = ©, 
— [Xda dz 
(2) ye i [e+ fxe” dz |; 


c jest jedyną stałą dowolną. 


` PRZYKŁAD 1Y . — Niech będzie : 


Tutaj 
da AE 
J Xdr = a EF zq im lse +1)", „Mea (c =+ 1)", 


R p” 
Jx ń de= | edc=e, 


| y = (z + 1)"(e + e”). 
PRZYKŁAD 2i . — « Wyznaczyć krzywę, którćjby styczna 


w punkcie z, y odcinała na osi y, część równą yaz —y.» 


a zatóm 


Styczna w punkcie z,y do krzywój jakićjkolwiek ma za 
równanie 
R Hx dy | 
Y— y= E (X— z). 
Aby mieć punkt, w którym ta styczna spotyka oś y, trzeba 
położyć X= 0, w skutek czego, Y = y—s% . Daném ró- 


t 


wnaniem różniczkowóm jest więc : 


dy __ pół 


dy | vy: yi 
da GREC £ 


czyli : 
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Tataj : 


"di — | Xde Xde 
Jxde=—2 | S=— ge =Ig>, zs ss: =r? 


PPM de =Ni fa demi: 
całką wiec ogólną jest : 
SZ (e+ Ara ? 
czyli $ 
y= yaz . 


Takie jest równanie krzywéj żądanćj, Ta krzywa daje się wy- 
kreślić za pomocą dwóch parabol 


4 
UE ch, M EVE GA? 


Summa rzędnych tych dwóch parabol, odpowiadających je- 
dnćj odciętćj, będzie rzędną krzywćj żądanćj. 


43. Równania różniczkowe dające się zamienić na 
linijne. — Do równania linijnego dają się sprowadzić równa- 
nia różniczkowe kształtu : 


(1) [OZ+X0=X, 


gdzie f(z) jest hej Wada funkcyą samćj zmiennej z, a f (2) 
oznacza a funkcyi f(z). Jakoż, gdy położymy / (z) =y, 


będzie f’ o7 ag „co podstawiwszy w daném równaniu, 
otrzymamy 
E -+ Xy= PP 
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Według więc wzoru (2) ustępu poprzedzającego, całką ogólną 
danego równania będzie 


D Ta ATTEN 


Do równań kształtu (2) należy równanie Bernouillego. 


dz 
(3) dz + Xz = Xat, 


Dzieląc je przez z”, otrzymamy 
dz 


zn JAŃ gion — Xy 
a gdy położymy z'*=y, zkąad A= = — > , mieć 
będziemy 
U O NYH n, 


Całka więc ogólna równania Bernouillego będzie 


, 


= (1—n) | Xdz 1—n) | Xdr 
(4) agina g Sash tesa») fx, e nS Pa í 
Do równania Bernouillego można następnie sprowadzić ró- 
wnanie Eulera 
(5) Pdz + Qdy + R(ydr — sdy) =0, 


w którém P, Q,R są funkcyami jednorodnemi zmiennych 4 i y, 
przyczém stopień dwóch pierwszych jest jednaki. 


Jakoż, niech będzie 


Z) 


kładąc wtedy y= <v, zkąd dy = adv + vdz, otrzymamy 
z" o(vjdz + z" y(v)(vdr jo cdv) — 2P*%4(vjdv==0, 
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a gdy ostatnie równanie podzielimy przez <” iuporządkujemy, 
mieć będziemy równanie Bernouillego : 


du x(v) o AMG) 


í ruei — Pant 
O mw tA OA 


Na równanie Eulera można nareszcie zamienić równanie Ja- 
cobiego : 


(1) A+AT+A'y(cdy —ydx) — (B + B'z + B'yjdy 

+(0-+062+C'yjdr=0, 
Jakoż, jeżeli w tém równaniu podstawimy : 

G=y +u, e 
i na wyznaczenie ilości « i $ przyjmiemy : 

( z(A + A'a + A'B) — (B + B'a + B"B)=0, 
k l B(A + Aa + AB) — (C + Ca + 05)=0 
otrzymamy równanie Eulera : 
(8) (cz + cyjdu — (ba +by)dy 
+ (ac + ay)(ydz —cdy)=0. 

Równania (a) możemy tak pisać : 


A+AG+AB _B+Bu+BB_ (C+0a+ 08 
4 iy a T B j 


a gdy te trzy równe stosunki przyrównamy do A, mieć bę- 
dziemy : 


| A — à + A'z + AB == 0, 
() /B+(B — ija + R'B=0, 
| C C'a + (C =)= 0. 
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Zkąd po wyrugowaniu « iß otrzymamy: 
| A— A, e 
(c) Bs „Byk (BA 0 
Onia C”— à 


Równanie (c) daje trzy wartości na A; wartości odpowiednie 
na « i b dadzą następnie którekolwiek dwa z pomiędzy trzech 
równań (b). Obliczenie spółczynników a, a, b,%, e, œ w Tó- 
wnaniu (8) nie nastręcza żadnych trudności, 
Niekiedy można zamienić na równanie linijne także rowna- 

nie różniczkowe kształtu : 
(9) Aatydz + Bany dy = Cru y’edy. 
Podstawmy bowiem w tém równaniu 

. t=, y=. 
i połóżmy : 

(u + 1)A—1 — „A =0, (6,-+l)u — I — Bu =0, 
zkąd : | 


(a) yno ie) t yaah iipasi 
W — 4 + 1 j B, —B + 1 


Połóżmy nadto : 
(234 — aA = n, (Ba + 1)u — 1 — pu =m, 


zkąd w skutek (a) : 


— B — B 
b n = A bral tt AE EE D i A E A 
©) 4 — a+ A’ B, — 6 +1 
a nareszcie połóżmy 
Bu C 
e ms zz b ike 
á MTT 
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2 La . [IE . 
tedy otrzymamy równanie różniczkowe : 


(10) du + bu" dy = cv” dv, 
które będzie linijnćm, jeżeli 

d SCO LEZA BACY 
g ja u= ty- Å 


Jeżeli więc warunek (d) jest dopełniony, równanie (9) zamieni 
się na linijne, gdy w nićm podstawimy : 
Akk, 1 


U iż uż TT! 


, y= virti . 

W przypadku, gdy n=2, równanie (10) może być sprowa- 
dzone pod pewnemi warunkami do kwadratury, jak to okazał 
Riccati. Inne przypadki nie są zbadane. 


44. Równanie Riccatiego. — Równanie różniczkowe 

Riccatiego, t. je równanie kształtu 
2dr „1 M; dy 2 npm 
(1) dy + by? dc =ce"da czyli ET SZCZ; 
można w niektórych przypadkach sprowadzić do kwadratury. 
Aby te przypadki wynaleźć, pójdziemy za przykładem Boole'a 
(Treatise on differential equations 34 edition, 1872, p. 91) i 
okażemy najprzód, że równanie (1) jest przypadkiem szcze- 
gólnym równania ogólniejszego : 
(2) i. koko az +- bz* =cx", 
dx 

następnie zbadamy w jakich przypadkach równanie (2) daje 
się sprowadzić do kwadratur, a nareszcie wyprowadzimy ztąd 
warunki całkowalności równania Riccatiego. 


16d Jeżeli w równaniu Riecati'ego podstawimy 
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otrzymamy równanie kształtu (2) : 


(3) = — z + b =cza"**, 

da 
A zatém, jeżeli w równaniu (2) położymy a= 1, n= m + 2, 
otrzymamy równanie (3), które zamieni się na równanie Ric- 
cati' ego, za pomocą podstawienia z= £y. 


2re Równanie (2) sprowadza się zawsze do kwadratur, gdy 
gdy n = 24. x 


Jakoż, podstawiając w niém 


dz dv 
z = gv, — = 1" — av 
Ad dæ 
otrzymamy 
ga ad Foo ŻCI* "18, 
dz 


Jeżeli więc n = 2a, mieć będziemy : 
„do dv 
„gt 78—— +bv=c, czyli 2%! de = ; 
dz c — dv? 


równanie, w któróm zmienne są już oddzielone. 


Jeżeli n nie jest równe 2a, możemy mimo to za pomocą 
szeregu przerobień dojść niekiedy do równania tego samego 
LZ | SEETĘ TDS Ag rage, BIĆ . 

kształtu, w którćm ta równość będzie.zachodziła. 


Połóżmy w tym celu w równaniu (2) 


gdzie A jest ilością stałą, mającą się wyznaczyć, a z, oznacza 
nową zmiennę zależną. Po wykonaniu łatwych uproszczeń 
równanie (2) zamieni się wtedy na następujące : 


2n „nF1i pz 
— aA + A? + (n— a + DAE + b= e — ać 
A Z dĘ 
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4 


a gdy na wyznaczenie ilości A przyjmiemy 
aA — bA? =0, 
mieć będziemy równanie : 


Nn 2n anti a 
(4) (n z GF 2bA) 8. e, 20 Sps ilik dz, = SU M4 
By Z, zj qe 


$ 7 . . : Ms a 
Powyższe równanie warunkowe daje dwie wartości : A = r 
) 

A 380. 


. . p : a , . „UJ 
Niech najprzód będzie A = z; "ównanie (4) zamieni się 


wtedy ną : 


„qm qm gn+t1 dz 
(n+- a)— +6 — — —— — =cce" 
Z A x: dz 


2 
lub, gdy je pomnożymy przez M, i przestawimy wyrazy : 


a, 


(5) z — (n + a)z, + cz; = ba, 


Równanie (5) jest tego samego kształtu, jak równanie (2) i 
różni się tém tylko od tamtego, że spółczynniki bi c zmieniły 
swe miejsce, a spółczynnik a zwiększył się on. To przekształ- 
cenie wykonaliśmy -za pomocą podstawienia 


Ztąd wnosimy, że równanie (š) przejdzie w skutek podsta- 
wienia 


(i NR 
z REA % 
c z, 
na następujące : 
(6) zd 2 za bz — cz" 
ATT. n +0) Z, +- Zy =(W , 
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i że po wykonaniu z podstawień tego rodzaju, dojdziemy do 


TAM hipi ' 
e (in + a) z, + bz = ca" 


lub 


dzęjć 5. 
paor (in + a)z; + czj” = ba”, 


według tego, czy č jest liczbą parzystą, lub tóż nieparzystą. 


Atoli równania ostatnie będą całkowalnemi za pomocą kwa- 
dratur, gdy n=2(a+ in), czyli gdy 


n= 24 2" t 
Dn W 


(7) 
Niech będzie teraz A = 0. W tym przypadku równanie (4) 
zamieni się na następujące : 


g” Sosy. T SENA 
. — ANTP, 


2 . 
lub, gdy je pomnożymy przez i i przestawimy wyrazy : 


(8) „ali (n — ajz, + cz,” = be" 

Równanie (8) różni się od równania (5) w poprzednim sze- 
regu przekształceń jedynie tém, że spółczynnik a w wyrazie 
drugim zmienił się nan —a. Stosując szereg przekształceń 
poprzedzających do przypadku obecnego dojdziemy do dru- 
giego warunku : 


n+-2a__. 
EE 


(9) 


pod którym równanie (2) będzie całkowalném za pomocą kwa- 
dratur. 
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« Równanie więc (2) sprowadza się do kwadratur, gdy n =2n, 


n=-2a . š : ; 
—— < jest liczbą dodatną i całkowitą. » 
èn | 
Jeżeli © A) 3603. i, wtedy należy wykonać szereg podstawień 
n n 9 n 
pia EAS FC Wg E = Mako jaiai 
b z e z, b Zą 


__a+(i—t)n CA 


k Zi 


i nakoniec z,_,= gdzie k =b lubce we- 


dług tego, cy jesi liczbą nieparzystą lub parzystą. 


Ten szereg podstawień jest równoważny podstawieniu wy- 
rażonemu przez ułamek ciągły : 


a as 
10 Zz =<+- 
( ) b a+n g” 
(5 a + 2n 


a TEA n 
+ w ZR) BR 


aa 


którego ostatnim mianownikiem jest 


n + 3a 


Jeżeli zaś A=", natenczas trzeba wykonać podsta- 

wienie : 

rad 
(11) r= 

na c” 
c In —a c" 
3n — a 
b 1 42% 


D . D +1 * . A ży = , 4 n=a 5 
gdzie ostatnim mianownikiem jest ( i AANE 
t Ši 
Końcowe równanie różniczkowe będzie w jednym i w dru- 
gim przypadku całkowalnóm za pomocą kwadratur. 


se 
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3cie Okazaliśmy, że równanie Riccatiego 
d 
z + by = ca", *ń 
L 


przechodzi wskutek podstawienia ar narównanie kształtu 


(2), mianowicie : t 


będzie więc ono całkowalnóm najprzód : gdy. m + 2= 2, t. j. 
m =Q, a powtóre: gdy i 

m+-2:92 __. 

Prayer” Woyda, 
zkąd 


gdzie č jest liczbą dodatną i całkowitą. 
Ostatnie równanie warunkowe wychodzi na 


=4M6—1) „1 —4 


22 —4 2i —1 
Jeżeli w pierwszćj z tych wartości za ¿— 14 podstawimy 4, 


co wychodzi na przyjęcie, że + może przyjąć także wartość 0, 
znajdziemy. 


Wartość ¿ =0 daje m= 0, co odpowiada przypadkowi, 
w którym równanie Riccatiego jest bezpośrednio całko- 
walnóm. 

Równanie więć Riecątie' go (1) sprowadzi się zawsze do kwit- 
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dratur, gdy 


— 4i 
9 sę 
(12) | SET 


gdzie č jest liczbą dodatną i całkowitą lub O. 


Jeżeli m = trzeba użyć podstawienia y=} w połą- 
czeniu z podstawieniem (11) ; jeżeli zaś m ai „ naten- 


czas podstawienie y= — w połączeniu z podstawieniem (10), 
L 


przywiedzie je do równania całkowalnego za pomocą kwa- 
dratur. 


PRZYKŁAD. — Niech będzie : 


8 —4 


Tutaj pre dj my” dla t=2; należy więc użyć podsta- 
wienia y =% tudzież podstawienia 10). Podstawiając naj- 
dna” p Ja J 


przód y =- otrzymamy : 


2 

dz $ E 

gi e n aa 
dz 


Ponieważ a=, b=—l, c=2, n=— 5, 4=92; pod- 


stawiając więc w ostatnićm równaniu : 


2 2 

9 (6-2 a), —6 
z=—4l FOR iii SCT 
sg: 


EA | 244 5+6 
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otrzymamy równanie 


„dzą z 2-4 R 
tih "iz? czw *; 


CZU 


9 
,„b=—l,c=22, E 


z, aprzeto n=2a. 


w któróm a=— 


GW] r 


iu . , . 
. Podstawmy więc w tém równaniu z, =% v, mieć będziemy: 
+dw o, = do 
£*—-— U EBA, Czyli z PRZ 
zkąd wypływa : 
v=V2. ctg a + c); 
Ta 


Jeżeli w tém równaniu podstawimy wartość za v : 


x OCN ae 
I TERE REG, ? 
c + ys —6 
wyrażoną za pomocą powyższych podstawień przez zmienne 
pierwotne, mieć będziemy całkę ogólną danego równania 
różniczkowego. 
c +yc—6 | +tg FE + c) "r 
3YZ(A Laia gi 

Do równania Riccatiego można sprowadzić kilka innych 
równań różniczkowych za pomocą zmiany zmiennych. Tak np. 
równanie 
dy 


je + bzy” =ca*, 


gdy w nićm podstawimy g”%*! ==t, przejdzie na równanie 
Riccar ego. 
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CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH RZĘDU 148° 
A STOPNI WYŻSZYCH Z DWIEMA ZMIENNEMI. 


l a di 
45. Gałkowanie przez rozwiązanie względem = . 
— W rozdziale poprzedzającym zajmowaliśmy się takiemi 
równaniami różniczkowemi, które zawierały w sobie pochodnę 
dy , ? Ji MU dą ssa Wr 
FY tylko w potędze pierwszéj. Teraz zajmiemy się równaniami 
$ 
różniczkowemi rzędu 1°, zawierającemi w sobie wyższe potęgi 
pochodnéj Z. Niech takiém będzie równanie różniczkowe : 
z 


d, 
(1) p (2, m 0, 

i ; ; arly 3 di igy } 
gdzie strona pierwsza jest funkcyą ilości z, 4, A którą przy- 
jać można jako wymierną i całkowitą względem 4. 

Najpierwéj nastręczający się sposób całkowania takiego 
równania zależy na tém (ustęp 32), aby to równanie rozwią- 


A Y te . PRA. AG) . > PA £ SB”. . 
zać względem z jako ilości niewiadomćj. Jeżeli równanie (4) 
sH 


i di . + r . 
jest względem = stopnia n°, otrzymamy wtedy, mówiąc 


PA ; à Sr MaN 
w ogólności, n odmiennych wartości na da” 


y 


Pu Pze Fn 
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a które będa funkcyami zmiennych ziy. Tym wartościom 
będą odpowiadały równania rzędu i stopnia 4° : 


d d dą 
(2) H = 01 T= le e.. Z= ne 


p 


Ponieważ założone równanie (1), przez rozłożenie pierwszćj 
jego strony na iloczyn czynników pierwiastkowych, sprowadza 
się do kształtu : 


dy „| (dy i dyw OT 
(3) (2 e) (i 3 Ad phts (Z „|= 0, 


widocznóm jest więc, że związek między z i y, przywodzący do 
zera jeden lub więcćj czynników w (3), będzie oraz rozwiąza- 
niem danego równania i nawzajem, że związek między ziy 
nie może być rozwiązaniem danego równania, jeżeli nie przy- 
wiedzie do zera jednego lub więcćj czynników w (3). 

Ztąd wypływa najprzód, że całka każdego z pomiędzy 
równań (2) będzie zarazem rozwiązaniem równania różniczko- 
wego (1) i powtóre, że założone równanie różniczkowe (l) 
stopnia n* względem zb dopuszcza, mówiąc w ogólności, n 


dz 
pomiędzy sobą niezależnych rozwiązań zupełnych, któremi są 


rozwiązania zupełne równań (2). 
Niech 
Y=H(C,Y)> Y= fali Yo) YZ (21 Yo) 


będą rozwiązaniami zupełnemi odpowiednich równań(2), rozu- 
miejąc przezy, wartość dowolną, jaką y przyjmuje przy warto- 
ści szczególnćj z = z,, i we wszystkich rozwiązaniach jednaką. 


Ponieważ według ustępu 32 te rozwiązania są pierwiastkami 
tego samego równania 


(5) D [e y, fi (2,y,)] 0, 
gdzie fí jest pochodną którćjkolwiek zn funkcyj A, f.e., fa; 
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przeto ostatnie równanie przedstawia tu całkę ogólną równa- 
nia założonego (1). i 

Można jednak także tak postąpić : 
Niech 


(ka) F;(2,y, Ca) EQ; BF (Z; YsC3) FOS 24 „Fa ( Gi otw) Z=fh 


będą całkami ogólnemi równań różniezkowych (2), tedy każda 
z tych całek będzie rozwiązaniem równania (1) zupełnóm. 


Najogólniejszćóm zaś rozwiązaniem równania różniczko- 
wego (1) będzie iloczyn 


(ïa) F. (2, ERLT CAAA EROA E 20, 


Można jednak zauważyć, że równanie (ša) nie stanie się 
mniéj ogólnóm, jeżeli w niém weźmiemy c, = C: =^... = Cn; 
t. j. jeżeli zamiast niego weźmiemy 3 


(6) F,(z, Y» RENE YSE). ne A ETE 


albowiem, jeżeli każdy z czynników po lewéj stronie w (6) 
przyrównamy do zera, a ilości c będziemy nadawali wszystkie 
możliwe wartości, to ta ilość e pomiędzy innemi wartościami 


mieć będzie także te, któreśmy oznaczyli przez cy, Cs,. . . Cn. 


Z tego powodu równanie (6) można uważać za rozwiąza- 
nie najogólniejsze czyli za całkę ogólną równania różniczko- 
wego (1). 


Geometrycznie rzecz uważając, każda z całek (4) i (4a) przed- 
stawia jednę z n gałęzi linii krzywćj, przedstawionćj przez 
równanie różniczkowe (4); równania zaś (5), (ša) i (6) przed- 
stawiają zbiór wszystkich n gałęzi w odmiennych tylko ugru- 
powaniach. Ażeby więc zcałkować równanie różniczkowe (1) 
rzędu 4°a stopnia n” względem A + rozwiążmy je względem 
pochodnćj, tym sposobem otrzymamy n równań różniczkowych 
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(2) rzędu i stopnia 1°. Jeżeli te równania zeałkujemy, i otrzy- 
mane całki przywiedziemy do postaci (4) natenczas wziąwszy 
w tych całkach y==c,=.._... = Cn i następnie pomnożywszy 
je przez siebie, mieć będziemy całkę ogólną równania 
różniczkowego danego. 


W szczególności, jeżeli mamy równanie różniczkowe 


dy\ — 
eara 


nie zawierające w sobie ani z ani y, zbyteczném byłoby wtedy 
R E dy SPRAY 
rozwiązywać je względem 77, . Jakoż, jeżeli oznaczymy przez z 
którykolwiek pierwiastek równania algebraicznego © (z) = 0, 
mieć będziemy wtedy 
dy __ kę | 0 Y—C, 
daw zkąd yz=uc +c a następnie « = TT 


a zatóm 


Ostatnie równanie przedstawia całkę ogólną danego równa- 
nia różniczkowego. 


PRZYKŁAD 15%, —- Niech będzie 
dyy__a_ 
(a) ( c) —=0. 


4 e i d 
Rozwiązując to równanie względem A , otrzymamy dwa 
z! 
równania 


d a 
CY t=0, a Ga — af), 


da z dz 


(b) 


Całki ogólne tych równań łatwo dają się otrzymać; są one 
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następujące : 
(c) y + 2/ar— (4 =0, y—2yac—c=0; 
całką więc ogólną danego równania będzie : 
(y— c + 29ax) (y — c — Nar) =0, 
czyli 
(d) (y — c)? =4ac. 


Całka ogólna przedstawia układ parabol, których osie główne 
są równoległemi do osi odciętych, parametry jednakie i równe 
4a; jedynie wierzchołki główne tych parabol znajdują się 
w różnych punktach na osi rzędnych. Równania (c) przedsta- 
wiają: jedno układ gałęzi niższych, a drugie układ gałęzi wyż- 
szych nadmienionych parabol ; równanie więc 


(e) (y + ayas e WALE Apr Was — c.) =0, 


przy odmiennych wartościach na e, i c, przedstawiałoby połą- 
czenie gałęzi niższćj z gałęzią wyższą, ale nie należącą do téj 
samój paraboli. Atoli przy dowolnych zupełnie wartościach 
na C, C, Ca oba równania (d) i (e) są jednakićj ogólności; 
albowiem jedno i drugie obejmuje sobą wszystkie gałęzie 
niższe i wszystkie gałęzie wyższe przerzeczonego układu pa- 
rabol. 


Jeżelibyśmy w równaniach (c) stałe dowolne c, i c, tak 
wyznaczyli, aby przy z=u,, y przyjęło wartość y, jednaką 
w obu równaniach, mielibyśmy wtedy równania jednćj gałęzi 
niższćj i jednéj gałęzi wyższćj, obie zaś gałęzie przechodziłyby 
przez ten sam punkt £y, Yo 


PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 


(2)=2 ii 


dz] TTR 
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Mamy 


dy_Nay dy. —Vzy 
* ALINY TROY 0 aż 400 


a po oddzieleniu <A - 


zkąd 


lub 
1 PNE 
Wet Ao, Vy— ma z -= . 
Całką: więc ogólną danego równania jest : 
(cz SE) (rc paeo, 


czyli 


46. Równania jednorodne. — Sposobem dopiero wyło- 
żonym daje się niekiedy zcałkować równanie różniczkowe 
jednorodne względem 2 i y, t.j. równanie mogące być przy- 
wiedzioném do kształtu : 


>] AR) +... 


/ 


TOTE 
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j i d, dv , ł 
Połóżmy bowiem y =2v, zkąd Z= v+ Z 33" tedy równanie 


założone zamieni się na następujące : 
dy\” > dy\r—! RADZE 
(+=) + (i) (007) O 


zkąd wypływa n wartości na v + < % w funkcyi v wyrażo- 
nych. Dla każdćj z tych wartości mieć będziemy równanie 


kształtu : 


d 
+0 zę (0), 


czyli 

„zd; 

c  ę(%)—v. 
w któróm zmienne są oddzielone. 


PRZYKŁAD 15%, — Niech będzie 
dy Irous FE y dyy* 
yg +ne=Vyy Hng 1+(% 


Ponieważ to równanie jest widocznie jednorodnóm względem 
z ly, połóżmy więc y = v; otrzymamy wtedy 


„dY y dy 
OE + n= yngi (1): 


zkąd 


„d dv ( 
Atoli 4 == av; 
oli T v+ r 2, Mamy więc 


dv —| dz 
pa: EN +n, czyli = ZANE Azow 
dz "Wei, yli gaz =c z 
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Całkując otrzymamy: 


lg [v ars EE a lg z + lge, 


a gdy od logarytmów wrócimy do liczb : 


n— i 


PS A/TA 
v Vy -Hn=C.e n 5 
lub, gdy podstawimy napowrót v= z, 
1, /a—1 


— 
R 


y Vy? + na? =Cz 


Każde z dwóch równań, zawartych w ostatnićm wyrażeniu, 
daje rozwiązanie zupełne danego równania. 


PRZYKŁAD 28i, — « Znaleźć krzywę, którćj każdy łuk s jest 
ze spółrzędnemi prostokątnemi swego końca związany równa- 


niem s=V2cy.» 


Ponieważ s=fy1+ + (e). „da, zadanie więc daje równa- 


nie warunkowe 
fyi + (U) =v. 
Różniczkując obie strony względem z mamy : 
dy Ee add 
4 ż 
yi Ez = 2y dc TV 2 
Przyszliśmy do równania jednorodnego względem z i y; 


chcąc je zcałkować, trzeba położyć y = z,v, w skutek czego 
zamieni się ono na: 


4 dw v 
Vf 1+()= SEE. 
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zkąd 
dy _v=(1 — vyy2v 
RE 2v —1 


Atoli = v -+ lrig podstawiając tẹ wartość, otrzymamy : 
„2 (UoN 2w r „doo (U —v)y2v 
dt dop dr V2v+4 
lub, po oddzieleniu zmiennych : 


V2v 4 d dz. Vea +1, iy. 


R ia HU se 
£ {À —v)ywv i y  (1—opy2v 


Całkując otrzymamy :, 


4 1 1 
=— lg(l — E | 2455 a dy Fi dv, 
=g (Hv kę Üg yo) — Ig —Vo)], 


. 


czyli 
i 


je 2C =b) la: ( ai 
o c rsata o, 1—y . 


Wracając od logarytmów do liczb mieć będziemy : 


a(o) (=) y 


ę 1—v 
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a po przywróceniu za » wartości z ; 
ZE U A a 
(> | v2 
Gw a L) 
Takie jest równanie krzywéj żądanéj. Aby tę krzywę można 


było wykreślić, nadać trzeba temu równaniu kształt dogo- 
dniejszy. 


Wiadomo, że z — y= (Vx — vy) (Ve + Vy) ; w skutek tego 
będzie dla jednćj gałęzi 


NE" rav | =6" =e. 


a dla drugićj gałęzi 


Waza) | WE+M0 BE l 


Połóżmy č =Ņ\z + Vy, n=Vc—Vy, a zatćm 
= RORĄ = == 522. 


SE ah 


natenczas równania ostatnie zamienią się odpowiednio na : 


(5) zt „WH =c€ 
(c) gy2 =+ Ma 


Gałęzie żądanćj krzywćj będą wyrażone każda przez trzy ró- 
wnania : (a) (b) lub (a), (c). Aby mieć punkta pojedyncze, można 
jednej ze zmiennych 6 i ņ nadać wartość dowolną,a potóćmiść do 
(b) lub (e) i obrachować, jaka wartość odpowiada na. Mając 
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č i ņ pójdziemy do (a)i znajdziemy, jakie tamtym wartościom 
odpowiadają z i y. 

47. Całkowanie przez rozwiazanie względem z 
lub y. — Jeżeli pierwiastki danego równania różniczkowego, 
nii TER e r N AA 1) 
iorąc za niewiadomę „©, są wyrażeniami zawiłemi, albo 


jeżeli równanie różniczkowe nie daje się rozwiązać względem 


A , korzystnóm jest niekiedy rozwiązać je względem z lub y. 
aL 


Dajmy, żeśmy zadane równanie różniczkowe, przez rozwią- 
zanie względem y, sprowadzili do kształtu : 
(1) y=% (z, y), 
gdzie y = +. Różniczkując to równanie jeszcze raz, otrzy- 
dz ; y 
mamy : 


a pd 0 dj, 
0... By AE 
Tak otrzymane równanie różniczkowe zawiera dwie zmienne 
xiy, a więc całka tego równania będzie kształtu : 
f40, y. ©) 520. 

To zaś równanie całkowe w połączeniu z równaniem da- 
ném, może posłużyć do tego, abyśmy przez wyrugowanie 
ilości y przeszli do równania pomiędzy z, y iQ, które to 
równanie wypadkowe będzie całką równania danego. 

Dajmy powtóre, żeśmy zadane równanie różniczkowe spro- 
wadzili do kształtu : 

(3) c=W(y,y). 
„Różniczkując to równanie na nowo, mieć będziemy : 


AW, AW dy 


Hmgy Hesby 881 
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Uważmy, że są daje się napisać 


dy _ dy dy dy, 
Jeżeli teraz za e podstawimy wartość znalezioną, równanie 
2 
powyższe zamieni się na następujące : 


i ih Ai EA, 


Tak otrzymane równanie zawiera dwie zmienncyiy'; jeżeli 
przeto potrafimy je zcałkować, to całka będzie kształtu : 


Tu, Oz: 


a gdy między napisanćm dopiero równaniem całkowóćm ida- 
ném równaniem różniczkowóm (3) wyrugujemy y, równanie 
wypadkowe pomiędzy z, y, będzie całką żądaną. 


Wyłożony sposób postępowania daje się z korzyścią użyć, 
jeżeli założone równanie różniczkowe zawiera w sobie zmienne 
x i y tylko w potędze pierwszćj. 


Jakoż, niech będzie daném równaniem różniczkowóm 
(5) „ y=zf(y) + Fy). 
Różniczkując to równanie, otrzymamy : 
=f) + [af U) + FIE 
co także tak pisać można : 


BP KOP EEEE CE 
(8). y vy) YO 


To równanie jest linijnćm i daje się z łatwością zcałkować, 
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W szczególności, jeżeli f (y)=z=y, równanie (5) zamienia się 
na równanie GLAIRAUTa : 
(yoye y= ty + F(y). 
Różniczkując to równanie, otrzymamy : 


dy ajka 

= F = 

(8) o=; [2 +F (y) 

równanie, któremu uczynimy zadość dwoma sposobami. 


Jeżeli położy my i =(, wypadnie y =c; a gdy wyrugu 

jemy y z (7), otrzymamy na całkę ogólną 
y =ct +F (6). 

Jeżeli zaś położymy « =F (y)=0 i następnie wyrugujemy 
y między napisanóćm równaniem i równaniem (7), otrzymamy 
rozwiązanie, któreśmy nazwali osobliwóm. Widoczna bowiem, 
że rugowanie y między y = xy + F(y) i z + F(y)=0 wycho- 
dzi ña rugowanie stałćj dowolnćj c między całką ogólną y=ca 


-+F (c), ajćj pochodną co doc: x+ F (c)=0, a które to 


rugowanie według ustępu 34° prowadzi.do rozwiązania oso- 
bliwego. 


48. Zastosowanie do zagadnień geometrycznych. — 
Sposób postępowania, wyłożony w ustępie poprzedzającyin, 


zastosujemy teraz do rozwiązania kilku zagadnień geome- 
trycznych. 


PRZYKŁAD 15%, — « Znaleźć krzywę, którćj normalna zmie- 
nia się tak jak kwadrat rzędnćj. » 
Ponieważ długość normalnćj w spółrzędnyck prostokątnych 


ma za wyrażenie y/i + y*; równaniem przeto różniczkowóm 
żądanćj krzywćj będzie : 


] 


y Vi +y E czyli b VI+ y?” =y. 
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Różniczkując to równanie, otrzymujemy : 


DARE mi dE 5 
Te śmkdłoc zy 


zkąd 


—a=blg (y +yTF7"), 


Y + yVIFy =e’? . 


Pozostaje nam wyrugować y między otrzymaném równaniem 
całkowóm i danćm równaniem różniczkowóm. 


Uważając w tym celu, że 


Very —y=ec T, 


mamy 


:( “dm AI PUS 
yt U 46 BĘ w WEJ A 
a przeto w skutek równania danego 
g= z—=a 
b ( WET arar) 
oce A +e ` 
"8 
Takie jest równanie skończone żądanćj krzywćj. To równa- 
nie przedstawia tak zwaną linię łańcuchową. 


Ilość b oznacza w tém równaniu rzędnę najmniejszą. Jakoż, 
ponieważ 
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dla c=a, jest więc y=b,y=0, ay >0. Podstawiając 
wotrzymanóm równaniu całkowćm za a coraz to inne wartości, 
otrzymamy coraz insze linie łańcuchowe, atoli punkta naj- 
niższe wszystkich leżeć będą na równoległćj do osi odciętych. 

Jeżeli początek układu umieścimy w punkcie, w którym 
rzędna najmniejsza przecina oś odciętych, t. j. gdy za z +a 
podstawimy «c, równanie linii łańcuchowćj sprowadzi się do : 


Ztąd widzimy, że oś rzędnych jest osią symetryi linii łańcu- 
chowćj. 

PRZYKŁAD 28i,— « Znaleźć krzywę taką, aby część stycznój, 
zawarta między osiami spółrzędnych prostokątnych, miała 
długość stałą a. » 

Styczna w punkcie z, y do jakiejkolwiek krzywćj płaskićj 
ma za równanie 

EAYIA - 
gdzie Y i X są spółrzędne bieżące; to zaś równanie, gdy 
w nićm założymy Y =0, da nam X = YI na długość rzutu 


téj części stycznój na oś odciętych; a jeżeli w tém równaniu 
założymy X =0, otrzymamy Y = y — zy na długość rzutu tćj 
części stycznój na oś rzędnych. Kwadrat uważanćj części 


stycznćj ma więc za wyrażenie I 7 Y ) -+ (y — zy Y; w sku- 
tek tego równaniem różniczkowém żądanćj krzywéj będzie : 


Pra AAA > 
C 
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Rozwiążmy to równanie względem y, mieć będziemy wtedy 
równanie kształtu GLATRAUT' a : 


da e. adi 
ÓW wi 


gdzie pierwiastek trzeba brać ze znakiem podwójnym. Różni- 
czkując to równanie, otrzymamy : 


Jeżeli najprzód położymy d = (0, zkąd y = c, otrzymamy 


po wyrugowaniu y z równania różniczkowego danego 


t.j. otrzymamy linię prostą, eo się zgadza z prawda; gdyż 
każda styczna do linii prostój pada całkiem na prostę daną, 
a w naszym przypadku ta prosta ma naznaczoną długość 
stałą. 
Jeżeli teraz położymy 
(1 y”) 


zkąd wypływa kolejno : 


? 


x 7 3 Va 3 
=- (2) y '+y'=(2) ' waszą Bi tej 
NEW a ©, z 
i otrzymane , wartości na y, y}? podstawimy w daném 
równaniu różniczkowém, otrzymamy rozwiązanie jego 0s0- 
bliwe : 


g 
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czyli po uproszczeniu : 


a s 3 


r? pi yec 
Można łatwo okazać, że to równanie przedstawia hipo- 
cykloidę, którą kreśli punkt okręgu koła, mającego za 


+ Q:. . . . 
promień z i toczącego się po okręgu koła o promieniu a. 


Jakoż, niech OB będzie jednym z promieni koła mającego 
za promień a; nakreślmy koło mające za średnicę BC połowę 
OB, i weźmy łuk BP równym łukowi AB, gdzie A jest punktem 
stałym koła pierwszego, punkt P będzie należał do żądanej 
hipocykloidy, i chodzi tylko o to, aby okazać, że część ST 


stycznój w punkcie którymkolwiek P tćj hypocykloidy za- 
warta między osiami prostokątnemi OX i OY, jest równą a. 


Otóż wiadomo, że cięciwa BP jest normalną w punkcie P 
do uważanćj tu hipocykloidy, a cięciwa CP spełniającą pierw-' 
szój i styczną do hipocykloidy w tymże punkcie. 


Uważmy następnie, że kąt TOB ma w kole małóm za miarę 
połowę łuku BP, albo połowę AB. Atoli ten kąt, gdybyśmy go 
9 


Ç 
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umieścili w środku koła wielkiego, miałby za miarę dwa razy 
wzięty łuk AB, kąt zaś TOC ma za miarę łuk AB; ztąd wy- 
pływa TCB =2TOC. W trójkącie zatćm TCO mamy TOC 
=OTCG, a przeto GT = GO. 


Nareszcie z równości katów TOG=OTC wypływa, że kąty 
COS i CSO jako dopełnienia tamtych będą także równe, t.j. 
COS = CS0 ; jest więc także SG==0G; a zatém ST = SC 
+ CT=200=a, ieo Brd 


Ta hipocykloida zwana astroidą składa się z czterech części 
mogących do siebie przystać i zwróconych do siebie wypu- 
kłościami; nadto twórzy krzywę zamkniętą, którćj środkiem 
jest środek koła. Jéj równanie jest stopnia 6°, gdyż po zniesie- 
niu niespółmierności wypada : 


(Y + u? — aż)? + 21a cy” =0. 
W ogólności krzywe, których równania są kształtu : 
g” -$ y” — 2"; 


zowią się astroidami. 
49. PRZYKŁAD 3%, — « Znaleźć równanie różniczkowe tu- 
dzież równanie skończone rozwijającćj koła. » 


Oznaczmy przez a,B spółrzędne prostokątne punktu jakiego- 
kolwiek jednćj krzywćj, a przez x, y takież spółrzędne punktu 
odpowiadającego rozwijajacćj tćj krzywćj, mieć będziemy 
wtedy dwa równania następujące : 


dy >° _ da da. amg 
de dB” ag f—y | 
_ W przypadku, gdy pierwsza krzywa jest kołem o pro- 
mieniu a, mamy nadto 
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Aby więc otrzymać równanie różniczkowe rozwijającćj 

koła, potrzeba wyrugowaća i 8 pomiędzy temi trzema równa- 
niami. 


Równanie ostatnie daje 


w skutek czego drugie sprowadza się do : 
ax + By = a*, 


a pierwsze zamienia się na : 


Łącząc z temi dwoma równaniami «* +- 8? =a*, otrzymamy 
po wyrugowaniu « i B żądane równanie różniczkowe :: 


(+ yy’ Y zel ry"), 
czyli | 
(a) - a+y'zaViry, 
gdzie pierwiastek trzeba wziąć ze znakiem podwójnym. 
Aby otrzymać równanie skończone, różniczkujmy równa- 


; i LO paki | * P . 
n e . / —— == ZAK A > + 
1 otrzy mai co do z pisząc r pigi ił mieć będziemy 


wtedy 
dy ay. dy 
ly” +wii= Vi TE y* dy” 
czyli | 
R, ay” 
dy kot y’ ak (4 sra ya 


Jestto równanie linijne, którego całką ogólną będzie : 


(3) YA FY’ — aw + aarc tg i dk: 
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jeżeli pomiędzy napisaném równaniem całkowóm i daném 
różniczkowóm wyrugujemy y, otrzymamy żądane równanie 
skończone rozwijającćj koła. 


To rugowanie prowadziłoby do rachunków zbyt długich, 
ale téż możemy je obejść. 


Jakoż niech będzie A początek rozwijającćj, P punkt który- 
kolwiek na nićj leżący, BP jéj promień krzywości w punkcie P, 
a nareszcie OB promień koła równy a. Połóżmy OP =», 
XOP =0, XOB = w. W trójkącie. prostokątnym OBP mamy 
BP =r— a°, a że BP = arce AB = aw, przeto œw? =7r*—0*, 
zkąd 


(c) WAŻNI AN 


Styczna rozwijającój w punkcie P jest prostopadłą do pro- 
mienia krzywości BP, a przeto równoległa do promienia koła 
OB ; mamy więc 


(d) tg w=y, 


Podstawiając tę wartość na y w równaniu różniczkowćóm (a) 
otrzymamy : 


-+j tgw za sec w, 
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czyli 


z COsv + Y SINO = 4; 


a gdy w tém równaniu za w podstawimy powyższą wartość (c), 
mieć będziemy : 


£ COS - yr? — uć + ysin Lyre Fy 
lub, gdy położymy tu ? =° + 3°, 
reos yry e + y cos È Va y= Pae 


Takie jest równanie skończone rozwijającéj koła. 


Aby mieć równanie w spółrzędnych biegunowych, dość 
w ostatniém równaniu założyć z =r.cos0, y=r.sinf. Mc- 
żemy jednak otrzymać je także z równania (4). 


Jakoż na mocy równania (d) zamienia się ono na: 


y sec w — a tg.» + GW =C, 


lub 
y +awv COS © — A SIN w =€ COS w; 
ażeśmy przyjęli y=0 dla vw=0, jest więc c= 0, a przeto 
y + aw COS © — A SIN w =0. 
Z trójkąta OBP wypływa BP = a» =a tg (w — 0), a przeto 
w = tg (» — 0). 
W skutek tego ostatnie równanie zamienia się na : 
y +a[cosw tg (w —8) — sin w | =0, y cos (w—6) — asin6 =0, 


lub, ponieważ y = r sin 9, 


a 
w ==0 + are cos—, 
za 
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lub, w skutek (c): 


0—V=a 
a 


a 
=— arc COS - » 
T 


Równanie różniczkowe (a) wyraża ciekawą własność rozwi- 


jajacćj koła. Ponieważ £? + y? =7* a przeto £ + yy =r =, 


dz 
tudzież y1 -+ y” = T możemy więc równanie (a) tak pisać : 
p data OR 
GZ +42 - 


Całkując to równanie, mamy 
r” == 208 +0; 

a żeśmy przyjęli s=0 dla r =a, jest więc (=a* a przeto 
r =2as +- A. 


Jeżeli przez ę oznaczymy promień krzywości, będzie p? = 
— o, a przeto, w skutek dopiero co otrzymanego wyrażenia 
DA r, 


p* = 208, 


Pierwszez tych równań daje wyrażenie na promień wodzący, 
a drugie na promień PAPAE rozwijającćj koła w funkcyi 
długości jéj łuku. 


50. Podstawienie nowych zmiennych. — Jeżeliby roz- 
wiązanie równania różniczkowego względem T ,y lub z pro; 
wadziło do wyrażeń bardzo zawiłych, można niekiedy ułatwić 
sobie znalezienie całki przez wprowadzenie nowych zmien- 
nych. Jakiego w każdym szczególnym przypadku użyć należy 
podstawienia, na to nie ma żadnych prawideł. Utrafienie od- 
powiedniego podstawienia, zwłaszcza, jeżeli ma opo prowa- 
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dzić do rachunków o ile możności najprostszych, zależy od 
wprawy. 

Aby mieć wzór tego postępowania, rozwiążemy dwa zaga- 
dnienia geometryczne. 

PRZYKŁAD 15%%. — « Znaleźć krzywę taką, aby prostopadła 
spuszczona z początku układu na jéj stycznę była daną funkcyą 
odległości punktu styczności od początku układu. » 

Styczna w punkcie z, y jakićjkolwiek krzywej płaskićj ma za 
równanie : 


Y—y=y(X—2), 
gdzie X i Y są spółrzędne bieżące. Jeżeli obie strony tego 


równania podzielimy przez VA + y*, i wyrazy przeniesiemy na 
jedną stronę, otrzymamy : 


TYSZ 0 
tak zwane równanie normalne stycznćj, gdzie wyraz niezależny 
od X i Y wyraża długość prostopadłćj spuszczonćj z początku 
na stycznę. Równaniewięc różniczkowe żądanćj krzywćj będzie 
następujące : 


r -=f [VF +]. 
TETE 
Ponieważ w tém D aau wybitną rolę odgrywa promień 
wodzący punktu styczności, spróbujmy przeto, czy wprowa- 
dzenie spółrzędnych biegunowych nie ułatwi nam całkowania. 
Kładąc więc 


©==r.c0s 6, y—=r.sin 6, 


zkąd 
4 E sin 6 — r cos 9 
tyr, ir: "had ae LA: 
76 7ę 0050 — r sin 6 
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znajdziemy : 


równanie, które rozwiązane względem 9 A daje: 


dr_rNFZTOF. 
d a 


a zatém 
gie, [L f(r)dr 

E — |/(r) p 
Uskuteczniwszy pozostałą kwadraturę mieć będziemy równa- 


nie biegunowe żądanćj krzywej. 


W-szczególności, jeżeli / (7) = mr, mieć będziemy 


zkąd 
ar Leyi —m? 
lg r= (@— c) yI — mè ibe « 
.. ggg ż 
a gdy położymy 
M —m> 
e m =Q, 
będzie 
yi m? g 
r=ae ” 


To równanie przedstawia widocznie spiralną logarytmiczną 
można się było tego spodziewać, gdyż ta krzywa posiada tę 
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własność, że kąt między styczną i promieniem wodzącym 
punktu styczności jest stały. 


Jeżeli m = 1, równanie powyższe zamienia się na 
rzad, 
i przedstawia koło, mające środek w początku układu : 


Niech będzie jeszcze f(r) ==mr*; w tym przypadku mamy: 


m.dr s 
6 — c= Ve em Z ATC SIN MTY, 


1—mr* 
zkąd 
mr = sin (0 — c). 
Dajmy że dla6= 0 jest tóż » =0, natenczas 0 = —sin c, c= 0; 
a zatém 


mr =sin 4. 
Wprowadzając napowrót spółrzędne prostokątne, mamy 
m (c*+ y')==y, 
równanie koła, którego środek leży na osi rzędnych w odle- 


głości równćj zz od początku; promień tego koła jest także 


, 1 
TOW. 
PRZYKŁAD 28i. — «Znaleźć krzywę taką, że gdy na trójką- 


tach, jakie styczne i normalne każdego punktu krzywój tworzą 
z osią odciętych, będziemy opisywali koła, to wszystkie te koła 
będą miały wspólną oś pierwiastną (t. j. jedno i to samo 
miejsce stycznych równych). » 


Ponieważ trójkąty, o jakich tu mowa, są prostokątnymi a 
ich przeciwprostokątne leża na osi odciętych, przeto środki 
kół opisanych na tych trójkątach leżą na osi odciętych. 
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Jeżeli oś pierwiastną, która, jak wiadomo, jest prostopadła 
do linii łączącej środki kół, weźmiemy za oś rzędnych i 
oznaczymy przez z,y spółrzędne punktu krzywćj, a przez 
Ls i £n odcięte punktów przecięć stycznćji normalnćj z osią od- 
ciętych, tedy koło opisane na trójkącie, którego wierzchołkami 
są (c, y) (y= 0; t= z) (y=0, T= Ta będzie miało środek 


. , > . a r dl , 
w punkcie, którego odciętą jest — — Z; promień zaś tego 
— . r . 
Z. To koło ma więc za równanie : 


: 2 REE E) 
pega] sei (zaj 


czyli po rozwinięciu : 


koła będzie równy 


X*+ Y*— (Ls + Ln) X + ZL; =0, 
gdzie Xi Y są spółrzędne bieżące. 


Ponieważ te koła mając wspólną oś pierwiastną, przecinają 
się wszystkie w tych samych dwóch punktach, rzetelnych lub 
urojonych, a na osi pierwiastnćj (osi rzędnych) leżących, równa- 
nie przeto poprzedzające w założeniu X =( powinno nam dać 
na Y wartość stałą, rzetelną lub urojona. Oznaczmy tę wartość 
stałą przez e, mieć będziemy 


ra doża 2 * 
Pee —au rze; 


aże z, = 2, Í wy=yy +s, mamy więc następujące 


równanie różniczkowe żądanej krzywej : 


(yy + 2) (zy — y) e y' = 0. 


Rozważywszy skład tego równania, łatwo dostrzedz, że one 
daje się zcałkować wpro wadunge nową zmiennę z za po- 
„mocą podstawienia : 


y? + 1 — P — 22%. 
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Jakoż wtedy : 


; dz $ dz 
yy nić da iihi yy =r +=, 


d d. 


m 


. , 315 a dz 2 
KAD mi RR GEJ 


w skutek czego równanie powyższe po wykonaniu łatwych 
uproszczeń zamienia się na: 


dz” 2 
e( ) P=, 
zkąd 


czyli 


W tak napisaném równaniu nie mamy jednorodności ; jeżeli 
przeto ma ono mieć znaczenie geometryczne, trzeba uczynić 
go jednorodném. 


2 


Kładąc w tym celu c =% , natenczas 


A% + ATYE + z =e, 
a po usunięciu niespółmierności 
2A? r3 — ËL + A =0. 


Wstawiając nareszcie za 2xz wartość y* + x? — e, otrzy- 
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mamy 
Ay? + (A*— e)z? + A? (A? — e) = 0, 
czyli 
x? y? 
— + —— + 1=0. 
US Or Sa 


Widzimy więc, że krzywa szukana jest elipsa lub hiperbolą. 
Aby lepićj rzecz zbadać, rozróżniamy trzy przypadki : e* < 0, 
$> 0 =D, 


154, Jeżeli e* < 0, t. j. jeżeli chcemy, ażeby koła przecinały 
się w dwóch punktach urojonych, dla dogodności w ró- 
wnaniu ogólnćm połóżmy —e* za œ, wówczas równanie to 
zamienia się na : 


—g— + 1 =0, 


i będzie przedstawiać elipsę urojona, dla A? > 0 elipsę rze- 
telną lub hiperbolę mająca oś wielką lub poprzeczną na osi 
odciętych; dla A? < 0 równanie to przedstawi elipsę tylko 
wtenczas gdy wartość bezwzględna A*>e*, przedstawi zaś 
ono hiperbolę, jeżeli wartość bezwzględna A? <e*. 


2re, Załóżmy, że e* > 0. W tym przypadku równanie ogólne 
przedstawia dla A? < 0 elipsę mającą oś wielką i ogniska 
na osi rzędnych, te ogniska są zarazem punktami, w których 
koła przecinają się. Dla A*>0 uważane równanie ogólne 
przedstawia elipsę urojona, gdy A? > e*; jeżeli zaś A*<e, 
przedstawia one hiperbolę, którćj oś poprzeczna i ogniska 
leżą na osi rzędnych. Ta hiperbola ma także ogniska w punktach 
przecięcia się kół. 


ście, Załóżmy teraz, żee=0. Równanie ogólne w tym 
przypadku zamieni się na następujące : 


ty + A*=0, 
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i przedstawi koło rzetelne lub urojone, według tego, czy 
A? < Olubteż A? > 0. Środek tego koła o dowolnym promie- 
niu jest w początku spółrzędnych i jest właściwie punktem 
styczności wszystkich kół pozostałych. 


51. Całkowanie przez różniczkowanie. — Na zakoń- 
czenie tego rozdziału podamy jeszcze sposób całkowania przez 
różniczkowanie, wynaleziony przez Lagrange'a i dający się 
z korzyścią zastosować do mego rodzaju równań różnicz- 
kowych. 

Niech 
(1) F (z, y,a,b) =0 
będzie równaniem pierwotnóm z dwiema stałemi dowolnemi 
a ib, które są nadto związane warunkiem 
(2) 9 (a, 5)=0. 

Jeżeli między równaniem () i jego pochodną wziętą względem 
©, w założeniu że y jest funkcyą ilości cz, wyrugujemy raz a, 
drugi raz b, otrzymamy dwa równania różniczkowe rzędu 1°; 


d. 
=;(eu7) , 
d 
| s= (rn); 


które, gdy je zróżniczkujemy jeszcze raz, dadzą jedno i toż 
samo równanie różniczkowe rzędu 2°, 


(3) 


Podstawmy za (a) i (b) w (2) wartości (3); mieć będziemy 
wtedy 


1 
(4) b Ę (a, y, W), 4 (z, n#)|= 0, 


t. j. równanie różniczkowe rzędu 4°, któremu uczyni zadość 


z J 
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równanie pierwotne (1), gdy w tćm równaniu pierwotnóm 
stałe dowolne a i b są związane warunkiem (2). 

Ztąd wnosimy, że jeżeli jakiekolwiek dane równanie różnicz- 
kowe sprowadzimy do postaci (4) i jeżeli, zrównamy stałym 
dowolnym aib funkcye ọ ip; wypływające ztąd równania 
gdy je zróżniczkujemy, przyprowadzą do tego samego równa- 
nia różniczkowego rzędu 2°, czyli przedstawią tego równa- 


nia dwie całki pierwsze. Rugowanie i między tak otrzy- 


manemi dwoma równaniami da nam równanie pierwotne, 
które będzie całką ogólną założonego równania, gdy za pomocą 
związku (2) wyrugujemy z niego jedną stałę. 
Tym sposobem można całkować np. równanie GLATRAUT'a : 
y=zy + f (y). 
Połóżmy bowiem 
y—cy =a, y=b. 
Ponieważ różniczkowanie napisanych równań prowadzi do tego 
samego równania różniczkowego rzędu 2° 
y = 0, 
przeto jeżeli między temi równaniami wyrugujemy y, otrzy- 
mamy równanie pierwotne 
y= br + a, 
które będzie całką ogólną równania Clairauta, gdy w nićm 
położymy a = f (b); jakoż wtedy będzie 
y=br+ f(b), 
jak w ustępie 4'7y™, 
PRZYKŁAD 15%, — « Znaleźć krzywę, w któréj długość nor- 


malnćj jest daną funkcyą odciętćj punktu, w którym ta nor- 
malna przecina oś z. » 
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Krzywa szukana ma za równanie różniczkowe 


YN =y =f (£+ yy). 
Kładąc 


c+yy=a yy ry =b, 


i różniczkując te dwa równania otrzymamy jedno i toż samo 
równanie różniczkowe rzędu 2° : 1 + y* + yy" =0. 


Aby więc otrzymać całkę ogólną, trzeba wyrugować y mię- 
dzy napisanemi dwoma równaniami i w wypadku rugowania 
założyć b == f (a). Tym sposobem znajdziemy 

(c—a) + y = [f a). 
To równanie przedstawia koło, którego środek leży na 
osi z w odległości a od początku; promień tego koła jest 
równy f (a). 

Prócz koła znajdziemy jeszcze inną krzywę, która odpo- 
wiada rozwiązaniu osobliwemu. W tym celu wyrugujmy a 
między równaniem ogólnóm i jego pochodną względem a: 
będzie : — (c—a)=f(a)f (a). 


tgh A 
W szczególności, gdy /(a) =n?” a*, potrzeba wyrugować a 
między równaniami : 
(z — a} +y=na i 2(x— a) +n=0. 


Ztąd wypływa 


ne 
PEET 
równanie paraboli. 
PRZYKŁAD 28i, — Rzut linij krzywiznowych elipsoidy na 


płasczyznę zy ma za równanie różniczkowe : 


Acyy? + (x? — Ay’ — B) y' — zy = 0. 
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To równanie można sprowadzić do kształtu : 


Agi + Bo + b =0, 
gdzie =" , Y= 4? — tyy. 


Równania: 

Yyy j 

W =a, y—acyy =b, 

z 
gdy je zróżniczkujemy, prowadzą do tego samego równania 
różniczkowego rzędu 2 : yy — xy”? — © yy =0. Jeżeli przeto 
między niemi wyrugujemy y, a z wypadku rugowania wyru- 
gujemy b za pomoca związku : 


Aab + Ba + b =0, 


otrzymamy 


Ba 
y? — aa" + ——— = 
I Yi Aa +1 
na równanie skończone rzutów linij krzywiznowych cepooidy 
na płasczyznę cy. 
Równanie ogólne przedstawia elipsę lub hiperbolę wraz 
z odmianami tych dwóch krzywych. W dyskusyę nie potrzebu- 
jemy wchodzić. 


ROZDZIAŁ VII 


TEORYA CZYNNIKA CAŁKUJĄCEGO RÓWNAN 
RÓŻNICZKOWYCH RZĘDU 48°, 


52. Równania różniczkowe dokładne. — Całkowanie 
równań różniczkowych rzędu 4° a stopni wyższych daje się 
zawsze sprowadzić do całkowania takichże równań rzędu 4°, 
w których pochodna lub różniczki zachodzą tylko w potędze 
pierwszćj; dlatego tóż w tym rozdziale będziemy najprzód 
przypuszczali , że dane równanie różniczkowe przez rozwią- 


zanie względem c zostało sprowadzonćm do kształtu: 


(1) Pdz + Qdy =0, 


gdzie Pi Qsą funkcyami zmiennych z i y dobrze określo= 
nemi. 

"_ Prócz przypadku, w którym zmienne dają się oddzielić, jest 
jeszcze przypadek drugi, w którym równanie napisane daje 
się ogólnie zcałkować, czyli sprowadzić do kwadratur. Jeżeli 
się bowiem okaże, że lewa strona tego równania jest różniczką 
zupełną jakiej funkcyi / (z, y) dwóch zmiennych zi y, to jest 
jeżeli 


, ydf sdfg deni 
(2) Pde + Qdy == da kap a 


10 
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natenczas równaniu (4) nie może się stać zadość inaczćj, tylko 
kładąc 


(3) fe, yV=U, 


gdzie G jest stałą dowolną, i w takim razie (3) będzie całką 
ogólną założonego równania (1). 


Chcąc atoli, żeby postępowanie miało wartość naukową, 
trzeba rozwiązać, jak widzimy, dwa zadania: 


iċ? podać znamię, za pomocą którego możnaby rozstrzygnąć, 
czy strona pierwsza równania (1) jest różniczką zupełną jakićj 
funkcji f (x, y) albo, jak się jeszcze mówi, czy równanie 
różniczkowe (1) jest « równaniem dokładnóm », a jeżeliby się 
rzecz tak miała istotnie, znaleźć 


2re tę funkcyę, a tém samém całkę ogólną równania (1). 


Dajmy, że lewa strona równania (1), jest różniczką zupełną 
jakićj funkcyi f dwóch zmiennych v i y czyli, że 


Rozumiemy te dwa równania tak, że obydwa są tożsamo- 
ściowemi. Różniczkując te równania odpowiednio co do yi co 
do z, mieć będziemy 


a że według prawa o porządku różniczkowań lewe strony tych 
dwóch równości są równe, będzie zatóm 


IP 2 
(4) = =. 
| y de 


Warunek (4) jest koniecznym ażeby równanie (1) było równa- 
niem różniczkowóm dokładnóm. 
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Dowiedziemy teraz, że powyżćj rzeczony warunek jest także 
dostatecznym. Jakoż, przypuśćmy że chcemy żnaleźć funkcyę 
fz, y) taką, aby jéj różniczka zupełna była równą wyrażeniu 
Pda + Qdy: 
df= Pde + Qdy, 
czyli, żeby było 
UP SZ GR 
ZL s, f dy z. 


Pierwsze z tych równań daje 
5) poż (3 Pde +Y, 


gdzie kwadratura wskazana odnosi się do samego z znajdu- 
jacego się w P, a Y oznacza ilość dowolną, która nie powinna 
w sobie zawierać z, ale może zawierać y a zatém być funkcyą 
ilości y. Pozostaje teraz wyznaczyć Y tak, żeby i drugiemu wa- 
. .’ t: . . 0 , 
runkowi uczynić zadość, to jest ażeby było L = Q. Ró- 
£ 
żniczkując w tym eelu równanie (5) cząstkowo względem y, 
otrzymamy : 


s 3 
A 4 
Í Eu; dy dy 
zkąd j 
| paz 
(6) o sirń | 
dy dy 
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Tu Y nie zawiera w sobie z, jeżeli przeto to równanie ma 
się utrzymać, to i druga jego strona nie powinna zawierać z, 
powinno więc być 


dy 
JT 0, 
czyli 
d Rib 
52 dy > 


to jest warunek (4) powinien być dopełniony. Jeżeli temu wa- 
runkowi zadość się stanie, natenczas znajdziemy z (6) 


f Ja 
(= — dh + 0. 
Y ERANTS 


Wstawiając tę wartość na Y w (8), mieć będziemy 


9 | Pdz 
(7) f= | Pas + 0— v dy + Q, 


funkcyę dwóch zmiennych z i y taką, że jéj różniczką zupełną 
będzie lewa strona równania (1). 


A zatóm, jeżeli warunkowi (4) czyni się zadość, to całką 
ogólną równania (1) będzie funkcya (7), przyrównana do zera 


x 
p d f Pda 
(8) d Pdz + Q= - dy + C=0. 


Trzeba jednak pamiętać, że J: Pdz ma się brać cząstkowo, to 


jest : że w tóm całkowaniu y należy uważać za ilość stałą. 
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PRZYKŁAD. — Niech będzie : 


> zi | ice) —y dom A 


Tutaj 
1 y? Voa 1 
P= = — — Q 4 
"em "Ez 
zkąd nd 
ER! a ganra | 
y dz E EE 


Warunek (4) jest więc RTN Ponieważ następnie 


2 
Pdz=| |5, zy | 180 + > Y , 
f Sp : —y 


Jam ttr 


równaniem więc całkowóm będzie : 


gz + — y a W 


czyli 


Y lgt + C—=0. 
kaj ARÓW | 


53, — Całkę równania dokładnego można otrzymać jeszcze 
sposobem następującym. 
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Dajmy, że równanie (1) jest dokładnóm, a przeto, że zacho- 
dzi równość (2) niezależnie od wszelkiego związku między 
x iy. Ponieważ ta równość jest niezależną od związku między 
zmiennemi zi y, ustanowionego równaniem założonćm (1), 
możemy więc jednę z tych zmiennych uważać za stałę, a po- 
mimo to równość o którćj mowa nie naruszy się. Uważając y 
za ilość stałą, a zatóm kładąc dy =0, otrzymamy z (2) 


df= Pdt; 


a jeżeli to wyrażenie zcałkujemy w granicach od x, do x, gdzie 
©, jest jakakolwiek wartością szczególną dla z, mieć będziemy: 


i £ 
f la "m Pdz, 
To 
pojmując pod /, wartość funkcyi f w założeniu £ = z. 


Aby wyznaczyć f, różniczkujmy napisane równanie wzglę- 
dem y; tym sposobem otrzymamy. 


l DV; 
a że winno być A = Q, przeto 


df, =\Q— e PAN dy. 
a 
J 1 SPdą 
Ponieważ wyrażenie () — 7 nie zawiera w sobie f, 


możemy w niém założyć £ = £p a wtedy równanie ostatnie 
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zamieni się na 
dj = Qydy, 
gdzie Q, jest wartością dla Q w założeniu z = x, Z ostatniego 
równania, gdy je zeałkujemy w granicach od y, do y, gdzie yo 
jest wartością dowolną dla y, otrzymamy 


y 
l = Qdy . 
Yo 


Równaniem więc całkowém założonego równania dokładnego 


(1) będzie 
$- Pdz + JE Q,dy =0; 
a, 


0 


tutaj nie dodaliśmy stałćj dowolnćj, gdyż nią będzie wartość 
dowolna y,, która przyjmie y dla wartości z = z,. 


Postępowanie teraz wyłożone jest dogodniejszćm w użyciu 
od poprzedzającego ; albowiem oba całkowania są teraz niezale- 
żnemi jedno od drugiego, gdy tymczasem według sposobu 
poprzedzającego trzeba najprzód uskutecznić całkowanie co do 
x,a dopiero po uskutecznieniu tego całkowania można utworzyć 
wyrażenie, mające być całkowanóm względem y. Go do wartości 
szczególnćj na z, to tę wartość z, należy tak dobrać, ażeby 
ani P ani Q w założeniu z = z, nie stawało się nieskończonćm 
albo téż nieoznaczonćm. 


PRZYKŁAD. — Niech będzie 
(c" + y) dze + (y* + cydy=0. 
Tutaj 


P=c"+y 0=y'+2 MTT! 


http://rcin.org.pl 


152 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH, 


Całka ogólną jest więc: 


T y 
(1 + y)dr + | (y" +z)dy = 0, 


To Yo 
to jest 
2” 41 LATI yn | yi 
— + YL — YL + - —- + zy — L Y= 
SW GA FT aaia wa FET e A dor a O ada 
czyli: 
+ cy + = + Mn 
m +1 "ABA m +1. ao FE 
albo nareszcie 
pm+F1 nti 
z cy + J_—_ zi. 
m esi. A n+ 1 


54. Teorya czynnika całkującego. — Jeżeli równanie 
różniczkowe 


(1) Pde + Qdy =0 


nie jest dokładnóm, a zatém jeżeli warunkowi 7 = joł 


czyni się zadość, poprzedzający sposób całkowania da się użyć 
tylko wtedy, jeżeli potrafimy znaleźć czynnik M zwany 
« czynnikiem całkująacym », przez który równanie pomnożone 
zamienia się na dokładne. Że taki czynnik istnieje, dowiódł 
pierwszy Euler. 


nie 


Jakoż, niech 
(2) [(z, y)ze 


będzie całką ogólną równania różniczkowego (1). 


Różniczkując równanie całkowe (2) otrzymujemy : 


de + Edy, 
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To równanie i równanie różniczkowe dane (41) dać powinny 


d pRO $ c ) 
na de wartości jednakie, a zatćm powinno być 
c 


PR Q, 
dz dy 
czyli 
df sidh 
3 DE LsAY 
(3) p=Q=M 


gdzie M jest pewna funkcyą zmiennych z 1 y, zkad 
af df 
RZE === MO: 
i MP, e MQ 


Jeżeli teraz równania otrzymane pomnożymy odpowiednio 
przez dz i dy i następnie dodamy je do siebie stronami odpo- 
wiedniemi, będzie 


M (Pdz + Qdy) = Uae al Lay = dfe, y). 


A zatćm: «jeżeli rownanie dane (4) pomnożymy przez 
funkcyę M, określoną równaniami (3), natenczas to równanie 
stanie się dokładnóm ». Z wzoru (3) widzimy nadto, w jaki 
sposób czynnik całkujący M jest związany z pierwszą stroną całki 
ogólnćj, sprowadzonćj do kształtu /=c. 

«Mając jeden czynnik całkujący równania różniczkowego 
(1) tudzież całkę tego równania, można otrzymać nieskończe- 
nie wiele innych czynników całkujących. » 


Jakoż, jeżeli f (z, y)==c jest całką równania (4), całką tego 
równania będzie widocznie także o (f) =c ; albowiem rozwią - 
zująe torównanie względem / otrzymujemy /==stała. Funkcya 
9 jest tu zupełnie dowolną. Podstawmy w jednóm z równań 
(3) o (f) za fi oznaczmy przez M wartość odpowiednią na czyn- 
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nik całkujący ; będzie wtedy: 


af ać 
M=). p=rU).$" 
a przeto | 
a) M =M (f). 


A zatóm : « mając czynnik całkujący M równania (1)i całkę 
f=c, dającą się otrzymać teraz za pomocą kwadratur, otrzy- 
mamy inny czynnik całkujący tegoż równania, gdy czynnik M 
pomnożymy przez funkcyę jakąkolwiek ilości (całki) f». 


Równanie (4) przedstawmy pod postacią 
i Na 2 
(3) a ="). 
Ztąd czytamy, że «stosunek dwóch czynników całkujących 
tego samego równania (1) jest całką tegoż równania ». 


55. — Dowiódłszy istnienia czynnika ceałkującego, trzeba 
teraz znaleźć sposób na jego wyznaczenie bez uprzednićj zna- 
jomości całki równania różniczkowego. 


Niech M będzie czynnikiem całkującym równania (1). Po- 
nieważ teraz równanie 


M(Pdz + Qdy)=0, 
jest dokładnóm, mamy więc : 


3.MP _2.MQ 


? 


dy dL 
czyli 
M pM uP 009 


Chcąe zatóm znaleźć czynnik eałkujący, trzebaby umieć 
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całkować równanie różniczkowe cząstkowe (6); a że to równa- 
nie jest pospolicie zawilsze od równania (1), postępowanie 
więc przez szukanie czynnika całkującego, mówiąc ogólnie, 
nie przynosi żadnćj szczególnćj korzyści. 


Ażeby ze znajomości równania różniczkowego (6) wycią- 
gnąć jaki pożytek, musimy zadanie odwrócić, i zamiast szukać 
czynnika całkujacego dla jakiegokolwiek danego równania 
różniczkowego, starać się będziemy, wynaleźć równanie ró- 
zniezkowe któreby miało jakakolwiek daną funkcyę za czynnik 
całkujący. 


Dla wyjaśnienia .tego postępowania rozwiażmy dwa nastę- 
pujace zagadnienia. 

ZAGADNIENIE 152%, — « Znaleźć równanie różniczkowe, któ- 
rego czynnik całkujący jest faunkcyą saméj tylko zmiennćj z. » 


Niech będzie 
M=g(z). 
d > 
Ponieważ w tym przypadku eya; =ð, równa- 
nie (6) zamieni się więc na następujące : 
Kobiebicw MaRe SrA 
wwz jE -E]; 


zkad 


g(a) A QE ap 


Qly Śr 


(z) Q 


Strona pierwsza tego równania nie zawiera w sobie y; jeżeli 
więc ono ma się utrzymać, to i druga jego strona nie powinna 
w sobie zawierać zmiennćj y. Jeżeli ten warunek zachodzi, 
wówczas całkując otrzymamy z równania ostatniego 


À LANP 20 
esta= ff E 
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zkąd 
n gae 
fz ——— jdr 
u al dy (aj? 
(7) g(r) =M=e 


«Ażeby więc równanie Pdz + Qdy==0 posiadało za czyn- 
nik całkujący funkcyę samćj tylko zmiennćj z, wyrażenie 


4 òP d . . . . . . 
1 (fE nie powinno zawierać w sobie zmiennćj y.» 
Ql0y dx 


Warunek ten jest dopełnionym, jeżeli równanie założone 
jest linijnćm, czyli kształtu : 


dy + (Xy —X,)dz =0, . 

gdzie X i X, są funkcye samego tylko z. 
Jakoż tutaj P= Xy — X, Q= 1, azatém 
A 


Q Vy Ac 
Według więc wzoru (7) będzie 
Kde 
M= K 


czynnikiem całkującym założonego równania linijnego. Īsto- 
tnie, mnożąc to równanie przez wartość dopiero znalezioną 
dla M, otrzymamy : 


[xaz 


Xdr X 


; da 
e  dy+ „e! Xdr —X,e dz==>0; 


czyli 


Xde Xda 
akpi kid. dz. 


Całkująac mamy 


Xde Xdz 
k À =c+ [xe da, 
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czyli 


— | Xdz Xdz 
ya J (e [xe MI 


jak w ustępie 42m. 

ZAGADNIENIE 28ie, —- « Znaleźć równanie różniczkowe, któ- 
rego czynnik całkujący jest funkeyą jednorodną zmien- 
nych giy.» 

Niech będzie 


M=a?v(v), gdzie v=%, 


Ponieważ teraz 


= dM 


Ti. r 27" a pr = Ptg (v), 
równanie dak (6) zamienia się na następujące : 
d NU 
O[per""ęh) —2-*yg(0)] — Pee) =ar (77 — zz) 


dr 
zkąd : 


„(PP 200 
KOMA (AR W S5) 
TÓW Pe + Qy ; 


Pierwsza strona tego POER jest funkcyą samego tylko 
v; jeżeli więc to równanie ma się utrzymać, jego strona druga 
powinna się także dać wyrazić w funkcyi samego tylko ilo- 


razu w=% zmiennych z i y. Jeżeli przypadek o którym 


mowa zachodzi, mnożąc wtedy ostatnie równanie przez dy 
i całkując, otrzymamy : 


P 0Q 
pQr — ( a> 
1gę(0) = fi aaa dv; 
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azatóm 
" w(v)do 
(8) M=u?ę(5) =21Pe » 
gdzie 
pQr = eS — =! 
APVO A a 
Pz + Qy 


« Ażeby więc równanie różniczkowe Pdz+-Qdy= 0 miało za 
czynnik całkujący funkcyę jednorodną zmiennych ziy, wy- 


ðP- -DQ 
dk a 
peoga) 


rażenie 
Pz + Qy 


powinno dać się przedstawić 
w funkcyi samego tylko ilorazu osz? tychże zmiennych.» 


Tego warunku dopełnia równanie różniczkowe jednorodne. 
Jakoż, jeżeli 


P=rx(v), Q(=z'y(v), 


mamy 
"w 
PREETY Sa POR d nmi n= nh’ 
E A, a OEO) 
a zatem hd Z 
wfsjca PZU a x (0) + na" *y(v) ZEW), 


Fy(v) + z"yy(v) 


— (n+ py) —[x0) + vy(0)] 
z(0) + vy(v) 
— (rp FAWO)—D0)-PYlv) + 09 (0). 
xv) + vy(v) 


a że teraz 


A ba yowi g 
J*bh=l+p1 | z eio +09 o), 
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więc czynnik całkujący równania jednorodnego jest : 


W(v)dv 
TE Kika latda 
feod a O TERRA 


M = zre E EAA 
x(%)-+ oy(o)  * 
czyli 
vfodv) i 
„ot ko) Ore 
M= 


Pz + Qy 


Prostsze wyrażenie czyfńika całkującego otrzymamy, biorąc 
zailość dotychczas dowolną p wartość szczególną —(n+-1); 
albowiem wtedy wyrażenie ostatnie zamieni się na : 

4 
tbs + Qy 

Mnożąc założone równanie jednorodne przez tę wartość 
M, otrzymamy : 

| Pde + Qdy __ 
Pe+Qy 


, 


czyli kolejno 
ary(vjdzc + z"v(v)loda + edv) _ 


OJA O T 

SIZ0 + voyo) Jde + atiye 
c"*"[x(0) + »%(v) ] j > 
dx 33 *(v)dv 


? 


T ZOHO 


równanie o zmiennych oddzielonych, którego strona pierwsza 

jest przez to samo różniczką zupełną funkcyi dwóch zmien- 

nych g, v. Całkując to równanie otrzymamy 

Iga + fk ai ocz z= 

o x ? 
x(v) + vy(v) 


jak wustępie 39v". 
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UWAGA. —Okazaliśmy, że gdy równanie różniczkowe Pdz+ 
Qdy =0, jest jednorodnóm, czynnikiem jego całkującym jest 
1 
Pr Qy 
To twierdzenie staje się zwodniczém, jeżeli Pæ + Qy = 0. 
Nie trudno jednak okazać ogólnie, że jeżeli Pz Qy =0, 


natenczasczynnikiem całkującym będzie i nawzajem, 


psc iais 
Pz — Qy 

1 : $ 
RESTA za czynnik całkujący, je- 


żeli Pz--Qy=0. Wypływa to bezpośrednio z tożsamości: 


Pdr + Qdy = 3| (Pr + (Z + +Pz—Qy( 72) | ) 


że równanie mieć będzie 


czyli 
Pdr + Qdy => JE + Qy)d lg(xy) + (Pe — opaig(>) |: 


= Jakoż jeżeli Pz + Qy=0 lub Pr— Qy =0, ta tożsamość 

zamienia się odpowiednio na : 
Pdz + Qdy__1 z Pde + Qdy 
= dl pw. Lat 


Pdz + Qdy 2 = dlg(cy). 
Pz — Qy Pr+Qy 2 * 


J)” 

Ponieważ w tych równaniach tożsamościowych strony drugie 
są różniczkami dokładnemi, przeto strony ich pierwsze będą 
także różniczkami dokładnemi. A zatem, jeżeli Pe +- Qy = 0, 


wtedy jest czynnikiem całkującym, a jeżeli Pr— Qy 


Ne 
Pe — Qy 


=0, wtedy czynnikiem całkującym będzie Bo 06 . 
56. Twierdzenie P. Malmsten'a. — W najnowszych 
czasach wyprowadził P. Malmsten (Journal Liouville, serya 284, 
tom VII, str. 316-374) z zasady ostatniego mnożnika, o któréj 
będzie mowa w jednym z późniejszych rozdziałów (x11), dwa 
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twierdzenia odnoszące się do czynnika caikującego równania 
różniczkowego rzędu 1°. Te twierdzenia można udowodnić spo- 
sobem następującym. Niech daném będzie równanie różnicz- 
kowe rzędu 41° 


(1) P(z, Y, UNSO 
w którém 


di á 
©) Z =y. 


Wyobraźmy sobie y wyrażoném przez z iy z danego 
równania (1), i wartość tak otrzymaną podstawioną w (2), mieć 
będziemy wtedy równanie różniczkowe rzędu i stopnia pierw- 
szego, które można przedstawić pod postacią : 


(3) dy — y'dx =0, 
albo tóż 
(4) “Y dr=0, 


a rozwiązanie równania (3) lub (4) będzie zarazem rozwiąza- 
niem założonego równania (1). 


Oznaczmy przez M czynnik całkujący równania (3), a przez 
M, czynnik całkujący równania (4); i załóżmy, że te czynniki, 
prócz zmiennych z i y, zawierają także ilość y, która jest tych 
zmiennych funkcyą określona równaniem (1). Ponieważ ró- 
wnania (3) i (4), gdy je pomnożymy odpowiednio przez M i M,, 
stają się dokładnemi, mamy więc według ustępu 54, na wy- 
znaczenie tych czynników całkujących, następujace równania 
różniczkowe : 
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tudzież 


(i y) 
y d. |= 
(6) 3 -( =o. 
Nawiasy mają wskazywać, że pochodne mają być brane wzglę- 


dem xi względem y w założeniu, że y' zależy także od x i y. 
Mianowicie : 


dc e dy de” 

d My __ > [OLM OM 0y y 
dy (ty A ET 
D.M) LM, DM dy 
dy bo y dy dy” 


(z) > x ję 
y O AMA yi, 
5/ YN IS N dy de ah) A 


w skutek czego równania (5) i (6) przywodzą się do następu 
jacych : k 


yy 
Gg y 


M MyM dy ay dy 
; 1 


1M, M, y Ą 
aE uyu. Yy) Jen Eo 


W tych równaniach y jest funkcyą Ee" xiy określoną 
równaniem (1). Równanie (1) wskazuje nadto że y ma być 
funkcyą zmiennej niezależnćj x, dlatego 


DB" a aa 
de dy I sy 
Nadto wypływa z równania (1) 
„kd 
dy 0%, 3. y __ 0%, 39 
dY dy dy” dm e *1* 
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Jeżeli powyższe wartości podstawimy w ostatnich równaniach 
to te równania zamienią się na następujące : 


d dM» d 
JM AM, M = u (88) 


de dy” dy by N 
1M, dM, M N 0% „00 
(e M BÓJ w) "(Ger 

y 


czyli 


dM _ 6 À a 


dz dy * dy , 
t M, y, [78.30], 
Y dz . dz * x. 
| y 
Jeżeli te równania podzielimy przez M i M, izauważymy, 
M FA : 4 dM, __dM, 
że M = dlgM, a prócz tego POR 2" mieć będziemy 
ostatecznie : 
dlgM 0% 9% 
(1) = F 
dz dy * dy 
digM, _3% , 39 
8 PE: „KE Mobi 
y 
zkąd wypływa 
dw 50 òb. òb 
dyi leia aa 
WA (5: "dy ai fw (e: r) 
(9) M =e ZE 


Możemy więc wypowiedzieć dwa twierdzenia następujące : 


1.— « Jeżeli danćm równaniem różniczkowóm jest 


B(x, y, y) =20, 
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a M funkcyą ilości z, y, y taką, że 
4 (2 . db" 
dy "dy 
Maki y ` òy í 
natenczas wyrażenie 


M(dxz—y'dz) 


będzie różniczką dokładną; a gdy to wyrażenie zcałkujemy 
i następnie wyrugujemy y między równaniem całkowóm 


j M(dy —ydz)="C, 


i daném równaniem różniczkowóm, wypadek rugowania 
będzie całką ogólną równania założonego. 


II. — Jeżeli daném równaniem różniczkowóm jest 
Dr, y, y')=0, 


a M, funkcyą ilości z, y,y taką, że 


natenczas wyrażenie 


M 
— (dy — y'dx), 
y YY 


będzie różniczką dokładną, a gdy to wyrażenie zcałkujemy 
i następnie wyrugujemy y między równaniem całkowóm 


IE (dy —ydx) =C, 


-i daném równaniem różniczkowóm, wypadek rugowania 
będzie całką ogólną równania założonego. 
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Aby te twierdzenia doprowadziły do całki, wyrażenia 


43) 2) DT 7 
Easpag i ET [77 
ć ea sa] 

Y 


powinny się dać przedstawić jako różniczki dokładne. 

57. — Celem objaśnienia tego postępowania rozwiążemy 
parę przykładów. 

PRZYKŁAD 152%. — «Znaleźć krzywę, któraby dzieliła część 
normalnćj zawartą między osiami spółrzędnych na dwa od- 
cinki, z których jeden jest jakąkolwiek funkcyą drugiego. » 


Równanie różniczkowe szukanćj krzywćj jest następujące : 
Q s VI= y =f yvi), 


lub, gdy'dla skrócenia położymy 


yyl ry*=u, f(uj=o(u).u, 


(b) ® = yy v(u)— i =0. 
Tutaj 
NU 
NE Ch 
NU +00 o (ujyy 
— = gz [x u) + UE |: 
jå dy M +y” 
y 


a że równanie (b), gdy je zróżniczkujemy względem wszyst- 
kich zmiennych, po wykonaniu łatwych uproszczeń daje : 


w (uyy” Le A: dz 


u | 
ot ry wy digtctyy)” 
więc 
db i da EŃ dy 


=T digezyy) Agee Ayy) 
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a zatćm 
W dB dlg(c yy) 
da ERĄ dy 
y 


Podstawiając tę wartość w wyrażeniu (9) mamy dla M, 
M =z yy. 


Podług twierdzenia II wyrażenie 
= (dymy de) 


powinno być różniczką dokładną. Całkując to wyrażenie, 
otrzymamy kolejno : 


[= (dy—ydn= | ydy satan [> 
=r=e -— cy + | sd) | zde 


-J RW, | 
= * Z — zyy + | zdy + z) 


y? — r 


k — cyy + J 7 VI + y” du 


— t 


3.2 
= 3 3 syy sc, 


albowiem najprzód ydlyy + y= + y? du, a następnie 
NEU +y*=/f(u). 


„Jeżeli nareszcie położymy : 


ONE J f(uydu = Fua) =F(yVTEY>), 
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otrzymamy równanie całkowe 


272 
(d) U 5 Z — gyy + F(yVl F y’) =C. 


Wypadek rugowania ilości y' między (a) i (d) będzie równaniem 
skończonóm linii krzywćj szukanćj, 


W szczególności, jeżeli f(uj)==u, równanie (a) zamienia sięna 


(e) F=} 


2 
a równanie (d), ponieważ F(u) =5 , na 


i 2 — ge I. | 
(f) LE — ay + GU y’. 


Rugowanie y między temi dwoma równaniami daje 
(9) y — P=, 


co także otrzymać można prżez bezpośrednie całkowanie ró- 
wnania (e). Równanie (g) przedstawia hiperbole równoboczną. 
Hiperbola więc równoboczna dzieli normalnę zawartą między 
osiami spółrzędnych na dwie części równe. 


PRZYKŁAD 28i, — « Znaleźć krzywę taką, żeby prostopadła, 
spuszczona z początku układu na jej normalnę, dzieliła część 
normalnćj, zawartą między samą krzywą i osią rzędnych, na 
dwa odcinki, z których jeden jest funkcya jakąkolwiek 
drugiego. » 


Jeżeli położymy 


"Aa 
u=—Vl + à v= — , w = , 
sy" M +y* ty’ 
zkąd 

(a) u =v +w, 
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równanie różniczkowe krzywćj szukanćj będzie : 

(3) v= f (w). 

Przedstawmy to równanie pod postacią dogodniejszą. Niech 
będzie najprzód : 


Fes iai —w, tedy podług (a) i (b) 


(c) u= = i 
czyli 
(d) (w) G +7) rad 


Z (c) wypływa w= w(u), zkąd »(w) =w,(u). Podstawmy tę 
wartość w (d), otrzymamy wtedy postać żądaną 


(e) P =w (u -23+ |=" 
] (u) y by Y) 


Aby wynaleźć czynnik całkujący, zastosujmy twierdzenie I. 


Mamy : 
jaj. są 
© Made 
Toxa ara 
a a A a $ 
yilenyi ok Y My? 


a że równanie (e), gdy je zróżniczkujemy, po wykonaniu 
uproszczeń daje : 


: 
pi +t a da SERY. da A 
y VI +y dlg Ẹ Aa s) 
przeto 
dD _z de 
y J ag(2— i 
hii "ie ) 
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a zatem 


sag a +y) 


dy * dy da 
Mamy więc 
y ENN U. 
Podług twierdzenia I wyrażenie 
dy — y'dx 
EEE AA 
g 
(a 


powinno być różniczką dokładną. Całkująe to wyrażenie 
otrzymamy 


ARAD TB M fe 
py py sj me 
jed de 
„ÓW pzd 
a am raa A ia) 
Y Macapat 
i y 


d 7 + ydr = yı + y? du, 


lub, ponieważ 


a zatém według (u) i (b) 
T , 
d 7 HAY sake: dw sh dy _ dw a f (wydw 


anng w WW w 


dy — y dz c 
ere z E + v) — |gw — F(w) 


Śri 

y ji | 
RZEZ : | 
-Nl ry” 


h| 


I $ 
=; lgt +y") 
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A '(w 
gdzie F(w) = ii ro dw. 


Rugując y' między równaniem całkowóm 


1 pa 
—1g(4 +y2) — A 
z 81 +y”)—F Ay |=c, 


i daném równaniem różniczkowóm (4) lub (e), mieć będziemy 
równanie skończone krzywój żądanéj. 
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ROZDZIAŁ VIII 


O ROZWIĄZANIACH OSOBLIWYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZ- 
KOWYCH RZĘDU 15". 


58. Uwagi wstępne. — W rozdziale czwartym dowie- 
dliśmy ogólnie, że układ równań różniczkowych zwyczaj- 
nych rzędu 180 prócz rozwiązania zupełnego, zawierającego tyle 
stałych dowolnych, ile jest zmiennych zależnych, dopuszcza 
niekiedy rozwiązanie, zawierające mniejszą liczbę stałych do- 
wolnych i nie dające się otrzymać z rozwiązania zupełnego 
przez podstawienie wartości szczególnych za ilości stałe do- 
wolne. Takie rozwiązanie nazwaliśmy rozwiązaniem osobli- 
wómi podaliśmy w powyżćj wspamnianóm miejscu sposób 
jego wyprowadzenia z rozwiązania zupełnego. 


W szczególności, jeżeli mamy tylko jedno równanie 
różniczkowe rzędu 189 z dwiema zmiennemi, rozwiązaniem 
osobliwóm tego równania będzie związek między zmiennemi, 
niezawierający żadnćj stałéj dowolnćj, który 154 czyni zadość 
temuż równaniu i 2'e nie daje się otrzymać z całki ogólnćj 
przez podstawienie jakiejkolwiek wartości szczególnej a stałćj 
za ilość stałą dowolną, w téj całce ogólnój zawartą. 


W tóm okróśleniu rozwiązania osobliwego należy przez wa- 
runek pierwszy rozumieć, że wartości na zmiennę zależną i na 
pochodnę tćj zmiennćj wyprowadzone z rozwiązania osobli- 
wego, powinny zamienić równanie różniczkowe na tożsamość. 
Tak rozumiejąc ten warunek, opuszczamy rozwiązania (jako 
rozwiązania postronne a nie osobliwe), którebyśmy otrzymać 
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mogli przyrównywając do zera jakikolwiek spólny czynnik 
algebraiczny wyrazów równania. 


W drugim zaś warunku wyrażamy, że rozwiązanie osobliwe 
nie daje się otrzymać z całki ogólnćj przez podstawienie war- 
tości szczególnćj a stałćj za ilość stałą dowolną. Dodatek, że ta 
wartość szczególna ma być uważaną jako stała, wydaje się 
niezbędnym dla uniknienia nieporozumienia 


Określiwszy rozwiązania osobliwe równań różniczkowych 
rzędu 180, zastanowimy się szczegółowo nad ich naturą, i po- 
damy najprzód sposób ich wyprowadzenia z samego równania 
różniczkowego bez uprzednićj znajomości całki ogólnćj. 

59. Wyprowadzenie rozwiazania osobliwego z całki 
ogólnćj. — Już w rozdziale trzecim wykazaliśmy związek 
między rozwiązaniem zupełnóm a rozwiązaniem osobliwóm 
w przypadku najogólniejszym. Gośmy tam powiedzieli, po- 
zostaje nam zastosować teraz do przypadku szczególnego 
którym się zajmujemy. | 

Niech równaniem różniczkowóm daném będzie 


(1), Y =ę(2, Y), 


i dajmy, że znamy całkę ogólną tego równania, którą przez 
rozwiązanie względem y można sprowadzić do kształtu: 


(2) y = f(x, c), 


gdzie c jest stałą dowolną. Jeżeli w równaniu (1) podstawimy 
za y wartość (2),azay wartość 


: 20 IDEE 

(3) Yy OWN | 

otrzymamy tożsamościowo : 
0/ (c, e 

w de n= PA, 
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t. j. równanie (4) utrzyma się przy wszelkich wartościach 
dla c. 


Wartość (2) uczyni także zadość równaniu (1) wtedy, gdy 
ilość e będzie funkcya zmiennćj x dopełniającą pewnego wa- 
runku. Jakoż, uważając c jako zmiennę i w tém założeniu 
różniczkując równanie (2) otrzymamy teraz zamiast (3): 


"o e) df (©, c) de 
"3e del 


Oczywistą jest rzeczą że jeżeli równanie (2), pomimo zmien- 
ności ilości c, ma być rozwiązaniem założonego równania (1), 
podstawienie g(r, f) za y w napisanóm równaniu powinno 
dać nam tożsamość 


Atoli, skoro już równanie (4) jest tożsamością, to równanie 
ostatnie może być tożsamościowóm tylko wtedy, gdy funkeya 
c czyni zadość warunkowi 


df (x, c) de 


de dr rl 


Temu warunkowi zadość uczynić można dwojakim sposo- 


bem : zakładając a 0, lub tóż kładąc” © 9 —=0. W pierw- 
szym przypadku c powinno być ilością stałą ; wracamy więc do 
całki ogólnćj, a w przypadku drugim zdarzyć się może, że ró- 
wnanie warunkowe daje dla c jaką funkcyę zmiennej z. 


Dajmy, że c= x(x); jeżeli rzecz się ma tak istotnie, naten- 
czas podstawiając za c tę funkcyę w równaniu (2) otrzymamy 
nowe rozwiązanie 


(3) y= fis, x (0)]=Y(2), 
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które będzie rozwiązaniem osobliwóm, jeżeli się ono nie za- 
wiera w całce ogólnćj, bo może się zdarzyć, że stała dowolna 
c może do tćj całki wchodzić pod postacią : 


y=zy(e) + (=a) (e — x) o (2); 


tak, że założenie c=y wyjdzie na założenie c=a, a wtedy 
równanie (5), jako zupełnie tożsamo, jakiebyśmy otrzymali 
biorąc za c wartość stałą a, będzie całką szczególną równania 
różniczkowego (1). 


W każdym jednak razie, jeżeli równanie rożniczkowe do- 
puszcza rozwiązanie osobliwe kształtu (5), natenczas to roz- 
wiązanie otrzymamy rugując c między równaniami 


0 
(6) y=f(eo, $ =0, 


z których pierwsze jest całką ogółną a drugie téj całki pochodną 
cząstkową względem c. Ponieważ przy rugowaniu ilości c 
między temi dwoma równaniami zmienna æ może zniknąć, a 
zatóm rozwiązanie osobliwe, które tym sposobem otrzymamy 
będzie zawierało albo obie zmienne y i z albo tylko y. 


Tym samym sposobem daje się okazać, że jeżeli całkę ogólną 
równania różniczkowego (1) sprowadzimy do kształtu 
x= f (y, ©), ż 


wtedy rozwiązanie osobliwe, jeżeli jakie zachodzi, otrzymamy 
rugując c między tą całką ogólną i jéj pochodną cząstkowa 
względem c, to jest między równaniami: 


(7) c=fv09, Ż=0; 


a rozwiązanie osobliwe tak otrzymane zawierać w sobie będzie 
albo obie zmienne z i y albo przynajmniej zmiennę z. 


Jeżeli całka ogólna równania różniczkowego (1) dana jest 
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pod postacią: 
(8) F (z, y, ©) =0; 


uważając wtedy, że 


agy WSZERZ SE 
otrzymamy dla rozwiązania osobliwego równania warunkowe 
następujące : 


(9) 


Jeżeli równanie (8) jest algebraicznćm i całkowitćm wzglę- 
dem xi y, wtedy równaniom warunkowym (9) stanie się po- 


spolicie zadość, jeżeli tylko wyznaczymy c z równania warun- 
kowego 


(10) AF ża 


chyba, że wartość na e tak otrzymana sprowadzi do zera mia- 


nowniki JE EE w równaniach (9). 
dy dr 


Równaniom warunkowym (9) uczynimy także zadość za- 
kładając 


0 
(11) AP Ti 
lecz wartości na c tak otrzymane dadzą rozwiązanie osobliwe 
tylko wtedy, gdy licznik Enic staje się nieskończonością. 
C 


Jeżeli całka ogólna dana jest pod postacią 
(12) F (Z, y) + c =0, 


natenczas tylko warunki (11) mogą nam dać rozwiązanie oso- 
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bliwe, jeżeli takie rozwiązanie istotnie zachodzi. W każdym 
jednak razie przy użyciu równań warunkowych (14) lub (10) na- 
leży sprawdzić czy wartość na c z tych równań wypływająca czyni 


NR: : A 
zarazem zadość równaniom warunkowym (9) czyli 0), 
NA 


Je =Q0, które są równaniami warunkowemi zasadniczemi; 
nadto za pomocą rugowąnia jednćj zmiennćj między otrzyma- 
nóm rozwiązaniem i całką ogólną należy się upewnić, czy 
otrzymana wartość na c, chociaż była wyrażoną w funkcyi z 
i y nie jeststałaą właśnie w skutek związku między zmiennemi, 
wyrażonego przez całkę ogólną. 


60. Znaczenie geometryczne rozwiazania osobli- 
wego. — Zbierająac otrzymane wypadki możemy wyprowa- 
dzić twierdzenie następujące: 

« Rozwiązanie osobliwe równania różniczkowego rzędu 1* 
może być wyprowadzone z całki ogólnćj, dajac w nićj nace 
wartość zmienną wyznaczoną z tój całki ogólnój za pomocą 
jednego lub obu równań 

| dy ðr 
(A) de — 0, — — 0. 

Pierwsze z tych równań nie daje rozwiązania osobliwego 
zawierającego w sobie tylko zmiennę z, a równanie drugie 
nie daje rozwiązania osobliwego zawierającego w sobie tylko 
zmiennę y. 

Jeżeli całka ogólna dana jest pod postacią F=0, gdzie strona 
pierwsza jest funkcyą całkowitą zmiennych viy, można dla 
dogodności użyć jedynego równania warunkowego 


(B) BR 


W przypadku nareszcie, gdy całka ogólna dana jest pod 
postacią F + c=0; rozwiązanie osobliwe wypłynie z równań 
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warunkowych 
OF dF 
(0) dy = ©, 3 == RED 


Przy użyciu równań warunkowych (B) lub (C) należy za po- 
mocą następnego rugowania sprawdzić, czy wartość na e 
z nich otrzymana nie jest stałą w skutek całki ogólnćj; nadto 
należy się upewnić, czy warunkom zasadniczym (A) staje się 
zadość. 


Ze sposobu wyprowadzenia rozwiązań osobliwych z całki 
ogólnćj wypływa zarazem znaczenie geometryczne tychże roz- 
wiązań. 


Niech y = f (x, c) będzie całką ogólną, rozwiązana względem 
y. To równanie można sobie wystawić jako równanie nieskoń- 
czenie wielu krzywych, tak zwanćj «rodziny » linij krzywych, 
które powstają wtedy, gdy ilości G nadajemy wszelkie możliwe 
wartości. Tak sobie wystawiając całkę ogólną, różniczkowanie y 
względem e możemy uważać za przechodzenie od rzędnćjyjednćj 

. . 0 . . . . . . r» 
krzywéj do rzędnéj y + = „odpowiadającej tćj samćj odciętćj, 
lecz należącćj do innćj krzywój nadmienionćj rodziny, miano- 
wicie do krzywćj, którą otrzymamy się zcałki ogólnćj przez 
zamianę c na c + de. 
A 

Poddając zmienność ilości y warunkowi z = 0 wymagamy, 
aby to przechodzenie nie zmieniało wartości rzędnéj y, od- 
powiadającéj téj wartości na odciętę x, którą daje równanie 


` 
03 A 0) są 1 A 3 
z: =0. Rozwiązanie więc osobliwe, które otrzymniemy przez 
FARM ; ; Cc dy 
wyrugowanie ilości c między równaniami y =/42, ©), ras 
NZ 


przedstawia miejsce punktów, w których się przecinają każde 
dwie po sobie następujące rodziny krzywych, przedstawione 
12 
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przez całkę ogólną y= f(x, c), czyli wyrażając się ściślćj, 
miejsce punktów, które są granicami położeń rzeczonych punx- 
tów przecięcia. 


A że w tych punktach granicowych wartość na y jest jedna- 
kowa, czy ją wyprowadzimy z całki ogólnćj czy też z rozwiąza- 
nia osobliwego (ustęp 37); miejsce tych punktów granicowych, 
czyli krzywa przedstawiona przez rozwiązanie osobliwe jest 
styczaą do każdćj krzywéj wyrażonćj przez całkę ogólną, którą 
w swym przebiegu spotyka. Widzimy więc, że ta krzywa jest 
« powłóczącą », czyli « obwiednią» linij krzywych w całce 
ogólnój zawartych. 


Dojdziemy do tego samego wypadku, wychodząc z dru- 
À ; dr 
giego warunku zasadniczego E Szy. 
61. PRZYKŁAD 4Y. « Znaleźć krzywę, w której prostopadła 


spuszczona z początku układu spółrzędnych prostokątnych na 
stycznę w każdym punkcie jest linią a daną co do długości. » 


Z warunku zadania wypływa równanie różniczkowe. 
ty —y 


WT a, czyli yzzay al + y? 


To równanie jest kształtem szczególnym równania Glairaut'a 
— za całkę ogólna posiada ono: 


y =ce—afl + e. 


Z równania warunkowego 


dy_ 2 SEZ 
Je 1+C* 
wypływa 
g EERS 
© c= 5 Ai R SEZ 
Va—a* HY y gt 
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podstawiając te wartości w całce ogólnój, otrzymamy na roz- 
wiązanie osobliwe 


G+y =0. 
Rozwiązanie osobliwe przedstawia koło jako powłóczącą 
prostych przedstawionych przez całkę ogólmą. 


PRZYKŁAD 28i, — «Znaleźć krzywę, w którćj normalna jest 
średnią geometrycznie proporcyonalną między odciętą przez 
siebie częścią osi z i daną co do długości linią a. » 

Według warunków zadania mamy równanie różniczkowe : 

yi ry =Va(e+ yy) 
czyli 

y? (1 + y*) —ayy =ax. 
Aby to równanie zcałkować różniczkujmy je na nowo co do 2; 

MOGA | > ay a NA 
pamiętając, że T =, Z zy 2 (ustęp n. 47), będzie : 
(uy —a) (1 + y’ + yy m) =y: 
dy 

To równanie rozpada się na dwa następujące ; 

1 +y’ — Wj, =0 i 2yy —a—=0. 

Pierwsze z tych równań daje 

ydy -_ _dy 


Całkując to równanie mamy 


lgy1 Ty =lg; , 


czyli 
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zkąd 


Podstawmy tę wartość na y w danćm równaniu różnicz- 
kowém i połóżmy k’ = ac, a otrzymamy całkę ogólną : 


(2 — c) +y? = ac. 


, . . . , a . | AE 
Równanie drugie daje y = — - Wstawiwszy tę wartość w za- 
8 Je y 3y 


łożonćm równaniu różniczkowém, będziemy mieli 


2 


Y = at = i a”, 
To drugie równanie całkowe jest rozwiązaniem osobliwóm 
i może być wyprowadzone z całki ogólnej $ 
E (2t A= (r — c)? +y? —ac=0, 


przez wyrugowanie ilości c za pomocą równania warunko: 
wego 


Z równania ostatniego wypływa bowiem c = <£ -+ : a;a gdy 
tę wartość podstawimy w równaniu poprzedzajaącóm, otrzy- 
mamy 


5.4 
y — aa "0. 
y r 


Całka ogólna wyraża szereg kół, których Środki leżą na osi 
odciętych, a promień zmienia się w ten sposób, że gdy © 
jest odległością środka od początku spółrzędnych, koło to 
ma za promień średnią geometryczną między a i c. Roz- 
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wiązanie osobliwe wyraża parabolę powłóczącą wszystkie 
tamte koła. 


PRZYKŁAD 80 . — Niech daném będzie równanie różniczkowe 


y = 8y’ — Acyy. 
Rozwiązując to równanie względem z: 
CR E 
iia aa ETY 
yy 
i różniczkując je co do z; otrzymamy; 


n 
y' (4y +y”) (y= di) = 0. 


To równanie rozpada się na trzy następujące: 


2- 
$ 


y— y =o, 4y” + y” =0, y=0. 


Pierwsze równanie daje 


całkując mamy 


gdzie k jest stałą dowolną. Podstawmy tę wartość na y w da- 
nóm równaniu różniczkowóm, otrzymamy całkę ogólną 


64k y =(1 + 4kc)”, 


albo, gdy podzielimy przez 644/* i założymy — = ¢ 


7 


=¢ (c+ z). 


2 ptak roy 
Drugie równanie daje y = — (2y)?°, a po podstawieniu tćj war- 
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tości w równaniu założonóm, będzie: 


Trzecie nareszcie równanie y ==0 sprowadza dane równanie 
różniczkowe do 
DE 
Tylko pierwsze z tych ostatnich rozwiązań jest osobliwém, 


drugie zaś jest całką szczególną dającą się otrzymać z całki 
ogólnćj zakładając c=0. 
Oba te rozwiązania wypływają z całki ogólnćj wiadomym 


sposobem. Mianowicie ; z warunku: 


Z + z) + 2c=(c + c) =(c + x) (30 + 0) = 0, 


mamy ` 


o EE 
c=—=—— 1 C=—lt; 


pierwsza z tych wartości daje rozwiązanie osobliwe 


4a 


Y FZ = 


2y 


a druga prowadzi do całki szczególnćj y = 0, pomimo, że ta 
wartość jest także zmienną, to ma miejsce dlatego, że założenie 
c =— se wychodzi na założenie c=0. 


PRZYKŁAD 4Y . — « Znaleźć powłóczącę kół, których środki 
leżą na osi wielkiej danćj elipsy a promienie są Sopo 
dniemi rzędnemi téj elipsy. » 


Niech 
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będzie równaniem danćj elipsy. Jeżeli oznaczymy przez c 
odciętę środka jednego z kół, to promień tego koła będzie 


równy sy 1 -5 . Równanie więc szeregu kół jest następu- 


jace : 
b 
F(x, y, c) = 2? +y*— 2cz + (1 +a) —P=0. 


Z równania warunkowego 


ye —2042(1 + z)=" 
oe 
wypływa 
207 < A 
gat 


Podstawiając tę wartość na c w powyższćm równaniu, 
mamy na równanie powłóczącćj: 
Dha y? RZ 
G-- 0.03 N z 
Powłócząca jest elipsa spółśrodkową z daną elipsa i mającą 
tę samą oś mniejszą. 


Spółrzędne punktu styczności (podwójnćj) między tą elipsa 
a jednóm z kół powłóczonych są: 


__e (a? +87) Are ACEIY 


a 


Ażeby y było rzetelnćm, musi być © SA , a przeto pro- 


|. * 


b* 


s<_g a* 1 p TZN i 
mień koła ZA z t.j.» > Vet 


Równanie różniczkowe, któremu czyni zadość tak równanie 
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uważanego szeregu kół, jako tóż równanie elipsy powłóczącój 
tamte koła, jest następujące; 


2 
© + y — 2e(y + Yyy! + ( +2) (© + yy) —6*==0. 


62. Wyprowadzenie rozwiązania osobliwego z sa- 
mego równania różniczkowego. — Przystępujemy teraz 
do drugićj części teoryi rozwiązań osobliwych, mianowicie 
do wyznaczenia bezpośredniego tych rozwiązań bez uprzed- 
niej znajomości całki ogólnćj. Dla większćj jasności będziemy 
traktowali rzecz geometrycznie. 


Niech daném równaniem różniczkowóm będzie 
(1) (£, y, y)=0, 


i dajmy, że strona pierwsza tego równania jest funkeyą alge- 
braiczną, wymierną i całkowitą ilości-z, yiy'. 


Jeżeli w ogóle ma istnieć jakie rozwiązanie osobliwe, czyli 
jaka krzywa powłócząca, krzywe, które w całce ogólnćj 
równania (1) odpowiadają dwom wartościom na ilość stałą do 
wolną c powinny się przecinać, a przeto każdy punkt, wzięty 
na którójkolwiek krzywćj wyrażonćj przez całkę ogólną, można 
uważać jako leżący także na drugiej krzywćj tego rodzaju, na- 
leżącćj do innćj wartości na stałę dowolną. Kąt, pod którym 
te dwie krzywe przecinają się, jest kątem między stycznemi 
poprowadzonemi w tych punktach do tych dwóch krzywych ; 
a więc w punkcie przecięcia muszą zachodzić przynajmnićj 
dwie styczne odmienne od siebie położeniem czyli przynaj- 
mniej dwie wartości na y różne między sobą. Te wartości można 
znaleźć wprost z równania różniczkowego (1), to równanie 
musi więc być przynajmniej stopnia 2” względem y’. « Rozwią- 
zanie zatćm osobliwe możemy mieć wtedy, gdy dane równa- 
nie różniczkowe jest przynajmnićj stopnia 29 względem y' ». 
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Jeżeli uważane dwie krzywe odpowiadają w całce ogólnćj 
dwom wartościom nieskończenie blizkim na stałę dowolną 
i jeżeli ich punkt przecięcia x,y należy do powłóczącćj, na- 
tenczas obie wartości dla y w tym punkcie będą sobie równe, 
a przeto w tym punkcie równanie różniczkowe (1), uważając 
w niém ilość y jako niewiadomę, mieć będzie dwa pier- 
wiastki równe. 


Podług znanego twierdzenia z teoryi równań algebraicznych, 
dwa przynajmnićj pierwiastki y równania (1) będą sobie 
równe, jeżeli staje się zadość warunkowi 


IP(L, YY. 
(2) y Y) i 


« Rozwiązanie zatém osobliwe powinno zadość uczynić je- 
dnocześnie obu równaniom (1) i (2), a przeto także wypadkowi 
rugowania ilości y między temi dwoma równaniami. Wypa- 
dek rugowania ilości y między równaniami (1) i (2) jest ró- 
wnaniem miejsca geometrycznego, w którego każdym punkcie 
dwa pierwiastki y równania (1) stają się sobie równe. Ponieważ 
ten przypadek zachodzi dla powłóczącćj, równanie więc powłó- 
czącej czyli rozwiązanie osobliwe, powinno być zawarte w tym 
wypadku rugowania. Nie można jednak twierdzić, że wypadek 
o którym mowa wynikający z rugowania zawiera wyłącznie 
rozwiązanie osobliwe, albowiem równość dwóch pierwiastków 
y równania (1) może zachodzić także w innych przypadkach. 
Tak np. krzywe wyrażone przez całkę ogólną mogą się do- 
tykać jedna drugićj, a pomimo to punkt styczności może nie 
należeć do powłóczącej; te krzywe mogą posiadać pewne 
punkta osobliwe tak zwane punkta zwrotu (points de rebrous- 
sement), w których niejako dwie styczne zlewają się w je- 
dnę, a przeto dwie wartości na y stają się równemi sobie. 
Widzimy więc, że wypadek rugowania ilości y' między ró- 
wnaniami (4)i(2) wyrażać powinien wszystkie miejsca punk- 
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tów, w których przynajmnićj dwa pierwiastki y równania (4) 
są równe, a pomiędzy któremi znajdować się będzie także po- 
włócząca, jeżeli takowa istnieje. 


Ażeby więc z tych różnych miejse możebnych utworzyć po- 
włóczącą, czyli znaleźć rozwiązanie osobliwe, potrzeba jeszcze 
jakiegoś warunku dodatkowego. Ten warunek dodatkowy 
podał p. Darboux (Bulletin des sciences mathématiques et 
astronomiques, z roku 1873, str. 158 - 176). 


63. Twierdzenie p. Darboux. — Różniczkujmy równanie 
(1) na nowo względem z, uwzględniając przytém równanie 
(2), mamy natenczas 


W p , 


A zatém, ażeby rozwiązanie osobliwe istniało, czyli, ażeby 
zachodziła powłócząca, punkta téj powłóczącćj powinny za- 
dość uczynić jednocześnie trzem równaniom (1), (2) i (3), t. j. 
spółczynnik kątowy y stycznój w którymkolwiek punkcie 
powłóczącćj powinien być spólnym pierwiastkiem tych trzech 
równań. | 


Albo tóż, jeżeli najprzód wyrugujemy y między równa- 
niami (1) i (2), w skutek czego otrzymamy równanie 
D 
A. zzŃ, 
a następnie, jeżeli wyrugujemy y między równaniami (4)i (3), 
w skutek czego otrzymamy równanie 
B0, 


„ natenczas, miejsca, wyrażone przez te dwa równania, powinny 
mieć część spólną, aby rozwiązanie osobliwe istniało. Jeżeli 
ten warunek nie jest dopełnionym wtedy nie będzie wcale 
rozwiązania osobliwego. 
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Dajmy, że te dwa miejsca mają część spólną, wyrażoną przez 
równanie 


(4) w (z, y) =0, 


i taką, że w każdym punkcie z, y tćj części trzy równania 
(1). (2), (3), mają jeden lub więcćj pierwiastków y spól- 
nych. 


f ~ 


e. A m 
Nie trudno okazać, że miejsće (4) czyni zadość równaniu ) 


różniczkowemu (1 
JP 


Nie trudno okazać, że miejsce geometryczne (4) jest zawarte 
pomiędzy miejscami przedstawionemi równaniem różniczko- 
wóm założonćm (1). Oznaczmy, w samćj rzeczy przez y= m 
jeden z pierwiastków spólnych trzech równań (1), (2), (3), 
otrzymamy trzy równania 


JW (z, y, m) 


(3) d(e,y, m) =0, RE 


z=(), 
dL, Y, m) A AP(c, y, m) aa EP. 
dE dy f 


itak otrzymane trzy równania, dające na wypadek rugowania 
ilości m równanie (4), mogą w zupełności zastąpić równanie (4). 


Ażeby mieć spółczynnik kątowy y stycznój do miejsca 
geometrycznego (4), zróżniczkujmy pierwsze równanie (5). 
Ponieważ ilość m jest pewną funkcyą zmiennćj niezależnćj z 
i zmiennćj zależnéj y, mamy więc 


dD, y, m) , dB(c, y m) „, D(z, y, m) (dm | dm ) a 
ORNE HT pań a LC y Y liik 


lub, uwzględniając równanie Arusię (5), 


MPx, y, m) (zr, y, m) y af 
EIEE NES PEIPOT DT at 
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Porównywając to równanie z równanióm trzecićm (5) otrzy- 
mamy 


JB(T, ym), a 
zpych Miast DŻ 


Ap(c, y, m) 
V 


a zatém, jeżeli nie jest zerem, będzie 


y =m. 


Podstawiając tę wartość za m w równaniu pierwszóćm (ò), 
otrzymamy 


© (z, Y, y)=0 


czyli że spółczynnik kątowy y' stycznćj do miejsca geome- 
trycznego (4) czyni zadość równaniu różniczkowemu założo- 
nemu. 


Gdyby było 0. wówczas mielibyśmy m= æ iy =£. 


Ten przypadek jako odnoszący się do punktów zwrotu, 
pomijamy. 


Mamy więc twierdzenie następujące: 


«Ażeby rozwiązanie osobliwe mogło istnieć, powinno się 
stać zadość trzem równaniom 


b, 00 Db, 


— 


p= — — zz 
> dy ? da Jy! 


0 

we wszystkich punktach pewnej krzywćj, t. j. dla każdego 
punktu téj krzywej powinny one dać jednę i tę samą wartość 
na y. Jeżeli temu warunkowi stanie się zadość, będzie wtedy 
istnieć rozwiązanie osobliwe przedstawione przez rzeczoną 
linię krzywą, jeżeli tylko wartość na y, ezyniąca zadość nad- 
mienionym trzem równaniom, nie czyni tożsamościowo zadość 
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równaniu 


PW, 
dy 
które ostatnie z tych równań sprowadza do 
db 
ngA == » 


Podług tego twierdzenia odrzucamy jako rozwiązania 
postronne : najprzód rozwiązania odpowiadające wartości 
y =œ, a które składają się z prostych równoległych do osi y, 
i powtóre takie rozwiązania, które są miejscami punktów 
zwrotu na krzywych wyrażonych przez całkę ogólną. W pun- 
ktach tych ostatnich miejsc jest wprawdzie 


b=) -D REMY 


chociaż równanie 
db , 6 , 0% 


M ża . 
ga zy” eT =0; 


nie zamienia się koniecznie, w skutek drugiego z powyższych 
równań, na 


b 09 , 
s skę zk 04 SEUL: 
edy” 


albowiem w punkcie zwrotu jest y"= œ, a zatém wyraz ostatni 


dD n . , . 
T y” przybiera postać nieoznaczoną 0 X «. 


Ażeby więc wynaleźć rozwiązanie osobliwe, trzeba tak po- 
stąpić : 
Najprzód wyrugować y między równaniami (1)i (2); niech 
ASU 


będzie wypadkiem tego rugowania. 
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Następnie wyrugować y między równaniami (1)i (3); niech 
B==0 


będzie wypadkiem tego rugowania 


Jeżeli krzywe AiB nie mają żadnćj części (gałęzi) spólnćj, 
wtedy pierwsza z nich zawiera punkta zwrotu krzywych wyra- 
żonych przez całkę ogólną a druga zawiera punkta przegięcia, 
t. j. punktaw których y =0. 


Jeżeli zaś krzywe A i B mają jednę lub więcćj gałęzi spólnych, 

np. jeżeli 

A RE ES ENO S 

Prze cz ga, , 
wtedy miejsca a i b zawierać będą odpowiednio punkta zwrotu 
i punkta przegięcia; równania zaś 

c=(;, c =0,..... 
dać mogą rozwiązanie osobliwe. Aby którekolwiek z tych 
ostatnich równań np. c=0 dało rozwiązanie osobliwe, po- 
trzeba aby wszystkie trzy równania (1) (2) (3) dla każdego 


punktu krzywćj c dawały jednę i tę samą wartość na y' i nadto 
aby ta wartość nie czyniła zadość tożsamościowo równaniom 


64. — Dla wyjaśnienia teoryi rozwiążemy kilka przykła= 
dów. 


PRZYKŁAD 4Y . — Mamy dane równanie różniczkowe 


(a) b= yy (£ ~-- w)=e. 
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Jeżeli chcemy uważać z, y jako spółrzędne prostokątne, 
natenczas yy' jest podnormalną a dane równanie znaczy, że 
szukamy krzywćj takićj żeby prostokąt z podnormalnćj przez 
przewyżkę trzecićj ciągło proporcyonalnćj do xi y nad tę samą 
podnormalnę był ilością stała. Aby otrzymać rozwiązanie 
osobliwe, znamy dwie drogi: pośrednią i bezpośrednią. 
Obierzmy najprzód pierwszą. W tym celu trzeba znaleźć 
całkę ogólną. 


Jeżeli położymy w daném równaniu y* =z, to zamieni się 
ono na jednorodne, a przeto, chcąc jezcałkować, trzeba potém 
za z położyć xv dlatego kładąc odrazu 


y? = Tv, 


zkąd 


dv 
— +o 
x£ 


2yy =2 7 


otrzymamy po wykonaniu łatwych uproszczeń : 


gd 4a, 
zkąd 
da dv 
87 yu? —Aaż 


Całkując mamy 
lgx + (=lg (v + Vu —4a*), 


, Ega . , e 
luh, gdy położymy C =l1g ik, od logarytmów wrócimy do 


liczb, 
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a po przywiedzeniu do spółmierności i wstawieniu wartości 
Za v, 


(b) F=% — R Ą =E0), 


Mamy więc całkę ogólną, która wyraża szereg hiperbol. 


Dla rozwiązania osobliwego mamy : 


n 2 2 
A (Z-t) =o. 
(# a 


Temu warunkowi uczynimy zadość kładąc c =œ, lub 


REACH 


— mm LL 
= . 


0. są, aa 
Pierwsze założenie daje całkę szczególną, a drugie daje 
c=" Podstawiając tę wartość na e w całce. ogólnćj (9) 
otrzymamy 
| Y SE UM, 
i to jest rozwiązanie osobliwe. 


Obaczmy teraz, co nam wypadnie przez zastosowanie spo- 
sobu bezpośredniego. 


Mamy 


b=yy*— U —a—=0 


dp y? 

— = Dy — L= 

dY jA aiy 
W 00 ER NOŚ GŁ. 
a my = 2y y? — AA AA 


Rugując y' między pierwszém i drugiém tudzież między 
pierwszém i trzeciém z pomiędzy tych równań, znajdziemy 
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w wypadkach rugowania A = 0 i B=0 
i 
A= A (La? — y5)=0. 
aty? 

BSS TE (4a? £ — y) = 0, 
czynnik spólny z*— 4a’; a zatém rozwiązaniem osobliwém 
może być : 

y =ar 


Ponieważ wartość na y z tego równania wyprowadzona czyni 
zadość wszystkim trzem powyższym równaniom, i nie przy- 
; „W dP ; s STWA 
wodzi do zera nb” żuó 7% a zatóm równanie to jest isto- 

y 
tném rozwiązaniem osobliwém. 


Oba zatém sposoby doprowadziłyby nas do tego samego 
rozwiązania osobliwego. 


Wartość y= 0 nie czyni zadość danemu równaniu. 
PRZYKŁAD 28i. — Niech daném będzie równanie różnicz- 
kowe 
b=(x —2yy?* —4ryy — r =0. 


Używając sposobu bezpośredniego, mamy 


= 2[(z* — 2y”jy — 22y] =0. 
dy 
b 0% , 
zła” Lisi 2[2yy? + cy” + yy + 2] 


Rugując między dwoma pierwszemi równaniami y, znaj- 
dziemy 


Ae + 2y') (P —2y)=0. 
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Ponieważ z trzech czynników w A tylko drugi czynnik zró- 
wnany do zera 


a + dy =0. 
czyni zadość wszystkim trzem równaniom, a nie przywodzi do 
zera ani Y ani oł: przeto rozwiązaniem osobliwóm będzie 
jedynie 
a? + 2Ży =0. 


Ponieważ dane równanie jest jednorodaćm, wynalezienie 
całki ogólnćj nie jest trudnóćm. 


PRZYKŁAD 30 . — Niech daném będzie równanie różniczkowe 
B= 2ry(1 + y’) — (cy + y} =20 


równanie do którego prowadzi zagadnienie rozwiązane 
w przykładzie 21m ustępu 4680. | 


Całka ogólną tego równania jest 
F=(e—yV—'(Veyy): —c=0. 


Aby otrzymać rozwiązanie osobliwe użyć trzeba równań 


"am z 14 AE ee. 1 FE ._ p dE amm 
warankowych reg 0 | z = 6; gdyż hh ==], 

Ponieważ 

dF (va tyjemy) — (vzv) 

— =— (Y3—1) ac = 

AD (2 —y)37V* Vy 


. . . « . . . . + f $ 
widzimy więc, że rozwiązaniami osobliwetni mogą być 


cg—y=0 c=0, y= 
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Pierwsze z tych równań nie jest rozwiązaniem osobliwóm, 
bo wypływa ono z całki ogólnćj zakładając GQ=0. Dwa 
ostatnie równania czynią zadość i nie dają się otrzymać 
z całki ogólnćj przez podstawienie wartości stałćj za ilość G, 
są więc one rozwiązaniami osobliwemi. 


Aby'otrzymać rozwiązania osobliwe sposobem bezpośre- 
dnim, uważmy że 


= = 4cyy — 2(cy + y)z 


NU y , | 
sg A + y’) — aey’ + y)y 


dD 2 i 
ag M0 Hy?) — 2(zy +y) 


db 00, A } 
2 Di FUTRA tU Aay]. 


Ztąd otrzymamy 
A = zyl —y), 
B = gy2 + YyJ(c—y), 
A zatém rozwiązaniami osobliwemi mogą być 


c=(), y=0, 8 my = 0 


ż b . 0% 
ż żeni == Z 7 i zera — 1 — 
Ponieważ założenie y==% przywodzi do mey * 


przeto c—y=0 nie jest rozwiązaniem osobliwóm; lecz 
w rzeczywistości jest ono rozwiązaniem szczególnóm. 


PRZYKŁAD 4%, — Równanie różniczkowe kół przedstawio- 
nych przez równanie 


a? + y? — Zac — By + K =0, 
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gdzie u i ß są połączone związkiem 
ma + np” = 1, 

jest następujące : 

D(z, y, y) = my? — 2ayy — a* + KY 

+ n(wy — ry yy + KYY — (y — zy)”. 
Tutaj będzie 
A=(2 +y? — Kinm? + yY? + K? — ma” — ny” |. 
Czynnik drugi odpowiada powłóczącćj kół. Aby zbadać 
czynnik pierwszy, podstawmy w pierwszych dwóch kwadra- 
tach znajdujących się w ©, bądź wartość na 4°, bądź tóż war- 
tość na xz? wyprowadzoną z x? + y* — K =0; tym sposobem 
otrzymamy 
amy'(y — cy)” + ina*(cy —y) — (y— cy) =0, 


wartość zatóm na y odpowiadająca temu czynnikowi jest 
PES? 


To już jest dostatecznćm, dla okazania, że rzeczony czynnik 
niedaje rozwiązania; albowiem,dla wszelkich punktów koła 


z? + yY? —K=0 powinno być £ + yy =9, a przeto y = — A 
Wypadek ten zresztą jest w zupełności zgodny z twierdze- 


niem ustępu poprzedzającego; wartość bowiem na y przy- 
wodząca do zera trzy kwadraty w ©, czyni zadość równaniom 


dP 09 db 
330%: , PRU TAA ®% = 0; 


teorya zatém ogólna nie. wskazuje nam, jakoby czynnik 
z2? +y’ — K musiał koniecznie dawać rozwiązanie osobliwe. 
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Ten czynnik znajduje się także w wyrażeniu B, które jest 
kształtu : 


B=O(z, y, i) D(z, y, — (2? + y? — K)*|mn(a* +y* 
+ KP — mz? —ny’], 


gdzie ¿=\— 1, » zaś oznacza pewną liczbę. 


65. Uwagi ogólne nad teoryą poprzedzającą. — 
We wszystkich czterech przykładach wypadek rugowania A 
zawiera prócz czynnika dającego rozwiązanie osobliwe je- 
szcze drugi czynnik, który zrównany do zera, albo nie jest ża- 
dnóm rozwiązaniem, albo tóż jest całką szczególną. Ten drugi 
czynnik zachodził zawsze w potędze drugićj. Zjawisko to nie 
może być przypadkowóm. Istotnie p. Darboux okazał, że tak 
się rzecz ma ogólnie. Ten dowód odnosi się do takich tylko 
równań różniczkowych, których całka ogólna daje się spro- 
wadzić do kształtu algebraicznego, wymiernego i całko- 
witego. 


Niech 
(1) Fix, y, X) =0 


będzie całką ogólną sprowadzoną już do kształtu algebrai- 
cznego, wymiernego i całkowitego ; 


à jest ilością stałą dowolną. 


Dajmy że równanie (1) jest stopnia neo względem A i że 
pierwiastki tego równania są M, à ,... „ha W przypuszczeniu 
że w tém równaniu (1) A jest niewiadomą t. j. że wartości 
na A odpowiadają jednemu i temu samemu punktowi z, y. 


W tém założeniu, równanie (1) wyraża krzywę algebraiczną 
złożoną z n gałęzi ; każdy punkt z, y tój krzywćj należy uwa- 
żać jako leżący na n gałęziach odpowiadających pierwiastkom 
M, A 3 


Fic ! 
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Dajmy, że zachodzi powłócząca ; równanie tćj powłóczą- 
céj otrzymamy, rugując A z równania (1) za pomocą równa- 
nia warunkowego : 

| AF(Z, y, A) 
(2) NE L= 
Wypadek tego rugowania 
(3) i G0 
będzie równaniem powłóczącćj. 

Z algebry formalnej (Sagajło : Algebra, tom TIsi) wiadomo, 
że ten wypadek ruagowania, zwany także « dyskryminantem » 
formy (1) wyraża iloczyn kwadratów różnic, jakie utworzyć 
można z pierwiastków dy, %, ... Xp, t.j. 

(4) C= MA; —Ą) 
gdzież=4, 2, ...,n—4, a i<jJ<n. 
Niech yy, Y'a ++- . Y'n będą spółezynniki kątowe stycznych 


do n uważanych gałęzi przechodzących przez ten sam punkt, 
będzie wtedy : | 


AF(.z, Y, Ai) 
; TR a 
Yi == m JF(z, Y, 3)” 
dy 


a przeto 


AF(L, Y, 3) AF(z, Y, 4) 


du APEA o | dL 
ST Peya) We y’ 
dy dy 


co także, uwidoczniając czynnik X; — M, tak pisać możemy : 


Yi — Yy =(N—%)Y(%, W), 
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rozumiejąc przez 4% funkcyę symetryczną i wymierną, ilości 
X, dy, zawierającą w swych spółczynnikach ilości z i y. 


Jest więc 


(è) U(y; — y)? = EO m N) O, 3): 
Atoli, jeżeli 
(6) Dx, y, y)=0 


jest równaniem różniczkowém mającém za całkę ogólną ró- 
wnanie (4) i jeżeli to równanie jest sprowadzone do postaci 
algebraicznéj wymiernéj i całkowitćj, natenczas dyskryminant 
formy (6), czyli wypadek rugowania y między równaniem (6) 
i równaniem | 


0% 


będzie równy pierwszćj stronie równania (5), t. j. 


(8) A= Uy: =y. 
Kładąc jeszcze 

(9) D=Hy(X,X j); 

mieć będziemy według (4), (5), (8) i (9) 

(10) Z= Cpe. 


T. j. wypadek rugowania ilości y między równaniami (6) i (7) 
zawiera prócz czynnika Œ dającego rozwiązanie osobliwe, je- 
szcze drugi czynnik D w potędze drugićj. Ten drugi czynnik 
mówiąc w ogólności, zawiera punkta w których dwie z pomię- 
dzy krzywych przez całkę ogólną wyrażonych wzajemnie się 
dotykają, albo téż punkta zwrotu tych krzywych. 

PRZYKŁAD. — Mamy dane równanie pierwotne 
(a) M + NA + PX*=0, 
w którém M, N, P oznaczają fankcyę zmiennych z i y. 
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Różniczkując to równanie względem parametru 4, otrzy- 
mamy 


N + 2PA=:0, 


w skutek czego równanie (4) przywodzi się do następującego : 
2M + NA=0. 

Rugowanie XA między temi dwoma równaniami daje na 
równanie powłóczącćj. ; 
(b) C = N? —4MP = 0 

Aby otrzymać równanie różniczkowe mające (a) za całkę 
ogólną a (b) za rozwiązanie osobliwe, różniczkujmy równa- 
nie (a) względem 2 w założeniu, że y zależy od z. Kładąc dla 
krótkości : 


JM. ðM dN -ƏN A L DP 
ye T HE gg + Faza = zy" 


=: 


dy 
otrzymamy wtedy : 
(c) (M; + May) + (N, + Nay NEP, + Psy) =0; 


a gdy między równaniami (a) i (c) wyrugujemy A np, sposo- 
bem podanym przez Cayley'a (Sagajło, Algebra, tom Isi), mieć 
będziemy żądane równanie różniczkowe : 


[M(N, + Nay) — NM, +My INE, + Pay’) — P(N, +: N.y)] 
—[M(P, + Py) — P(M, + My)? =0 


czyli, jeżeli dla krótkości oznaczymy wyznacznik ab' —aó 
przez (ab), 


(4) *=[(MNg(NP,) — (MP,)] + [(MN.)(NP,) — 2(MP,)(MP.) 
+ (MN,)(NP.) Jy + [(MN;)(NP,) — (MP,y]y*==0. 
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Ztąd wypływa : 
2 = EMN) (NP) —2(VP,)(MP) MN, (NP) 
+ 2[(MN,)(NP,) — (MP,)’]y = 0, 
w skutek czego równanie (d) zamienia się na : 
2[(MN,)(NP,) — (MP,)*] + [(MN;)(NP,) — 2(MP,)(MP,) 
+ (MN,)(NP,) ly =0. 
Rugując między temi dwoma równaniami y otrzymamy 
A=[(MN,)(NP,) -— 2(MP,)(MP,) + (MN, NP? 
—HMNJ(NP,) — (MPJEAMNJNE.) —(MP.)]==0. 


czyli po wykonaniu wskazanych działań i po uskutecznieniu 
uproszczeń : 


M, N, PF 
(e) A=(N*—4MP)|M, N, P, 
M,, Na P, 


Widzimy więc, że ten wypadek rugowania A prócz czyn- 
nika N?— 4MP =C, dającego według (b) rozwiązanie osobliwe, 
zawiera jeszcze czynnik drugi w kwadracie, jak tego wymaga 
teorya ogólna. 

66. Różne własności rozwiazań osobliwych. — Do- 
wiedziemy jeszcze kilku twierdzeń odnoszących się do roz- 
wiązań osobliwych, które dają niekiedy prostsze sposoby na 
wynalezienie tychże rozwiązań. 

Laplace zauważył, że rozwiążanie osobliwe zamienia czyn- 
nik całkujący równania na œ% . Jakoż niech M będzie czynnik 
całkujący równania 4 


(1) y = ABN: 
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a zatóm niech będzie tożsamościowo: 


(2) Miya, pja EED = AE y, 


"dz zt dy 
Niech równanie 4 (x, y) = 0 czyni zadość równaniu (4), nie 


czyniąc jednak zadość równaniu ——= <2- gE a PPE = 0, tedy według 


równania (2) powinno być M = œ. A ida równanie M = % 
zawiera wszystkie rozwiązania równania (4) nie zawarte 
w całce ogólnćj F (c, y)=Q; wszelako, jak zauważył Cockle 
(Quaterly Journal, vol. XII, p. 305-348), prócz rozwiązań 
kształtu æ =stała. Albowiem, chociażby takie rozwiązania 
czyniły zadość równaniu (1) zamieniając obie jego strony na 
s ,to jednak czynniky —6 w (2) przybrałby na siebie po- 
stać nieoznaczoną , © — œ, a przeto nie byłby koniecznie 
równym 0. 


Twierdzenia odwrotnego dowiódł Euler sposobem nastę- 
pującym: 


Ponieważ M jest czynnikiem całkującym, mamy więc 
ðM M 0.Mo__ 


czyli 


Połóżmy w tém równaniu M = S , będzie wtedy 


dN ON D 
3 — — — — — 
(3) e, N m 0. 
Połóżmy N= 0, tedy równanie ostatnie zamieni się na: 
ON dN 
I Smok A P —9=0; 
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a że z równania N= 0, określającego y jako funkcyę z, wy- 
pływa 


ON ON , 0 
mamy więe 

dN , 
4 — — 0 ) = 
(4) ALA OK 


. P 4 . "+ 
zkąd wnosimy, że N == =0, a przeto M =% czyni zadość 


L 


równaniu danemu y' =4. 


Już Trembley spostrzegł, że to twierdzenie nie jest ogólnie 


prawdziwóm. Dajmy np. że N=e*, równanie (3) zamieni się 
wtedy na 


W db | dy 
pana t a z, = ) 
Dz 2d dy” 


żadną więc miara nie dojdziemy w tym przypadku do równa- 
nia (4). 


W założonym tu przypadku F (z, y)=C jest całką ogólną 
równania (1). 


Wyobraźmy sobie to równanie całkowe rozwiązanóm wzglę- 
dem y 


(5) ) y = f (2, 0). 
Ponieważ mamy wtedy tożsamość 
y =f (zx, F), 
a zatém różniczkując ja względem y, będzie 
4=ź af . dF + | 
DF dy 
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lub według tożsamości (2): 


A y_VY 
1=g. M=<M, 


JF 
zkąd 
DYD ANĄ 
6) ię M 


Ponieważ dla rozwiązania osobliwego M=, mamy więc 
włedy także z% = 0. Przyszliśmy do warunku już znanego. 
Różniczkując tożsamość 
df (z, F 
(7,9) = RE , 


względem y, otrzymamy 
dp f(e, PE y Dy. 


dy dDF dy drdc 
czyli według (6) 

J DIY è d? 0 

R=I nuż zje A — g 

dy Jade © De X ; dce 
albo nareszcie 

dy 0: dy 

0) dy da Sde 


Pierwsza strona tego równania jest pochodną względem y, 
wziętą z równania różniczkowego (1) a znajdująca się na dru- 


.,. . d , . . [A . 
gićj stronie pochodna Z ma być wzięta z całki ogólnćj. 


` Ponieważ dla rozwiązania osobliwego, zawierającego w s0- 


bie przynajmniej zmiennę y, jest A ae a zatém to rozwią- 
oe 
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zanie uczyni zadość warunkowi 


Na zasadzie prawa symetryi znajdziemy także : 


Y 
(9) , paia Pelai 
Ja dy 00 


zkąd wypływa, że rozwiązanie osobliwe, zawierające w sobie 
przynajmnićj zmiennę r, uczyni zadość warunkowi 


k 
(10) TARTA 
> Pt 


Równania warunkowe (8) i (10) wyprowadził Laplace. 


Zamiast warunku drugiego wziął Lagrange następujący : 


ni Ap! 
(107) ję aib 

Boole (Treatise on differential equalions) zauważył, że oba 
warunki (10) i (10%) są równoważne z wyjątkiem przypadków 
następujących gdy dla rozwiązania osobliwego y =0 lub 
y =; wypływa to ze związku 


Je, , 
OWE 
00 Faya 


Z warnnku Laplace'owego (8) wyprowadził Lagrange twier- 
dzenie, że dla rozwiązania osobliwego pochodna druga y", 
wyprowadzona z równania różniczkowego przybiera postać 
nieoznaczoną 7 . To twierdzenie jest prostóm następstwem 
twierdzenia p. Darboux, dowiedzionego w ustępie 68%" ,i wy- 
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raża tę własność powłóczących, że styczność między powłó- 
czącą i powłóczonemi nie jest ogólnie rzędu 2°. 


Z tego znowu twierdzenia wypływa, że rozwiązanie 0so- 
bliwe nie uczyni zadość wszystkim równaniom różniczkowym 
rzędów wyższych, które z danego równania różniczkowego 
rzędu 4° dają się otrzymać przez następne różniczkowanie. 


O znamionach na odróżnienie całek szczególnych od roz- 
wiązań osobliwych, podanych przez Euler'a, Poisson'a, Tim- 
mermans'a i Cauchy'ego, mówić. nie będziemy ; gdyż twierdze- 
nie p. Darboux daje nam znamię najpewniejsze iw użyciu 
najprostsze. Zwracamy jeszcze tylko uwagę na ceńną pracę 
p. Houtain (Des solutions singulieres) umieszczoną w Pamiętni- 
kach Akademii Belgijskićj, w którćj są zestawione wypadki 
badań dawniejszych nad rowiązaniami osobliwemi. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ IX 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
RZĘDÓW WYŻSZYCH Z DWIEMA ZMIENNEMI. 
KSZTAŁTY NAJPROSTSZE. 


. 67. Uwagi wstępne. — Z kolei przystępujemy teraz do 
całkowania równań różniczkowych rzędów wyższych z dwiema 
zmiennemi. 


Ogólna postać takich równań jest następująca: 


, 2 n 

1) a (z Z> To a) =0 

Z rozdziału trzeciego wiadomo, że równanie napisane 
dopuszcza zawsze, jako rozwiązanie zupełne, funkcyę y 
¿miennéj z zawierającą n stałych dowolnych, któremi są war- 
tości dowolne, jakie ta funkcya i téj funkcyi pochodne n—1 
pierwszych rzędów przyjmują przy wartości szczególnćj na 
zmiennę niezależną z. Ztąd zaś wypływa że to równanie będzie 
zcałkowanóm, jak tylko znajdziemy równanie pierwotne 


(2) F(Ż;24 2), +. ./--> Oes O 


między zmiennemi z i y z n stałemi, które na y daje wartość 
czyniącą równaniu (t) zadość, i w któróm stałe dowolne tak się 
dają wyznaczyć, aby przy wartości szczególnćj z=z, funkcya y 


i tćj funkcyi pochodne n — 1 pierwszych rzędów m , Ta EA 
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RZY 
dą 1 
. . - . + w — ) 
dziemy odpowiednio przez Yo Yo, Y'o- «sYG" Ve 


przyjać mogły wartości dowolne, które oznaczać bę- 


Równanie pierwotne, które dopełnia tych warunków, na- 
zwaliśmy całką ogólną. Ponieważ trudności całkowania równań 
różniczkowych wzrastają, w miarę jak ich rzęd jest wyższy, 
ważną jest przeto rzeczą sprowadzenie równania różniczko- 
wego rzędu wyższego do innego, którego rzęd jest niższy. Tym 
sposobem zadanie się uprości i niekiedy zdarzyć się może, że 
nowe równanie różniczkowe będzie rzędu pierwszego i da się 
zcałkować za pomocą sposobów wyłożonych w rozdziałach 
poprzedzających. Zajmiemy się zatem najprzód poszukiwaniem 
tych przypadków, w których rzęd równania różniczkowego 
może być zniżonym, i równanie sprowadzonóm do rownania 
różniczkowego rzędu 4°. 


68. Równania zawierające jedną zmiennę i jedna 
pochodnę. — Niech najprzód będzie 


Zaro, 


gdzie f(x) jest funkcyą samego z. Przedstawiając to równanie 
pod postacią 


i całkując, mamy 
dy _ 3 
e PA fio 


Mnożąc ostatnie równanie przez dz i całkując na nowo, 
„otrzymamy : 


y=ó+d+ | de | pojda 
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na całkę ogólna równania założonego ; cie są dwie stałe do- 
wolne. Całkę podwójną strony drugićj można zastąpić dwiema 
całkami pojedynczemi, niezależnemi jedna od drugiej. Jakoż, 
całkując przez części, mamy 


J dz T Mode = frod kes k f(a)zdz, 
y=" + Cz + | | red fre £ de |; 


Jeżeli całki strony drugićj weźmiemy od £= £» t.j. gdy 
napiszemy 


a zatóm 


WED koi 
tdi; AE 
0 


y=c + cz + || f(x) dz — A BE) sde | , 
s T z 


0 To 
i oznaczymy przez y, i y, wartości na yi % odpowiadające za- 
łożeniu L= ky natenczas wartości stałych dowolnych będą 
CZzYy,. „(BY = Z o 
Wyrażenie w nawiasie w ostatnióm równaniu całkowóm 
można przedstawić przez jedną całkę. Jakoż, jeżeli oznaczymy 


przez z nową zmiennę, mieć będziemy dla każdćj funkcyi 
F (z), 


Í " P (e)de = | ` F (8) dz, 
z, wà 
zatóm 
=o f fede | (Opt), 
i U To To z 


14 
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lub, gdy czynnik z przeniesiemy pod znak całkowania, 


pa 
Y =C + cz + (c = z) f (z) dz. 
To 


Tym samym sposobem znajdziemy na całkę ogólną równania : 
d? 
Ta =), 


Y= etiri (as f de | praz. 


Atoli całkowanie przez części, dwa razy powtórzone, daje 


Je [a [rad=(ede | fed fas | fiede 


= [fade 2 fiede + £ [fo)sde 


est więc także 


gć 2 y: Wy y = "A Ci -+ z% 


R 
Ź 


s ah [ef rey- fferi fro e da); 


a gdy całki strony drugićj weźmiemy od z =2,, w skutek czego 
wartości stałych dowolnych będą: 


2 
$ Hh 
n , " 1 , A " 
CY o C SYTE Yo Ć "Yo" toy ot To 0 


i zmiennę pod znakami całkowania oznaczymy przez ż, będzie 
natenczas 


" , © 
y=" + catat 


1 p g z 
y [ef Hadat [7 fG)zdz =f F, raz]. 
1.2]. Jx 4 ni 
i 1) 0 0 
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Przeniósłszy nareszcie czynniki x° i 2% pod znaki całkowania, 
otrzymamy : 


L 
y=e territ | (c — z} f (z) dz. 
2 Ja, 


Tym samym sposobem znajdziemy na całkę ogólna równa- 
nia rzędu n° 


dry pi 
mA =[ (2), 


grami 


1.2...(n—1) 


1 > zyn=1 z 
HEET R. 078% 


gdzie stałe dowolne c, c, c”,... mają wartości: 


2 
y =c"") + OTA g Heel 39 5 +... +C 
ENY 


c= y", e =y am ryt" E ES Y T m A 


a? 
ał- Ye’. ae 
1.2 > 


i 


69. — Niech teraz będzie 
d | 
= (y), 
gdzie f(y) jest funkcyą samćj zmiennéj zależnéj y. 
Mnożąc obie strony tego równania przez 2dy, mamy 
2dy z = K == 2/(y) dy, 
czyli 
e 2 
d (Z) == 2/(y) dy. 
da 
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Całkując będziemy mieli : 


(= c+2 J f(V) dy, 


gdzie c jest stałą dowolną. Z tego równania wypływa: 


PRZEZ. EŃ 3 
Ve+2/7wdr 


a zatćm 
ŚR i m 
Ve+2 ná fC) dy 
Równanie 
2, = f), 


gdy n jest większe jak 2,- nie, daje się ogólnie całkować. 


Ten sposób całkowania można zastosować także do równa- 


nia 
Un +b (2) =f[(), 


gdzie a oznacza spółczynnik stały, a f(y) jest funkcyą samego 
y. Jakoż, mnożąc to równanie przez Zdy, będziemy mieli 


a.(2) + 2a (2) dy =f(y)dy, 


d j 
a gdy założymy (z a =z, wypadnie nam równanie linijne 


dz + 2azdy= f(y)dy, 
. którego całką ogólną jest : 


s= |° + 2 ferfa) dy | 
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Podstawiając za z wartość, otrzymamy 


PESE ETEN 
yefe +2 f eefe) dy | ' 


a zatém 


uwa T CUE 
s : Ve |e+2 i ks [Wdy | 


PRZYKŁAD 152%, — Mamy dane równanie różniczkowe 


d? 
Ta mA U, 


Sposobem podanym dopiero znajdziemy 


t=" + i dy 
Vez ky 


Całkując otrzymamy 


T=C + 216 (ky + Ve ky), 
zkąd 
ękl(t—c) =ky + Ve + ky”. ky, 


a następnie 


y= z ekla fons "NEC ! 
Kładąc dla skrócenia TEA, — 5 4 =B to ponieważcic 


są stałe dowolne, zatóm A i B będa także stałemi dowolnemi. 


tto: //r ora pl 


el tę AŻ 


214 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH, 
Wstawiając te wartości w równanie powyższe, będziemy mieli 
| y = Me" HBe". 
Na wyznaczenie stałych dowolnych A i B mamy równa- 
nia 


k — k k 
Yy = Ae r + Be Y Ya = kAe To kBe 


— ay 
Jeżelibyśmy mieli równanie 
T + ky = 0, 
znałeźlibyśmy tym samym sposobem 
y = A, cos kz + B; sin ke. 


Ponieważ jednak to równanie otrzymuje się z pierwszego 
przez zamianę k na ky — 1 = ki, to całkę jego znaleźć powin- 
niśmy z całki powa zamieniając k na ki, t. j. tą całką 
będzie 

y==Aek"i 4. Beti, 
Lecz i 


koi 2 
Hi —cos ke + isin kt, 


a zatóm 
y = (A — B) cos ka + (A — B) i.sin kz. 
Ponieważ A i B są dowolne, można przeto napisać 
A+B=A, (A—B):=B;, 
a wzór poprzedni zamieni się na 
y = A; cos ke + B, sin kz. 


PRZYKŁAD 28i, — Mamy dane równanie różniczkowe 


dY 
paer -+ by + ©. 
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Kładac y 


mamy 
y =ar + by + e. 
Różniczkując to równanie dwa razy, otrzymamy 

dy” : | 
Wi by”, 

równanie takie same jak w przykładzie 15%m, Mamy więc 

każ AGA. Be WP, 
dla b > 0, 


y" = A, cos (2V —6) £B; sin (cy — 5), 
dla b <0. 
Mając y”, wstawiamy wartość na y” w danćm równaniu, 
t.j. w | 
IAE M. i krycia 
- upsa | 
i otrzymamy całkę ogólną. 


70. Równania różniczkowe zawierające tylko dwie 
pochodne, których rzędy różnią się o 1 lub 2. — Niech 
dane równanie wyraża tylko związek między dwiema po sobie 
następującemi pochodnemi, t. j. niech 


dry aid d'y 
a) a =" (a): 
ay W > 
Kładąc Jamel = 3 Mamy 
dz r 
dr =/(2), 
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kąd * 
dz 
= 2 


a następnie 


(2) szer ff. 


Jeżeli, po uskutecznieniu całkowania, zdołamy wyrazić z 
przez xic, dajmy z=g(v, e), pozostanie nam zcałkować ró- 
wnanie 


(jn 
H= 9 (z, c), 
należące do przypadku pierwszego (ustęp 687). 


Jeżeli zaś, po uskutecznieniu nadmienionego całkowania, 
nie potrafimy wyrazić z przez œ i e, postąpić należy jak 
następuje 


Z równania 


Teie) KOJE 
da"! Lre 
wypływa kolejno 
PW kaza z dz 
TD = ZA — FE) z)” 
y ki dz — oS 
ranar © J TO) [O 
a nareszcie 
zdz 
3 sa «.. | —> 
©) =f alras dE 


-4£m ./|fmnmi r i 
http://rcin.org.pl 
a Nu 


CZĘŚĆ II. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE, — ROZ. IX. 247 


Na stronie drugićj mamy wykonać n — 4 całkowań jedno po 
drugióm, z których każde wprowadza jedną stałę dowolną. 
Jeżeli między tém równaniem i równaniem (2) wyrugujemy 
s, wypadek rugowania będzie zawierał zmienne z i y tudzież 
n stałych dowolnych. Będzie to całka ogólna równania (t). 


PRZYKŁAD 15%", —cMając dany jaki związek między promieniem 
krzywości ę linii krzywćj płaskićj w punkcie z, y i między ką- 
tem r, pod którym ten promień jest pochylony do osi rzę- 
dnych, znaleźć równanie tćj krzywćj w spółrzędnych prosto- 
katnych. » 


Ponieważ dla jakićjkolwiek krzywćj 


dy\ |Ę 
Ko | 
6; TPE zzw oz : 


dy 
dz” 


r=aretg 2, = 


równanie przeto różniczkowe żądanćj krzywéj jest kształtu 


dy =f (arc tg 
da? 
$ z =y, mamy równanie rzędu 4° 
2 
asy =/(arctgy), czyli du = jah A LALA 
dz (+ y”)? 


zkąd 
amori | ET dy, y= fydr 
y)" 
ca [eerten d yflarotgyjdy 
TEDE 
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Jeżeli między temi dwoma równaniami, po wykonaniu cał- 
kowania, wyrugujemy y, będziemy mieli równanie skończone 
szukanćj krzywćj. Ostatnie równania staną się symetryczniej- 
sze, gdy za zmiennę niezależną weźmiemy r. Wtedy bowiem 
będzie 


z= f TG) cosd, j=c+ fro sint dr. 


Po wykonaniu całkowań trzeba wyrzucić e, a będziemy 
mieli równanie krzywćj szukanćj; jeżeli wyrugowanie z nie 
da się uskutecznić, natenczas dając na r coraz inne wartości» 
otrzymywać będziemy z tych równań współrzędne x, y coraz 
inszych punktów krzywćj. 

W szczególności, kładąc p=k sec r, mamy 

©—c=kh, y—c=klgsecz, 
zkąd 
c—e 

mał 

PRZYKŁAD 28i, — «Znaleźć w spółrzędnych prostókątnych 
równanie krzywćj, którćj łuk s od jakiego punktu zaczynany, 
jest daną funkcyą kąta r, jaki styczna, w końcu tego łuku do 
krzywćj poprowadzona, czyni z osią £.» 


 y—c =klgsec 


Niech będzie s = ọ (t), a przeto cd T) Ponieważ £ 


, dr 
dy ds h 
nm dt da ds dr (U + yE, f 
— 8 Z Z MDA to. s TOWNAMIĆ 
=P. de Ay” de dz dy' ; 
demat i -Aa 
przeto różniczkowe żądanćj krzywéj jest 
3 
'2y2 
U ht): r ) =ọ' (arc tg y). 
dz 
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To równanie jest takie same, jak w przykładzie poprzedza- 
jacym ; mamy więc na całkę ogólną: 


naeth + fy coszdr, y= č + f: (z) sin t dr. 
Jeżeli wyrugujemy r, znajdziemy równanie krzywćj szuka- 
nój. 
W szczególności, kładąc s = 4a cos z, mieć będziemy 
9 (r) == 4a cos r, g (z) =— 44SIN 7, 
a po wykonaniu całkowań 
z — c= 4 COS 2r, y—c=— a(Żr —sin 27). 
Załóżmy 2r = w, x —c=a e y — č = — ğ, będzie wtedy 
g=a(w — sinw), n =a (1 —cosw). 


Napisane równania wyrażają cykloidę, nakreśloną punktem 
koła o promieniu a, jeżeli prostę, po którćj się koło toczy, 
weźmiemy za oś odciętych, a prostopadłę w punkcie jćj zwrotu 
za oś rzędnych. 


71. — Niech teraz daném będzie równanie, wyrażające 
związek między dwiema pochodnemi, których rzędy różnią się 
02: 


d” n—=2 
1 „1 n a 4 
d”—? 
Kł p M 
adąc re , mamy 
d*z 
da 1 0) 
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równanie takie jak w ustępie 69m, To równanie daje 


(2) e=¢ + i 
yeta frot 


Jeżeli z tego równania potrafimy wyràzić z przez z,cic, 
dajmy z =v (x, c, c), natenczas będziemy mieli równanie 


deme 
PT —ę(0 0,0), 


dające się całkować podług ustępu 6880. Jeżeli zaś z nadinie- 
nionego równania nie potrafimy wyrazić z przez z, c,ic, na- 
tenczas potrzeba postąpić tak, jakeśmy postąpili w przy- 


padku podobnym w ustępie poprzedzającym. Mianowicie z ró- 
n=2 


A = ==z mamy kolejno: 


=f zdr = ua 

j EA SE +2 f f(z) dz 
„AK. po z lz 
dyn”* = [a NEM 


z dz 
rj bem rek Lerm rm 


a nareszcie 


A dz 
7 FET Jya ajo 


wnania 
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Po prawćj stronie mamy wykonać n — 2 całkowań jedno po 

drugićm, z których każde wprowadza jedną stałę dowolną. 

Rugowanie z między równaniami (3) i (2) da nam całkę ogólną 
założonego równania (1). 


PRZYKŁAD 45%, — Niech będzie 


Kładąe 


Z BOTA PERIN 
-5 =, olrzymamy 


dr 
dz__ z 
d œ? 


równanie takie same, jak w przykładzie 17% ustępu 692°, Całką 
ogólną tego równania jest 

S że 

z==Ae* + Be *==—Z , 

zkąd 

z z 

y=Aae' + Bae Heitto, 

ub, gdy położymy Aa*=c", Bæ =c", 


T £ 


y =c + er e a ee t 
PRZYKŁAD 2zi. — Niech będzie 


p żab i ; i dy dy 
Dzieląc obie stronyjtego równania przez 75 73» mamy 


dy dy 
du dr? 
dy dy’ 
a dz 
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a gdy obie strony zcałkujemy, będzie 


czyli 
dY AU 
da dz 
BEA ; kp 
Kładąc Rz w b będziemy mieli 
dy 
LEŃ => cy, 
zkąd 
yaa de ve -} e pras ; 
a zatém 


, p | „tł = 
y= o Vo — sl —2V0 +0". 
(H (4 


72. Równania nie zawierające wyraźnie jednėj 
zmiennćj z lub y. — W ogólności, jeżeli mamy równanie 


nie zawierające w sobie wyraźnie zmieńnćj y tudzież k—1 
pierwszych pochodnych, rzęd tego równania zniżymy o k jed- 


nostek, kładąc Y =. A jeżeli następnie potrafimy zcałko= 


wać równanie 


4; dk 
b (% ao Zaz) ZU 
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i całkę tego równania rozwiązać względem z lub z otrzymamy 
równanie różniczkowe rzędu k prosić się do kwadra- 
tur. 


Jeżeliby zaś równanie dane było kształtu 


moglibyśmy wtedy zmieniające zmiennę niezależną, sprowa- 
dzić je do następującego 
GD „62 daj __ 0 
Yis dy’ dy? 3% U? "AD 


i zniżyć jego rzęd o jedność, kładąc F =z, 


Można jednak także w tym przypadku założyć = y, zkąd 


BRZ dy _ dy 


dać de I dy ” 
ek Ee, dy „dy 
da? 4 aht g” dy? 
TO A; 


Podstawiając zaś te wartości w równaniu założonóm, otrzy- 
mamy równanie rzędu (n — t)? między y i y’. 

PRZYKŁAD 45y. — « Znaleźć krzywę, w którćj promień krzy- 
wości p jest daną funkcyą ọ (x) odciętćj z temuż promieniowi 
odpowiadającćj. » 


Równanie różniczkowe żądanćj krzywćj jest 


atys 


p = ę (z) 
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zkąd 


À 


ke w a aeh 
— y  dzę(0) 
a po oddzieleniu zmiennych 
dy | ds 
I (2) 
peT: sł 
Całkując obie strony i, dla skrócenia, kładąc > se X, 
mamy 
I =X +0, 
Vi +y* 
zkąd 
| y LB X+c 
dr 4 —(X +0)? 
a zatćm 
y =c+ f (X + ode 
V (X +0) 
: ay PRZE 1 WORSE 
Dajmy, że (BE wtedy X =a Araig a zatém 
(cz — adx 


EE | EEEN aa ETTER r 
r, Va = Pj — 3acz — at 


Pozostałe całkowanie da się uskutecznić; należy jednak roz- 
różnić trzy przypadki : *=4, č <1, >14. W pierwszym 

przypadku całka będzie algebraiczną, w drugim logarytmiką, 
a w trzecim funkcyą kołową. 


PRZYKŁAD 251 — « Znaleźć Krzywę taka, aby jej promień 
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krzywości był proporcyonalny do normalnćj jemu odpowia- 
dającćj. » 


Równanie różniczkowe żądanej krzywej jest: 


(EJ ryan 


W tóm równaniu należy brać n odjemne lub dodatne, według 
tego, jak y i y” są znaków przeciwnych lub jednakich, t. j. 
według tego, jak krzywa jest obrócona ku osi z stroną wklęsła 
lub stroną wypukłą. W pierwszym przypadku promień krzy- 
wości i normalna leżeć będą po tćj samćj stronie krzywej, 
a w razie drugim leżeć one będa po stronach przeciwnych téj 
krzywćj. 


EIET 
Dzieląc obie strony przez EE mamy równanie prostsze 


4 Sj. Y — nyy". 


Podstawiając y=y zh i oddzielając zmięnne, mamy : 
nydy _ dy 
1ry* y 

a całkując, będziemy mieli : 


? 


5180 +y)==1g (). czyli (4 +y’) =, 
zkąd 
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a nareszcie 
1 
Ser fE pil: R H RAN Ta Pa 
MOZ y\in] 
PE 


Mamy do zcałkowania różniczkę dwuwyrazową. Całkowanie 
daje się wykonać, t.j. całka da się wyrazić przez funkcyę alge- 
braiczną, logarytmiczną lub kołową, jeżeli tyko 5 lub rs 
jest liczbą całkowitą, t. j. jeżeli n jest liczbą całkowitą, 
parzystą lub nieparzystą. Weźmy pod uwagę najprzód cztery 
najprostsze przypadki : n= MA n==2. 


1 n= —1 ; w tym przypadku mamy : 
ti = o GTA 
yete y* 
to jest (cc +y=2. 


Krzywa jest kołem o promieniu dowolnym, środek koła leży 
na osi odciętych. 


29 n= -+ 1; będzie teraz 
ofi 
We 
zkąd, po wykonaniu znanych przekształceń, 
REJ ac 
=a * 


*« Krzywa jest łańcuchową; łańcuchowa ma zatćm tę własność, 
że jest doosi z obrócona wypukłością, a promień piej <q 
jest równy normalnej. 


3 n==—2. W tym przypadku mamy : 


z—i= f yy hs „ SMB 2, 
ce=y * ZJ 


yey— y Vcy=y* 
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a wykonawszy całkowania 


c= (=; are cos £ 2 —Vcy—y. 


Krzywa jest więc cykloidą, którćj podstawa leży na osi z, 


. r . L4 E 
a promień koła tworzącego jest równy as 


4 n= + 2. W tym przypadku będzie : 
i (Vesdy - o 
s— i= [EE = 2 Vey — 6) A 
Vy—c 


zkąd 


(c—c)", 


Sas 4e : 


Krzywa jest parabolą, którćj oś jest prostopadła do osi z. 


. ` Mamy 


ŁOJ m 


Weźmy jeszczę pod uwagę przypadek n=— 


ydy 
—( = 
$ =f p 


lub, gdy weźmiemy Gołe od Y = Yo 


H 
T Ly = CE" 


Ponieważ całka po prawćj stronie będzie tylko wtedy rzetelną, 
gdy c2 y, przeto załóżmy i 


wtedy 


y =c COSY, 
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a otrzymamy 


ATA ? costędy cz! ? (4 — sin?ę) dọ 
gi g, VI+ cost -+ Cos? y2 — siny 
ę o 


A 
fi Viisin — sin?ọy M. yi- ising — siatą 
= < t dA alt + cya Pa -0 Po 
v2 V!—śsintę VA—śsintę 
Po Po 


aeaea Pea 


l 


gdzie 
T ? 
F (ọ, k) = T 001 oio i f doi — k*sim*ę 
 M=k'sintę p 
są odpowiednio całki eliptyczne pierwszego i drugiego rodzaju. 


Krzywa jest tu jedną z krzywych elastycznych a to dlatego, 
że blaszka sprężysta, utwierdzona w jednym punkcie a w dru- 
gim obarczona ciężarem, przyjmuje stan równowagi podług 
jednćj z takich krzywych. 

78. Równania różniczkowe jednorodne. — Rzęd 
równania różniczkowego daje się zawsze zniżyć o jedność, je- 
żeli tylko jest ono w pewnym względzie jednorodnóm. Są trzy 
rodzaje jednorodności, którymi się tu zajmiemy, trzymając się 
wykładu Boolea (Treatise on differential equations, 2° edi- 
- 1ion, p. 245-222). 
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Niech będzie dane najprzód równanie różniczkowe 
2 
(4) o(a% AA „)= , 


które stanie się jednorodnóm w pospolitóm znaczeniu tego wy- 
razu, jak tylko w nićm uważać będziemy.ciyjakoilościstopnia1*, 
dY jako ilości stopnia 0°, SY jakoilości stopnia —4,... w ogól 

zz jako i ości stopnia 7,3 Jakoilości stopnia —4,... w ogóle 
d" d'y TNT l AISE ) m, 
da jako ilości stopnia — (n — 1). Takie równanie będzie wi- 
docznie jednorodnóm ze względu na zmienne z, y i tych 
zmiennych różniczki dx, dy, d*y,...,dty, uważając wszystkie 


te ilości jako będące tego samego wymiaru. 


Rzęd tego równania daje się zniżyć o jedność. Jakoż, kładąc 
x= e, y =z, mieć będziemy 


a przeto : 


dy _ dz dy l „—t| Ez 5) 
dzaj aE 0! (R E 


Podstawiając te wartości w założonćm równaniu, otrzymamy 


_ dz 
t K AET e, 0 
(2) oe, ez 4,3% (T Te +F) |=o 


Według tego, co się powyżćj powiedziało o równaniu (4), 
można widocznie z równania (2) wyrzucić e, dzieląc je przez 
pewną potęgę téj ilości np. e”*. Atoli wypadek wyrzucenia 
jakiego czynnika wychodzi na to samo, co zastąpienie tego 
czynnika jednością. Kładąc przeto w (2) jedność za e"* a więc 
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także za e', mieć będziemy 


| 
| "dd de ŁY. 
(3) o(s gta ty = 


równanie nie zawierające w sobie zmiennéj niezależnćj ź, któ- 
rego więc rzęd, według ustępu aiat Ai: daje się 
zniżyć o jedność, 


PRZYKŁAD. — Niech będzie 


Pisząc to równanie pod postacią 
na dy =(ydz — zdy), 


widzimy, że jest one jednorodnóm i stopnia 4”? względem z, y, 
de, dy, dy, a przeto podchodzi pod przypadek ogólny dopiero 
badany. Podstawiając zatóm 


+ dz _, dz dzy ldz dz 
AE mka 00 — Bo J —p—l 
pe sz op, = ASY aTe (+ z)” 


i dzieląc przez e, otrzymamy 
| dz dzy (dz)? , 
"(+ dE | (z | ; 
4 
i 7r EAE AR À 
a gdy założymy r riami, będzie 


czyli 


To równanie jest przypadkiem równania Bernouillego (ust. 41) 
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i ma za całkę ogólną 


z CH 
4 + cne sh | 
Mamy więc - 
ndt- ndx 
h&n = 
1+ enet  z(l + ens)’ 
zkąd 
ČL n 
z= lg 
Ę zi a) 
a zatém 


CL n 
ne ——- |). 
1 + cna 
74, — Niech teraz dane równanie różniczkowe 


sato -i dy "dży 

(1) | v(ż, Y, A A Tak „|=0 

stanie się jednorodnóm, jak tylko w nióm uważać będziemy z 
: E: 72 dy d* : 2003 
jako ilość stopnia 4°, ilości zaś y, 7 ; TA $..,« jąko Ilości 
odpowiednio stopnia p, p—ł,p—2... Według tego opi- 
sania, przypadek poprzedzający jest szczególnym przypadkiem 
obecnie nas zajmującego odpowiadającym p=t. 


Aby zniżyć rzęd tego równania, dość podstawić c=e', 
y = ertz, zkąd wypływa 


dy _ -tfo | E 
dal a ga ap 


di ran ona nd dz 
Tam |2 1)z + (2p Dmt de AAC 


Jeżeli te wartości wstawimy w równanie założone (1), na- 
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tenczas ilość e” da się zeń usunąć dzieląc pruge pewną po- 
tęgę téj ilości, co zrobiwszy, otrzymamy 


a 
(2) 0] 1,:,ps+7 > pp — Us +p—1)F + a" Fo 


y i ; spy, PM | NZ 
równanie, którego rzęd daje się zniżyć zakładając ——= z, 


dt 
E tet RART A 
PT AZALA i 


PRZYKŁAD. — Niech będzie 


d? d 
z Ta = (2? -- 2xy) m — ky, 


To równanie jest jednorodnóm, gdy p = 2. Kładąc więc z=e', 
y= etz, mamy 


JE Wa s „ki ea =e"(4 ża 2z) (2: =+ T) tetz ; 
podzieliwszy zaś obie strony przez e** i uprościwszy, A 
z + (2 — 22) "AE 0 
lub, gdy założymy EST j A : dE, 

| j- (z +2— 2: |= 0 


Temu równaniu uczynimy zadość dwojakim sposobem, 
zakładając 


dz' 


era +2—92%—=0, lub z =0. 


Pierwsze z tych równań daje 
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a gdy jeszcze raz zeałkujemy, będzie 


żyj +Ju=y=e PEI 


to jest 


4 z—1—0 i 
= — [2 ——— +0. 
LD 2e pip pi 


t=c+1 arctg „Aaa. 
C C 


I za z, będziemy mieli 


Wstawiając napowrót lgx za t, z 


ŁOKCI OB y— ME l PEM ieira. 
lgs =č + p - arctg dmc lub=c +2 8 yzU= eja 


Adi y na Ankaa p i A 
Drugie zaś równanie z = yo daje z =c, i prowadzi do 


rozwiązania osobliwego y=ce*. 


75. — Niech nareszcie dane równanie różniczkowe 


dy de 
(1) a(z, b A> „.)=0 
będzie jednorodnóćm względem y, d dy ... Równania 
AB, dz 


teraz uważane są niejako granicą równań w ustępie poprzedza- 
Jacym uważanych. Albowiem, jeżeli p rośnie nieograniczenie, 
natenczas ilości p, p—1, p— 2, ... dążyć będą do równości. 


Aby zniżyć rzęd napisanego równania, załóżmy y=e', a 


przeto 
dy _ „dz dy_ [dz (dz 
du 16 dE" eT E kl | "RA 


a otrzymamy wtedy dzieląc przez odpowiednią potęgę ilości e*, 


2 c 4,8, eA dz Sa 
(2) afa, kort (Z) > Ba. 0. 
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Zakładając następnie z ea będzie 


(3) a] z, 1 1,2,2” ed „. |=0 


równanie rzędu o jedność niższego. Widocznie od równania (1) 
przejdziemy bezpośrednio do równania (3) kładąc 


EZE n 
AE 
Tutaj należą równania różniczkowe linijne, t. j, równania 
kształtu : 
dy 
dat tdg i n 


fd" ŻY 


Arnii „zz hinoi Any FF0, 


gdziekX,, Xa ... , Xn oznaczają funkcye samego z. Rzęd ta- 


IEG 


kich równań można zawsze zniżyć o jedność kładąc y =e 


PRZYKŁAD. — aż ki 


dy 
dy (dy? ITs 
Y da? dz) 1-4 


feai 
Kładąc y= e , otrzymamy, 


dy „jygkie dzy, „fate (> ya 


da » da? da)” 


a podstawiwszy te wartości w założonóm równaniu, będzie 


dz _ dz 
FISIA HiL 
zkąd 
z =c(l + 2), 
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Mamy więc 
g2 
l+r}d Fag ' 
y x) dx TAE 5 Jte 


lub, gdy założymy e” =A, €£=B, 


— 


? 


x2? 


PN "3. 
76. Równania różniczkowe dokładne. — Jest jeszcze 
jeden przypadek, w którym rzęd równania różniczkowego 
(1) D (CY Yairi YOE 


daje się zniżyć. Jeżeli się bowiem okaże, że lewa strona tego 
równania jest pochodną dokładną (zupełną) jakićj funkcyi 
oT YY a eee „YW 0), tj. że 


Hak” A 00 ð dy , 
PE WY YN o yS RE ZK yny ke 


z% Lyln do, 
y= da 


natenczas równaniu (1) stanie się zadość kładąc 
(2) | TY Y's «.. „y” DEC, 


gdzie c jest dowolną. Równanie różniczkowe (2) rzędu (n — 1)” 
jest całką pierwszą założonego równania (1);a jego całka 
ogólna będzie całką ogólną tego ostatniego równania. 


Jak widzimy, trzeba tu rozwiązać dwa zadania : 


158 podać znamię, za pomocą którego możnaby rozstrzygnąć, 
czy pierwsza strona równania (1) jest pochodną dokładną ja- 
kićj funkcyi g(x, y y, -:., y7”), a jeżeliby się tak rzecz 
miała istotnie, 2re ZEP i funkcyę, a przez to samo całkę 
pierwszą.równania (1). 
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Zadania te rozwiązał Euler, dowiódłszy twierdzenia następu- 
jacego : « Ażeby funkcya ©xz,y,y,y”,..., yt"), była pocho- 
dną dokładną względem z, potrzeba i dostatecznóm jest, aby 
równanie kształtu 


SBa Gazy Wijk GP. —0 
az .*: AL m de” 
było tożsamością, gdzie 
__0% oP dP __ 9% 
sd Po” fa NA a 


Ponieważ Euler dla udowodnienia tego twierdzenia, użył 
rachunku przemienności, damy tu przeto dowód Bineta 
(Moigno : Leçons, vol II, leçon 33), w którym się omija użycie 
rachunku przemienności. 


Oznaczmy przez u, », dwie funkcye zmiennćj z, które pó- 
źnićj bliżćj określimy, a przez « nową ilość zmienną niezależną 
od x i wstawmy y= u + w w funkcyi B(x, y, Y's, y”,..., y(9), 


Kładąc 
F(a) = D(x, u + av, u + av, ww, ... , Ul") + av), 


tudzież oznaczając przez P, P,, P,, ..., Pa pochodne funkcyi 
©, wzięte odpowiednio względem y,y,y”,..., Y™, czyli wzglę- 
dem u + av,u +av,u' + aV',..., ul") + ac), będziemy mieli 


dF(a) = [vP L vP, SIE vP: oee F vP, ]da, 


zkąd 
F(«) — F(0) = J [vP u P, +o Pi ... + oP jda, 
0 


Przyjąwszy granicę wyższą całkowania « =1 i zważywszy, 
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że 
FA) =P(z, u +v, w v, ... u”) + v), 
F(0)=©(z, u, u,w,... , ul”), 


będzie 


rp(z,u+v,u +V,...,ud+v=P(z, u, u,.. „uł 


1 
pe $ [0P-+vP, + v P, +... + VP, ]da; 


a jeżeli w tém równaniu podstawimy napowrót za v wartość 
y—u tudzież pomnożymy je przez dz i zcałkujemy od £ = £, 
do r= zı, otrzymamy natenczas 


k: P(c,y,y, y ee. , yW)de= 


0 
Tı 
(4) P(r,u,u, w,... , udr 
Tą 


1 
1 
J dz [| [vP + VP, + v'P, +. . +v(VP,„]dc. 
, 0 To 


5. Całkę podwójną strony drugićj przekształcimy za pomocą 
całkowanie przez części. Tym sposobem bowiem otrzymujemy : 


s vP, i=j vP, -| o 
v To To 


0 


fs wpa vP fe odr | pach dP, 
ey Lo To To 


0 
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a nareszcie 


Są Tą Wy Tı «2 
J. vP de=] va—p, — Í ya— dPn | gan Pa 
A A zz”. dz ©, dx 
r d-t Panp AB „£P 
Sza |: m dg 
"ER EST sz 
KŻ =. w To JA R. , 
P 
gdzieśmy dla skrócenia wprowadzili znak podstawienia i A 
. Dy 


którego znaczenie określa wzór 


4 


b, 4(2) = q(7,) — (10). 


Wstawiając powyższe wartości w równanie (4) i znowu dla 


skrócenia kładąc 


h AUG iry ias PATA 
0  (P)=Pi— R = =. R 


Ude ies0, 4,3... ; n, mieć będziemy 


| 


Tı 
D(L, YYY, -o e, Ydre = 
0 
4 T i 
AV aans na P PTE 
Lo“ o 


To 
sę "1/7 
vl"=1)(P,)]da | F v(P)dudz. 
tą 


Funkcye nieoznaczone u iv tak teraz określmy, aby u było 
` jakakolwiek daną funkcyą, jednakże tak dobraną, ażeby funk- 
cya P(x, u,w,..., u™) nie stawała się nieskończoną i nie 
zrywała ciągłości; niekiedy założenie u = 0 czyni zadość temu 
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warunkowi; v zaś niech pozostanie zupełnie dowolną funkcya 
zmiennćj z, .: k 


Z wzoru (6) czytamy. 451 : jeżeli zachodzi tożsamość (p) - = 5, 
czyli według (5) » 
dP, „d R d*P, 


m E o Si | =p lk. 
(7) R ag * dua a M 7 dg” 0, 


natenczas całka podwójna na prawéj stronie znika, a przeto 


Ti 

całka J- Ddr, zależy wtedy od wartości granicznych na z, y, 
Tą 

WY”; ... s YLT i może być otrzymaną za pomocą kwadra- 

tur niezależnie od formy związku zachodzącego między» i z, 

czyli między y iz, albowiem wtedy : 


Ty Tı 
B(T, YsSY; 1:2 3 yda = P(r, U, U, 11.) utdydze 


Tą Tą 


UN 
jez AA (n-3)(P,„)]da, 
"Fa J [e(P) + 0(P,) + 20: + pl=N(P,)Jda, 


gdzie u jest jakąkolwiek daną funkcyą zmiennćj z, a v =y —u. 
To dowodzi, że wyrażenie ©(z, y y ,... , y”)) jest pochodną 
dokładną jakićjś funkcyi kształtu g(z, y, y,... yt"). 


2re Jeżeli wyrażenie D(L, yy, ... , Y™®) jest różniczką do- 


kładną, a zatóm, jeżeli całka m d(z, y,y,... , y)) dz ma być 
A 

otrzymaną niezależnie od formy związky żatiódzaneko między 
vi xcezyli między y iz, natenczas całka podwójna na drugićj 
stronie'w (6) powinna się sprowadzić do zera; to zaś z powodu 
dowolności funkcyi v może nastąpić tylko wtedy, gdy będzie 
tożsamościowo (P) ==0, t. ją gdy warunkowi (7) stanie się 
zadość. 
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Twierdzenie Eulera jest więc dowiedzionćm. Ztąd wy- 
pływa zarazem sposób otrzymania funkcyi, którćj pochodną 
dekładną jest wyrażenie Q(z, y, y,... , y(%). Jakoż, jeżeli się 
równaniu warunkowemu (7) staje zadość, równanie (6), gdy 
weźmiemy całki nieokreślone, sprowadza się do. 
fve, YYY „my Y )U=F Je u,uj,w,..., umydz, 


(8) 1 
NIKOFLOSECYZ 


gdzie u jest stosownie dobraną funkcyą zmiennej z, i gdzie po 
wykonaniu całkowania względem « za v należy podstawić 
Y — u. 
PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie 
- Dœ 2x + y? + Zcyy —y + ty + ry" =0. 
Tutaj P FRR ey. Piae ra PZW BP, Ea, 
a przeto i 


nP i A a ZEM , 
(PD) =F FFI + dż "WAĆ 2y + 2xy' — (2y + 20y ) =0. 
Nadto mamy 
(P))=2cy, (P)=—2, (P) =e. 


Wstawiając w równanie (8) te wartości, tudzież kładąc u= 0, 
mamy w 


1 4 1 
f dc= f 2zdz+ 2a: | ada —w | da ew | 44 
0 
: 0 ; 


= g + rv — w H rw", 
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czyli, przywróciwszy za v wartość y—u=y, 
J bdz=ae* + cy” — cy +wy. 


Całką więc pierwszą założonego równania jest : 


a + adi — cy +ry =«. 

77. —Lexell, akademik petersburgski, wyprowadził jeszcze 
w zeszłym wieku z warunku Euler'a Warunki dodatkowe, któ- 
rym się stać powinno zadość, aby dane równanie mogło być 
całkowanóm pewną liczbę razy, niezależnie od związku zacho- 
dzącego między x i y. Ponieważ 


J de f Pdz=zc ds bdc— | rbdz, 


będzie przeto funkcya © dwa razy całkowalną, jeżeli tylko 
prócz (7) mamy 


daD dD) dd D.ad|_ de z o 
dy A dy dażŃ dy” WA TER W Ree SE 


czyli, rozwinąwszy stronę pierwszą i uwzględniwszy równanie 
warunkowe (7), 


dP d (3% P DD 
9 — — — — k —— | o, — ..=U 
( ) dy 2 dr (37) BUR 3 da? (zr) 0 


Wychodząc z równania 


-y 
a pa z 
IE dz | Gdr=5 | Wde—s | ewde+ f zdz, 


4 O rc 
otrzymamy na trzeci warunek, ażeby © było trzy razy całko- 
walnóm : 


deb d LD AR d.a 28 Z ah Ra 
dy de \ dy da? dy” dz: N Oye] 
16 
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lub przy uwzględnieniu warunków (7) i (9) 


W 3.2 d (0% 4.3.0 (Wy „,-.. 
Ogólnie, ażeby funkcya © była całkowalną m razy, będzie 
mtym warunkiem: 


| pd: 
d . m(m—l).. db sa 
a wku ZĘ Ej A dy(m 
(11) | 
si + 41)m...3 d ; jer —0 
.2...(m—f) da? (szer kolko 


Te warunki są nie tylko potrzebne, ale także dostateczne. 


78. —Dogodniejszy sposób całkowania równania różniczko- 
wego dokładnego podał Sarrus a po nim P. Bertrand (Liouville 
Journal, série I, tome XIV). Sposób ten daje zarazem pod inną 
postacią, warunki =" dostateczne aby równanie było 
dokładnóm. 


Niech daném. równaniem różniczkowóm będzie 
D(z, y, Y's Y's. Y) = 0; 

dajmy, że to równanie jest dokładnóm, a przeto 

NĄ nalt Pyry dg 
DEE Yn Yta „ym Se | ogr 4 | ży ze — 2 dyc1 

Pierwszym i widocznym warunkiem, aby założone równa- 
niebyło dokładnóm będzie, ażeby pochodna najwyższa zacho- 
dziła w równaniu tylko w potędze pierwszćj, czyli ażeby dane 
równanie dało się przywieść do kształtu : | 


2 P(z, Y; y Y", . „y= P FU Qy", 


gdzie Pi Q nie zawierają w sobie y(9, a nadto 


do 


Q= "a Sm 
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Jeżeli temu warunkowi zadość się staje, otrzymamy z ró- 
wpania ostatniego przez całkowanie 


=f Qdy*-9 + 4, 
gdzie całka ma być wzięta cząstkowo co do y* "5, ay 
oznacza funkcyę ilości z, Y; y,..... , y=, uważanych 
przy tém całkowaniu jako stałe.  Połóżmy f oye IE 4, 
będzie wtedy 
p==k +. 
Celem wyznaczenia 4, weźmy napisanego równania pocho- 


dnę zupełną względem z; uważając, że R == .P.>-Qy"), 


dz 
mieć będziemy 
dy AK o dk 0 
n— Mż EE Go. _ y) 
dz i Phe Qy 2 dy” RK = zz (n Ta y l 1 
` (=e _ 0 

lub, ponieważ Jye = Q, 

Bh spoin ARR gady dkh jamo 

dz dz dy dyl"-2) 


Pierwsza strona tego równania jest pochodną dokładną; 
ażeby więc to równanie mogło się utrzymać, musi być także 
jego druga strona pochodną dokładną, a przeto powinna się 
ona dać sprowadzić do postaci : 

dk dk , dk 


P— =- y me 


i N (a—1) — P aT 
dc dy yeI oby 


gdzie P,, Q, nie zawierają w sobie y(*79 i y(%), a nadto 


) 
Or ję 
Y 
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Jeżeli temu warunkowi staje się zadość, będzie 
y= f ady» +0 


gdzie całka ma być wziętą cząstkowo co do y""% a y 


oznacza funkcyę dowolną ilości £, y, y,..... , y". Kładąc 
J Qdy”79=k,, mamy 
Y=K, +4; 
a zatém 
=k + ki Vy» 


Aby wyznaczyć y,, weźmy znowu pochodnę zupełną co do z 


przedostatniego równania; uważając, że R =P, + Qyt" 


dk, =Q,, mieć będziemy równanie 


a OY 
dy, UNE PI dk, h, dk, , ðk, —y 
—— — Pi rz ze yy cz y” ; 


którego strona druga powinna być różniczką dokładną a 
przeto dać się sprowadzić do postaci P, + Q,y”7®, gdzie 


W 
o=: 


Jeżeli ten warunek jest dopełniony, mamy 


4 = J dy» +p =4, + Pas 


a przeto 
ę=k % k, + ką + dy. 


Postępując tak daléj, dojdziemy w końcu, gdy wszystkim 
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poprzedzającym warunkom żadość się stanie, do wyrażenia 
dyn_ 
Seni =p, — Ji "oO "ży "=P, + Qn- 1%) 


gdzie powinno być 


= i Q= eas, 


Jeżeli i temu warunkowi staje się zadość, natenczas 


Puu 


pham ak Ord idy tinea E ksn A hao 


gdzie %„_, jest funkcyą dowolną ilości z. Na wyznaczenie 
v„., mamy nareszcie równanie 


d | On_;dy 
Pai PÓZ i ; 
dx JE JT 


Aby to równanie mogło się utrzymać, powinna strona druga 
zawierać tylko z, a przeto 


) aN 
8 póty wobiiuzyjok 
dy nl Ja: — 
czyli 
385. aN 
RA JE 


Przychodzimy więc do znanego warunku (ustęp 52si) ; jeżeli 
także temu warunkowi zadość się staje, będzie 


de: d | 0a_ydy 
y C N 


A zatém ostatecznie 
p=k<+k, + ką +-. CY box w kas 


Yo 
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Według tego sposobu, wynalezienie funkcyi ę sprowadza się 
do ona” i n-+ 1 kwadratur jedna po drugićj. 


Aa ape —— Niech będzie 
b=2-+y* + (20y — i)y + ry" + ry" =0. 
Tutaj | 
P=2r + y* + (xy — ly + zy”, =r, 


a przeto 
o=| ady Fy=ry Hy]. k=zay. 


Następnie mamy 


JE I TOERE V , n 
"ŚW": GB TRA 22 + y’ (Zry— 1) y — ty"; 


jest więc : 
| P, = 20 +4? + (28y — 1) y', Q= — r, 
a przeto 


4 = — | eaj- bw, = — zy + v,, to jest k =— cy. 


Ponieważ dalćj 


pae EA "= Ig A- Y? +- Acyy 
B ~ Jej A Y *źuyy, 


jest przeto 
P,=2r-+y, Qs=2Zry, 


a więc | 
p, =f 2cydy p= Ty + pa to jest k= ry’. 
Nareszcie 


h= [ (P—3 — s jlo= | ndz ;—to jest k;ę= 2. 
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A zatém 
o=k + k, + k, + ky = 2 + cy — zy + wy =c, 


jest całką pierwszą założonego równania. Do tego samego 
wypadku doszliśmy w ustępie "76m. 


w9, — Jeżeli równanie różniczkowe 


B(z;Yy,Y,Y;.- „yl)==0, 


nie jest dokładnóm, możemy wtedy szukać czynnika całkują- 
cego t. j. pewnćj funkcyi ilości z, y, y,.. „y””Y, przez która 
to równanie pomnożone zamieniłoby się na dokładne. Warunek 
całkowalności Euler'a, wyprowadzony w ustępie '76%™ daje 
nam równanie warunkowe, któremu czynnik całkujący po- 
winien uczynić zadość. Jeżeli bowiem M jest tym czynnikiem 
całkującym, natenczas mamy : 


.M d (277) d (zy) sa. GR R= 0 


Micas de) dy dN: Walas aia „den dy, 


Ponieważ jednak to równanie jest zbyt zawiłóm, w każdym 
razie zawilszćóm od danego równania, dochodzenie więc czyn- 
nika całkującego nie przynosi osobliwszych korzyści, wyjąwszy 
przypadków szczególnych, z których jeden podamy w roz- 
dziale następującym. 


W jednym z późniejszych rozdziałów dowiedziemy także 
twierdzeń, odnoszących się do czynnika całkującego, uważa- 
nego z innego punktu widzenia, 
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OGÓLNE WŁASNOŚCI RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
LINIJNYCH RZĘDU N60, — CAŁKOWANIE RÓWNAŃ 
RÓŻNICZKOWYCH LINIJNYCH ZE SPÓŁCZYNNIKAMI 
STAŁYMI. 


80. Określenia i własność zasadnicza równania 
redukowanego. — Jakiegókolwek będzie rzędu równanie 
różniczkowe, mówi się, że ono jest linijnćm, gdy zmienna 
zależna y i wszystkie jéj pochodne zachodzą w niem w po- 
tędze pierwszéj i nie są przez siebie pomnożone. Podług tego 
okreśłenia, ogólny kształt równań różniczkowych linijnych 
rzędu n° jest 

t ni "2 
(4) A +x mi + X Z wr PAY X, + Ay SFA, 
gdzie X,, X,,...,X,, X są funkcyami samego z. Takie ró- 
wnanie nie daje się zcałkować w ogólności; odkryto jednak 
wiele, uwagi godnych, jego własności, które ułatwiają zcałko- 
wanie i w przypadkach szczególnych umożebniają ję. 


Najłatwiejszy przypadek jest ten, gdy druga strona równa- 
nia jest zerem czyli, kiedy równanie ma kształt 


dry dy d= d 
(2) da jb i jq"=" X, dæ” +: X. „7 + Xay 20, 
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który to kształt zowie się «równaniem skróconóćm albo 
redukowanóm ». 


Zasadnicza własność równań różniczkowych linijnych i re- 
dukowanych zależy na tém, że « summa kilku jego rozwiązań 
szczególnych jest także jego rozwiązaniem ». 


Jakoż, niech %;, Ys,.:.;ym będą funkcye zmiennćj z, które 
równaniu (1) czynią zadość, natenczas mamy 


dą ds” M 
dan + Kig Xe gg 6X =, 


dys dsriyi X, drit 


dar "da" 
. . . . . . . . . . ? 


d" Wi "ty, d" 
a X, z du + X, i CERE dęłniczh. 
Pomnóżmy te równania odpowiednio przez stałe dowolne 


Cis Caz. .,Cm 1 tak pomnożone dodajmy do siebie, kładąc wledy 
dla skrócenia 


(3) Y=Cy, + CY, +. . + CnYms 
otrzymamy 

dr dr~ dn 

gat Mija n= + X Trrżą z Y... +X, 20, 


zkąd czytamy, że wyrażenie (3) będzie także rozwiązaniem ró- 
wnania redukowanego (2). 


Ztąd wypływa, że «jeżeli y,, Y;;:..Yn SĄ m szczególnemi 
rozwiązaniami równania redukowanego (2) od siebie odmien- 
nemi, a cy, (4....,C„ Oznaczają stałe dowolne, natenczas, 


(4) Y=CY, + CY, +... .+-Cnyn; 


będzie całką jego ogólna». Nadto widzimy, że równanie 
różniczkowe linijne rzędu ngo może mieć tylko n od siebie 
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odmiennych całek szczególnych ; albowiem jeżeliby miało ich 
więcćj, natenczas mnożąc każdę przez stałę dowolną i dodając 
iloczyny otrzymalibyśmy nową całkę, któraby zawierała wię- 
céj jak n stałych dowolnych. 

Aby jednak wyrażenie (4) było rzeczywiście całką ogólna 
równania (2), potrzeba, aby stałe dowolne c,, cą,...,c, dały 
się wyznaczyć z równań. 


Yla H Yla FH. +  rYnln = Yos 


dy, dy, dyn zp 
der! ppn Ca. +2, "Vo 
(3) 
dn-1u dr—t! : da= Fi 
| AA $ X A Ca s a da me CY a= m 1 
1 


gdzie Yy Yos Y'o- -Y7 są zupełnie dowolne. Albowiem 
stałe dowolne powinny się dać tak wyznaczyć, aby. przy war- 
tości jakiejkolwiek na z funkcya y ijój pochodne n—1 
pierwszych rzędów przyjąć mogły wartości także dowolne 
Yo Yo Voss YT. 

Innćj własności równania redukowanego dowiediiśmy 
w ustępie 75t/m, a mianowicie tćj, że rzęd takiego równania 


A z daf: » à ż A á fra 
daje się zawsze zniżyć o jedność, przez założenie y =œ -* 


W ustępie 83m dowiedziemy, że całka ogólna równania re- 
dukowanego (2) jest zawsze kształtu (4). 


81. Sposób przemieniania ilości stałych. — Weźmy 
teraz pod uwagę równanie różniczkowe « pełne » 


dn jgn—1 dr~? 
(1) Ta + Xe gni + Xa o E +XYy=X, 


i okażmy, że całkowanie tego równania sprowadza się do cał- 
kowania równania redukowanego, t.j. równania, w którćm 
strona druga X = 0. 
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Oznaczając przez y,, ys....,ynn całek szczególnych a od 
siebie odmiennych równania redukowanego, wiemy że całką 
ogólną równania redukowanego będzie wtedy 

Y "CY + CY +... + Cnyn; 
można się więc domniemywać, że całką ogólna równania peł- 
nego (1) będzie 
(2) y = wY -+ Usa + ue «Ti Unyn; 
gdzie w,, w,...,u„ są już nie ilościami stałemi, ale funkcyami 
zmiennćj z, które trzeba dopiero wyznaczyć. 


Na wyznaczenie tych funkcyj różniczkujmy to hipotetyczne 
równanie n— 4 razy, a po każdóćm różniczkowaniu zrównajmy 
zeru tę część pochodnćj właściwego rzędu na y, która za- 
wiera w sobie pochodne funkcyj nieznanych jako warunek 
na wyznaczenie tychże funkcyj. Tak działając będziemy mieli 

i dY my i ARIN SA). + u, ya 


da "da w” oj dz’ 


(3) dr s dą daS ? 
dy dr 4 W, „Ada | 

|d 1 da n—1 2 en~ “iria s. Fr Un dan”! 

zakładając 
d d dun 
a haget b Yn t= 0, 
dy, du, dy, du, dyn dun _ 

w) “Jlr d dria "7 dz da — * 


ka A du, dr—? A du, | © du, ABY 
dan” da dan”? da >< dæm? dz 
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Mamy n—4 warunków na wyznaczenie n funkcyj niezna- 
nych, można przeto poddać te funkcye jeszcze jednemu wa- 
runkowi, ale ten warunek nie jest już dowolny, jak to zaraz zo- 
baczymy. 


Różniczkując równanie (2) n razy, otrzymamy nte pechodnę 


dz” 
(5) 10-17, d dry, d dn=ty, d 
deny, du, dry du „dr-a du, 
Ut a dr~ dz dat”! dz 


Tutaj nie zakładamy drugićj części równą zeru a to z powodu 
żeśmy wzięli już n—4 warunków, a trzeba jeszcze zadość 
uczynić równaniu różniczkowemu (1). Wstawiając wartości 


n 
dx’ >’ dz” 


n n= 
U4 (z +X a Yı 


(2), (3), (5) na y, dy A w równanie (1), mamy 


d'a de~i 
+ (72 4 Xi Ira IAA +X1y,) k 


mn -1 
+ uf wK TR Ht Xna) 


g” 1 dgr™t 
dry, du, _ dè-'y, du, || doty, du, 
dans vda oi at dz o adat de 


A że każdy z nawiasów jest zerem, gdyż z założenia y,, 
Yas» + -Yn SĄ rozwiązaniami równania redukowanego, a więc na 
ostatni warunek, jakiemu funkcye u zadość uczynić powinny, 
wypada 


(6) d-ty, du, a dn=ty, du, ża AF Yy dB |. 


da dr dan”! de © dy” dE 5 


Ponieważ równania (4) i (6), przy ilościach niewiadomych 
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mają takie same spółczynniki, jak równania (5) w ustępie 
poprzedzającym, te równania nie są więc sprzeczne, gdyż 
tamte z założenia że (2) jest całką ogólną równania redukowa- 
nego nie są sprzecznemi. W każdym przeto razie wyznaczymy 
z równań (4) i (6) niewiadome w funkcyi spółczynników ; a że 
spółczynniki są funkcyami zmiennćj z, toi te wartości będą 
także funkcyami zmiennćj x; znajdziemy zatóm 


| 2 MBR 


Gy oiei), Sajah ii, Tidy), 


zkąd przez same kwadratury wypływa 
thah + fxs, Wa 0; + | myte. wa 


(8) 
Up = + sp Xnlz)dz. 


Wstawiając te wartości w równanie (2), otrzymamy całkę 
ogólną równania założonego (1) 


y=u|a + freds +yja+ fiede f+. a 
Yn fen + | miedz), 


Y = (CY, + CYH e» «+ Cny2) + 


Z [nf ulejdz + y, A KA mf » A | 


Ztąd widzimy, że całka ogólna równania pełnego składa się 
z dwóch części : część pierwsza wyraża całkę ogólną odpo. 
wiedniego równania redukowanego i otrzymuje się przez zcał- 
kowanie tegoż równania, część druga zaś, tak zwany wyraz 
dopełniający, otrzymuje się za pomocą prostych kwadratur. 


(9) 


czyli 


Sposób ten całkowania równania pełnego podał Lagrange, 
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polega on na przemienianiu stałych na zmienne, i znany jest 
pod nazwą «sposobu przemieniania ilości stałych ». 


82. — Przemienianie stałych na zmienne daje się zasto- 
sować i wtedy, gdy znamy tylko pewną liczbę całek szczegól- 
nych równania redukowanego. Jakoż, dajmy że znamy m całek 
szczególnych równania redukowanego, 


Yis Yar- * -Yms 
gdzie m < n. Ażeby w tym razie znaleźć całkę ogólną równa: 
nia pełnego (1), przypuszczamy, że ona ma kształt 


m 


(11) Y = UY FUY H.. + UmYm= X ti Yis 


1 
gdzie w, wa,...,u„ są funkcyami nieznanemi zmiennćj z. 
Aby te funkcye wyznaczyć, różniczkujmy równanie (11) 
m — 1 razy z rzędu i po każdćm różniczkowaniu zrównajmy 


zeru tę część pochodnój na y, która zawiera w sobie pochodne 
nieznanych funkcyj u. Tym sposobem postępując, znajdziemy 


dy _ 55, We, dy __ Sp dY: 
da 2a" dz” dą: Gda? 


(12) 
dy ty m j, dm-ty, 
m~i ra 
dz mio dam" 
zakładając 
du; = dy; d io Ti dmy; du: 
(13) Zw rza ayi U; Oi W. a Yi du _ 


m dc de kosi dz dog Ń 
a gdy równanie (11) m razy zróżniczkujemy i równania (13) 


uwzględnimy, będzie nadto 


+ 5, 


m 
dm m 
(14) dryg j dy 
da r da” 
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gdy dla skrócenia założymy 


ż LA Boy dui 
1% dum=* de 
4 


Układ m równań (13) i (45) daje, po rozwiązaniu ich 
względem niewiadomych, 


d du 
(16) Gi = t m ESINE jayi., E = gaha). Z, 


zkąd za pomocą kwadratur otrzymamy uj, uas.. .,U, jak tylko 
wpierw wyznaczymy z jako funkcyę zmiennej z. 


Aby wyznaczyć z, wynajdźmy jeszcze następne pochodne 
wyrażenia (ł4), nie poddając ilości w, w.,...,u„ żadnym 
nowym warunkom. Różniczkując w tym celu równanie (14) 
i uwzględniając równania (46), otrzymamy : 


dnty Ie m Ji taż (a) PI dm O 
dymi e" Je Że dza * 


czyli 


dmtiy 4 REŻ dmtsy, dz 
(17) di = JM dart dz" + Az wa 


gdzie A jest funkcyą samego z. 


Podobnie, różniczkując równanie (17) otrzymamy przy 
uwzględnieniu równań (16) 


d+ A dqm+i ą Yi dz dz 
e E t dmt? rA +: Zita T) SŁ WET Te) A+ da? 
1 


czyli 


dm*y © dm dz , dz 
(18) ZR =D] ya + + AT tidi dać” 
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a nareszcie 


dry > ku „dry, h dz 
da = De i * lt" 
(19) 

fn"m—1i- dn=mz 


+ Agzuzmzi t gqazm) 
gdzie A, I,..., K są znane funkcye samego z. 
Wstawiając teraz wartości (14), (12), (17), (18)...(19) na 
Y, ABC" w równanie (1), mieć będziemy równanie 
kształtu : 


dam € M gąwzwsi 5 PAn=m2 EŃ. 
A że wyrażenie w nawiasie jest zerem według założenia 


o ilościach %1, Ya,...;Ym, na warunek więc, jakiemu ilość z 
uczynić zadość powinna, wypada 


» (f"="mz d” =~m—iz 
(20) Ira a T Ann =X, 


równanie różniczkowe linijne rzędu (n—m)se; albowiem 
ilości Ay,...,An_„ Są funkcyami samego z. 


Ażeby więc otrzymać całkę ogólną równania pełnego (l) 
znając m całek szczególnych równania redukowanego tamtemu 
odpowiadającego, pozostaje nam znaleźć całkę ogólna równa- 
nia pełnego rzędu (n — m)? (20). A gdy tę całkę z n— m sta- 
łemi dowolnemi wynajdziemy i jój wyrażenie na z podsta- 
wimy w równaniach (16), otrzymamy za pomocą prostych 
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kwadratur 


u, =C, + i y(z)zdz, ú, = ct, + T SERA p ERE, 


Um = Cm + | zaozde, 


i całką ogólną żądaną będzie 


y= (e + | zade) + ya (e th fziazdz) str 
+ Ym (en + f zatozdz); 


gdyż, prócz m stałych dowolnych c,, €3,...,C„ znajduje się 
w tém wyrażeniu jeszcze innych n— m stałych dowolnych, 
zawartych w wyrażeniu na z. 


83. Kształt całki ogólnej równania redukowanego. 
— Nie trudno teraz dowieść, że «całka ogólna równania 
redukowanego 


d” d” d” 
(1) CU Ehe ai 


+... +ŁXy 20, 
musi być koniecznie kształtu 
(2) Y EC, FP Cya 1 s H Cnyn De 


Jakoż, niech y, będzie jakiemkolwiek rozwiązaniem tego 
równania; dajmy, że y, nie zawiera w sobie żadnćj stałćj 
dowolnćj, lub jeżeli zawiera jakie, to zastąpmy je jakiemi war- 
tościami szczególnemi. 


Rozwiązaniem równania (1) będzie wtedy także y= Cyyy, 
gdzie c, oznacza stałę dowolna. Dajmy, że całką ogólną równa- 
nia (1) jest 


Y = UY 


http://rcin.org.pl 


258 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 
gdzie u, jest funkcyą zmiennój z. Dla wyznaczenia funkcyi v, 
różniczkujmy to wyrażenie, a otrzymamy 


dy__, dy, du, 
UT "doj | "da 
dy__, dy, ady: du,  ; Qu, 
de tde sdl da dE RA da? 


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


dry dy,  (n] dty, du, ny d”*y, d*u, dru, 
dus "de" * M) de" dz 12) de de "© "da" 


Wsławiwszy zaś te wartości w równanie (1), wyrazy pomno- 
żone przez u, dadzą sumę równą zeru, i otrzymamy równanie 
różniczkowe linijne kształtu : 


dru, (w, d” *u, du, __ 
qm targar | ER Petna 7 O 


które, gdy założymy fiso, sprowadzi się do 


} d"— v í {n —2 v 
(3) ed Wap y TE NEM 


Niech v, będzie rozwiązaniem tego. równania bez stałćj 
dowolnćj, natenczas także v= ww, gdzie « jest stałą do- 
wolną, będzie iego rozwiązaniem i będziemy mieli 


3 “aau zkąd Ww =u M. vide -+p a przeto y=fy, + ty J vds. 


Mamy więc rozwiązanie równania (1) kształtu 
Y = Ya E Cza; 
gdzie y, jest funkcyą z z odmienną od y,. 


Ponieważ ten wypadek stosuje się do kaźdego równania 
linijnego, równanie (3) posiada przeto także rozwiązanie 
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kształtu 


ne fode +B |udzę y, 


y == an | vdr + pn f oade + YYn 


zkąd 


a zatém 


to jest równanie (1) ma całkę kształtu 


Y == Yi + Czya H CzYg: 


Ztąd wnosimy, że równanie (3) mieć będzie także całkę 
tego samego kształtu, i t. d. Tym sposobem postępując, znaj- 
dziemy wyrażenie kształtu (2), które będzie całką ogólną 
równania (1). 


Z tego badania wypływa ważne twierdzenie, że « równanie 
różniczkowe linijne (4) nie może posiadać rozwiązań osobli- 
wych ». Dajmy bowiem, że to równanie posiada - rozwiązanie 
osobliwe, i że takióm rozwiązaniem jest yı. Zastąpiwszy stałe 
dowolne, które y, może w sobie zawierać, jakiemikolwiek 
wartościami. szczególnemi i postąpiwszy sposobem dopiero 
wyłożonym, wyprowadzimy z y, całkę kształtu 


y = (11 sz Cfa „ate z zj Cnyns 


która jest koniecznie całką ogólną. Atoli y=y, otrzymuje się 
z téj całki ogólnój, zakładając wszystkie stałe oprócz c, równemi 
zeru, azatóm y, nie może być czóm innćm, jak tylko rozwią- 
zaniem szczególnóćm, jakiekolwiek byśmy podstawili wartości 
szezególne ża stałe dowolne, które y, może w sobie zawierać. 
Ztąd wypływa, że równanie (4) nie może mieć rozwiązań 


http://rcin.org.pl 


260 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH, 
osobliwych. Podług tego twierdzenia, każda funkcya czyniąca 
zadość równaniu (1) może być uważana jako całka szczególna, 
a znajomość n całek szczególnych od siebie odmiennych daje 
nam całkę ogólną. 


84. Sposób Gauchy'ego całkowania równania peł- 
nego. — «Całkowanie równania różniczkowego pełnego spro- 
wadzi się do całkowania równania redukowanego, jeżeli tylko 
znamy jakakolwiek całkę szczególną pierwszego z tych 
równań. » 


Jakoż, niech u będzie całką szczególną równania pełnego 


d” d"—1 d” 
A) | z + Xi gaci +x, NE „+Xy=X. 


i dajmy, że całką ogólną tego równania jest 
(2) ; y=ż +u, 
rozumiejąc przez z funkcyę nieznaną zmiennéj x. Aby tę 


funkcyę wyznaczyć, podstawmy wartość (2) na y w równaniu 
(1), będzie wtedy 


d'z dj X dz (nt z 


da 1 dr~ © dą" m1 ŻY TY CZ 


d” u di~ u du MS 
afr e =p B arrg +X, qaa R 5. GE © 


A że wiersz drugi po pierwszój stronie równa się z założenia 


stronie drugićj, wypada więc na wyznaczenie funkcyi z: 


E ALTE PNE KLAPA, JO 


rei bal 2 dx" 


równanie redukowane odpowiadające równaniu (1). A zatóm, 
wziąwszy za z całkę ogólną równania (3), wyrażenie (2) będzie 
wtedy całką ogólną równania (4). 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ M. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. X. 26 


Niech będzie dane np. równanie 


ZŁA TE ry +... +ŁAy =À. 


gdzie A;,...,An, A są ilościami stałemi; temu równaniu uczy- 
nimy zadość, kładąc y= Š; całką jego ogólną będzie więc 
n 
j A 
ciwie I 


gdzie z wyraża całkę ogólną równania redukowanego, odpo- 
wiadającego temuż równaniu. 


Cauchy podał także sposób na wynalezienie całki szczególnćj 
równania pełnego (1), jeżeli tylko znamy całkę szczególną 
z= fix, «) równania redukowanego (3), która dla z=a 
czyni zadość warunkom następującym : 


(4) Zs%U, M ARE o, 


jakakolwiek byłaby wartość stałéj a. 


Uważmy najprzód, że mając całkę ogólną równania redu- 
kowanego (3), możemy n stałych dowolnych w tćj całce za- 
wartych tak wyznaczyć, aby ona uczyniła zadość n równaniom 
warunkowym (4) i tym sposobem otrzymać całkę szczególną 
wymaganą. 


Niech z == f(x, «) będzie taką całką szczególną równania (3). 


Połóżmy 
y T f(z, ajda ad. zda. 
0 o 


Różniczkując to wyrażenie, mamy 


<= =f(2, + | LAD o da, 
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lub, ponieważ z założenia f(a, «)=0, jakiekolwiek byłoby a, 
a przeto także /(z,:c)=0, 


Różniczkując otrzymane równanie jeszcze n—4 razy i przy 
każdćm różniczkowaniu uwzględniając pozostałe warunki (4), 
znajdziemy kolejno 


Ë 7 dz 
dy 733z 


— |=;g7| a 
da? 0 a , 
0 


dz—ty z nz 
dy = dart da, 


0 


d'y 7 dtz 
dań TAi) « Ioil 


0 


dy te wartości na dy dy dstawi å i 
a gdy te wartości na y, 7.,. ., p» POdstawimy wrównaniu 


pełnóm (1), będziemy mieli 


W RAV 
JG PEA PH. Koda X =X 


da” 1 da 


równanie tożsamościowe, zkad wypływa, że 


(3) | YE d zd 
0 


jest rozwiązaniem równania pełnego (1). 
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Dodając do tego rozwiązania całkę ogólną równania reduko- 
wanego (3) mieć będziemy całkę ogólną równania pełnego. 
Ten sposób może z korzyścią zastąpić sposób Lagrange'a po- 
legajacy na przemienianiu ilości stałych. 


Wyłożywszy najważniejsze własności równań różniczko- 
wych linijnych przystępujemy do zastosowań. Chcacych grun- 
townićj obeznać się z tym przedmiotem odsyłamy do dzieła 
p. Moigno (Zecons, ete.), w którém teorya równań linijnych 
wyczerpująco jest wyłożoną, tudzież do znakomitćj rozprawy 
p. Brassine: « Analogie des ćquations diffćrentielles linćaires 
à coćfficients variables, avec les équations algóbriques ». 
umieszczonćj pomiędzy innemi w Sturma : Cours d'analyse, 
vol. II. 


85. Równania różniczkowe linijne o spółczynni- 


kach stałych. — Jako zastosowanie pierwsze weźmy pod 
uwagę równanie różniczkowe rzędu n° 
dry - f"—1 y dn . 
1 m ś 
(1) dań * Arai tsak ny =0 


w którém spółczynniki A,, A, ..,A„są danemi ilościami 
stałemi. 


Ponieważ druga strona tego równania jest zerem, chcac 
więc mieć jego całkę ogólną, potrzeba wynaleźć n całek szcze- 
gólnych od siebie odmiennych. Przypominając sobie równa- 
nie linijne dy k?y ustępu 698%, które miało za całkę ogólna 
y= Ae"? + Be”**,i trzymając się analogii, sprobujmy, czy temu 
równaniu nie stanie się zadość kładący=e", gdzie X jest 
czynnikiem stałym, którego wyznaczenie zostawiamy na potóćm. 


Podstawiając zatóm w równaniu (1) 


Mor. 
w= eS 
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a przeto 
dY sa WYK 
: We z, ANĄ z ae", 


dy s 
T aa 
d 


SP" RONNE 
otrzymamy na wypadek 
SQ" + AX", HANTI + ,.. + An_;h + An) =0. 


Ztąd widzimy, że podstawienie y=e* uczyni zadość ró- 
wnaniu różniczkowemu (1), jeżeli tylko przez A będziemy ro- 
zumieli którykolwiek pierwiastek równania 


(2) FO =" + A," + AW H.H AnA t An =O. 


Jeżeli więc przez M, h,,...,4, oznaczymy pierwiastki ró- 
wnania (2), natenczas każde z wyrażeń 


których jest n, będzie całką szczególną równania (4), a zatém, 
przyjınując, że pierwiastki rówrania (2) są od siebie odmienne, 
będziemy mieli n całek szczególnych od siebie odmiennych. 
Mnożąc każdę z tych całek przez stałę dowolna i biorąc 
sumę iloczynów, otrzymamy na całkę ogólną 
W. p * 
(3) y =gqe "+ ke" E T E aag 
86. — Nietrudno okazać, że wyrażenie (3) jest rzeczywiście 
całką ogólną równania (1). W tym celu dość okazać, że stałe 
dowolne dadzą się tak wyznaczyć, aby przy wartości szcze- 


TIRY ALYT, dy 
gólnój z=a funkcya y i jéj pochodne daj" dza Prey" 
jać mogły wartości dowolne y, y,...,y,* 79. 

Uważmy najprzód, że z powodu dowolności stałych e całkę 
otrżymaną (3) można przedstawić pod postacią 


,(0—a) 


(4) y= ce! (1—3) * | r(t- x) 


X 
+ (ze 
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Różniczkując to równanie n—1 razy otrzymamy n— 1 
nowych równań, a jeżeli w tych równaniach podstawimy za 
x wartość «u, mieć będziemy na wyznaczenie stałych c, n ró- 
wnań następujących : 
Cit lą H+. . ln "Yo 
A1 > Nala EYOU Nión = Yi 
(5) RC Nala +2. . + W nl ZY 


Na +- As sów . + Wala — Wręg 


Aby z tych równań linijnych względem 4, Ca,...,Ca WYZNA- 
czyć te ilości, pomnóżmy pierwsze z nich przez k, drugie kę 
k, it. d. ostatnie zaś przez 4 i dodajmy ilociyky rdo siebie; 
będzie wtedy 


ktk htk" i + 2. Ant (ktk htk r... HA) Case. 
+ (k + kd + KW te.. t An) = ky + ky, + k'y" + 
+ y9 77). 


Chcac więc wyznaczyć np. 4 przyrównajmy do zera 
spółczynniki ilości Cy,...,Cn 


k + kdę+...-HAĄ""" =0, 
kikin +... hu" "==0. 


Pierwsze strony tych równań są wartościami, które przyj- 
muje wielomian 


903) =k+ kXA+ kW +...+A", 


kładąc w nim za X kolejno %, ..,X„; aże te wartości są ze- 
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rami, jest więc 


(3) == —2,) A — 1)... —1n) => > 


Ztąd wypływa 
of) ==k + EN +...-+ A EFO), 
a przeto 


_ RY ERY Ryt..." 


(6) C, FA) 


Ażeby otrzymać jeszcze wartość na k, k,..., uważmy, że 


(7) k-+ EER... NM A ci { 
unn 
pg ta í nam FA 
< łózwijając więc iloraz skończony $ ( j , spółczynniki ró- 
i uż 


żnych potęg ilości à w tém rozwinięciu będą spółczynnikami 
k, k, Wie Gr ) 


Aby otrzymać wartość na którakolwiek inną stałę np. c; 
dość we wzorach (6)i (7) zmienić c, na cz tudzież 1, na 4. 


Ponieważ pierwiastki M, X,,...,X, są wszystkie od siebie 
odmienne, mianowniki więc F(%), E'A)... E (An) w wyra- 
żeniach na cy, Ca,» . «Cn nie będą zerami, a przeto stałe c dadzą 
się wyznaczyć z równań (5), c. b. d. o. Równanie zatém (4) 
lub (3) przedstawia całkę ogólną. 


87. — Wzór (3) traci ogólność, jeżeli między pierwiastkami 
równania (2) zachodzą pierwiastki równe; albowiem wtedy 
wyrazy tym pierwiastkom odpowiadające dałyby się zebrać 
w jeden wyraz, przez co liczba stałych dowolnych zmniejszy- 
łaby się. Lecz iw tym przypadku nie trudno znaleźć całkę 
ogólną. 
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Niech 4, X, będą dwa pierwiastki równe równania (2). Spół- 
czynniki w równaniu (1) można wtedy tak zmodyfikować, 
ażeby pierwiastek 9, różnił się od pierwiastku 4 o ilość nie- 
skończenie małą 8, a przeto, ażeby wzór (3) wyrażał całkę 
ogólną. A gdy tak zmodyfikowane spółczynniki dążyć będą 
do spółczynników równania (4), jako do swych granie, rze- 
czona całka dażyć będzie także do pewnćj granicy, która 
założonemu równaniu uczyni koniecznie zadość i będzie jego 
całka ogólną, jeżeli zawiera n stałych dowolnych. 


Atoli, jeżeli położymy %ę ==X4 + ô, wtedy wyrazy wzoru (3), 
odpowiadające tym dwom pierwiastkom, będą 


NE MEHL 41 Pay 
ce " + ce * Z CETS 


3 ÒL sk 
lub, gdy wykładniczą e  rozwiniemy na szereg, 


Ri $ Sa? 
(23 + | + (i -+ (oH h + 1.2 +.) | 


HE z COL? 
=e! [e tetas w sh 


lub, gdy założymy (4 + C,=C, =C, 


gdzie stałe: c,, c, można zawsze tak dobrać, aby stałe c i © 
miały wartości skończone, chociażby ilość 8 była dowol- 
nie małą. A zatóm, gdy 8 dąży do zera, uważane dwa wy- 
, SENE > P 

razy dążą do granicy e" (c +cx), a przeto wzór (3) za- 
mienia siẹ na ' 

4,0 > Hp Ah 
(8) jeit (0-02) + cze” +... 0,2" 


Ta zaś wartość na y jest całką ogólną, gdyż zawiera ona n 
stałych dowolnych. 
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Jeżeliby trzy pierwiastki równania (2) np. 4, %, 4, były 
równe, wyobrażając sobie wtedy to równanie najprzód tak 
zmodyfikowanóm, aby tylko dwa pierwiastki X, à były równe, 
a trzeci à, =à, + ô różnił się od tamtych o ilość nieskończenie 
małą 8, mielibyśmy, według (8), na całkę ogólną 


yT òx NE JT 
y=e" (cHeza-ee )+- c,e * +...-+One" , 
ż dE * i 
lub, rozwinawszy e na szereg i położywszy 
c 2 
C+ A A C+c =, 1d 230) 


cd 
FZ „8 


yL n 5 X, 
y =e ° (a+ br + cer? + W+-...|-- Ce +... 


a zatćm, gdy 8 dąży do zera, mamy 
h (48 
y= ea + br + cz?) + cje + „dk cza * * 
Ogólnie, jeżeli równanie (2) posiada k pierwiastków ró- 
wnych y= >4Ą=Q,..=», znajdziemy tym samym sposobóćm 
na całkę ogólną 


W i 7 k 
y=e "(0 H ELH CLR H., eiTe) 


(9) 3 bk 
g% 
oe PF E T i 


88. — Do tego samego wypadku można dojść jeszcze 
w inny sposób, a mianowicie przemieniając ilości stałe. 
Jakoż, niech równanie (2) posiada k pierwiastków równych 
M =à =. , e= À}, a przeto niech k wyrazów wzoru (3) spro- 


. . 4 LJ 
wadza się do wyrazu pierwszego c,e * . 
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Całką szczególną równania (1) jest 


(10) y=ee"” 

Uważajmy c, jako nieznaną funkcyę zmiennćj z i wyznaczmy 
tę funkcyę tak, aby napisane równanie czyniło zadość równa- 
niu założonemu (t). Różniczkując w tym celu równanie (10), 
otrzymamy 


dry UGI RY. GE _„de dee 
—L— n każeć | R, n=2 1 e Sak 
dani [ee+(1)? de laj! dż! dw]? 
a gdy te wartości wstawimy w równanie (1), będzie 


RE F'(4) de, _ F'O) dze, EMA) dej] 
[ro a gir reb E A KOTY, „m da” ? 


lub, ponieważ z założenia à, jest k-krotnym pierwiastkiem 
równania (2), a przeto F(y)=F'(4)=...=F-19)(4) =0, 


F*Q,) die, FA) de, _ 
Ta:kdat "ian dat TH 


Temu równaniu stanie się zadość, jeżeli założymy 


zkąd wypływa 
q=C+-00+ CA +... + CH NIE, 


Równaniu więc założonemu uczyni zadość 


À , n — — 
ye (e + (z + ca? A.. A eë) 
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w przypadku uważanym; całką jego ogólna będzie więc ró 
wnanie (9). 

89. — Pozostaje nam jeszcze rozebrać przypadek, kiedy 
pierwiastki równania (2) są urojone. Niech «-Efż będa dwa 
pierwiastki urojone sprzężone równania (2). Wyrazy wzoru (3) 
pochodzące od tych dwóch pierwiastków 

celtie Sk celm tir, 
zamienią się, gdy w nich według znanego wzoru Eulera 
e+ coso + ising, 
wykładnicze e**, e”** wyrazimy przez funkcye trygonome- 
tryczne, na 
ere c)cos$gz + ż (c= c)sinkz], 
lub, kładąc c-+c =A, i(c—c)=B, 


UD) - e's(A cosfz + Bsin$z, 
albo nareszcie, gdy położymy A = ysinð, B = ycosô, 
(12) ye”sin(Be + 8), 


gdzie A, B, lub y, 8 są stałemi dowolnemi. 

Tak samo postąpić należy, kiedy pierwiastki urojone są 
wielokrotnymi. Jeżeli bowiem pierwiastki « gt są k-krot- 
nymi, wyrazy wzoru (3) tym pierwiastkom odpowiadające, 
sprowadzą się do 

eTe eiL- CL +... -+elkTdgk"")eosfz + 

eS(e + CLA C'E +... + catat) isinge, 
lub, kładąc cz=A, c=A,..... CHA ZAD z ie zas 
ię zB, (A NEEN a 
(13) C(A + AG +... + AlEDzktycoskz + 


e**(B + B'e +... + ROódzitysingz, 
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zamiast czego można napisać 
e[ysin(bz + 8) + ye sin(pz + 8') + 
(14) 
( plk ck sin (Bæ + (8470) ], 
gdzie Y, Y,...,8, 86,... są nowe stałe dowolne. 

90. — Wiedząc już, jaką jest całka ogólna równania linij- 
nego o spółczynnikach stałych, kiedy druga jego strona jest 
zerem, możemy znaleźć całkę ogólną równania pełnego 

diy | y Wy dy dy | 
(1) ji +À ga + A, — AA br hi A dat W (©), 
jużto stosując sposób przemieniania ilości stałych, już tóż 
sposób Cauchy'ego wyłożony w ustępie 845". Użyjemy spo- 
sobu Gauchy'ego, jako prowadzącego do rachunków prostszych. 

Jeżeli f(x)=0, całką ogólną równania będzie 


(aj ogzze OP owcy n, 


gdzie « jest ilością stałą jakąkolwiek, a %, da,...,h„ oznaczają 

pierwiastki równania 

(3) FX) ==" + ANT" R Ad"... Ad + An 20, 

które to pierwiastki uważamy ków nierówne. 
Przedewszystkićm trzeba stałe cy, €,...,c, tak wyznaczyć, 

aby całka (2) dla c=a« zadość czyniła warunkom 


d d—4 1 
y =0, jj = 0. Tacki = , dA =f). 


to jest aby było 
; 4 Fe, +. 1. + en = 0, 
MCa + Aaa +. . „+ Aqnln = 0, 
ly + As" Ca <> a. „> Nnln 20, 
. . . . 1 . $ . . . 


NASN EE Ne" iC = AMLĘTR NY S= f (2). 
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Rozwiązując te równania względem (cy, Cs,...;C„ według 
sposobu wyłożonego w ustępie 867%, znajdziemy 
=, = FA, 0. 
A RIOS Ft)” 
wskutek czego wyrażenie piej uk na y zamieni się na 
ste i adi ipfe, d3 la „darling pija 0 
= ] (u)e —— J (0 ——a f(X 
F(4) FA) F(2,) 


To wyrażenie należy teraz zcałkować względem « od «a =0 
do «= z, i potém dodać je do całki ogólnćj równania reduko- 
wanego 


która jest jak wiadomo kształtu 


yt hnt 
y =ne" HeT.. + Cré ” 


Całką zatóm ogólną równania założonego będzie 


yt 1 FENG > 
y =e [+ F65 e foda |+... 


0 
Ka 4 TARE $ 
FIE | + ra e feyta |. 
0 


Jeżeliby nie wszystkie pierwiastki równania (4) były od 
siebie odmienne, dogodnićj wtedy stosować sposób przemie- 
niania ilości stałych, wychodząc z kształtu szczególnego, jaki 
w tym razie przybiera na się całka -ogólna równania reduko- 
wanego. Tak samo należy tóż postąpić w przypadku, gdy 
równanie (3) ma pierwiastki urojone. 


(4) 


_941. Dla równania różniczkowego 


dny, d= d— 
(1) Ta M zh + A, ea +AY =X, 
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możemy z łatwością znaleźć czynnik całkujący. Jakoż, jeżeli 
ten czynnik oznaczymy przez M, będzie według ustępu 79% 


n - qammi n—2M 
dM agd Mag M 


9 ke ETA ZE sł =. . „zi AxM 20. 
©) dx” 1 dert 2 dx” ay gl cy 


To równanie jest linijnćm i redukowanćm i jeżeli oznaczymy 
przez X, %,...;h, pierwiastki równania 
(3) FO)=N FAW! 4 AN" >... A, =0, 
natenczas każde z wyrażeń / 


AG RL NE 
AUE „nę TD ozaszę th 


będzie całką równania (2), a przeto każde z nich można wziąć 
za czynnik całkujacy równania (4). 


i : ] ` NE . IU 
Mnożąc więc równanie (4) przez e i całkując je np. spo- 
sobem Bertrand'a (ustęp 78), otrzymamy z porządku 


i= fe dya- =e NE 1), 
s zd 
=| FA + dye = TA, aye, 


ksz J e (A, OA AHA dye A 


czę 
=ze TE 4 A At iy CT, 


— Ait 
ka E a. E A, ady E NE S P a) T 


im ba 2 Hajda. 


18 
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Całką zatém pierwszą równania (1) będzie 
e iya + (A, Hya + (A, + Ay YOTI +... 


+ (AA, ŁA, dt... EhTDYJ> cj E Laa f (oda, 


UJ JC e ’ . 
lub, gdy pomnożymy przez e , i weźmiemy całkę w gra- 
nicach 0 i z, 


yT + A HAYT + (A, + Ay +AJY" TT) +22. 


+(An_, + Aneh F... NTT JYE 
(4) 


| O ef na] 


Kładąc w tém równaniu 1=41,2,...,n, otrzymamy zeń n 
całek pierwszych; a jeżeli pomiędzy temi całkami wyrugujemy 
n—1 pochodnych y’, y",...;y"7®, wypadek rugowania 
bedzie całką ogólną równania (4). i 

Celem wyrugowania : pochodnych y, y',...,yl("—1, po- 
mnóżmy rzeczone całki pierwsze odpowiednio przez a,, a,,..., 
a, i dodajmy je potem do siebie. Kładąc na wyznaczenie 
czynników 04, dy, . . + sdn 

Gy + 04 +.. -+ an = 0, n 
PCA = Ala -|- ... -+ dna, =0, 
Wdy -+ DA +... P Ty P = 0, 


ART, + NOT i -|-. E EA ma AT An = 4, 


„ zkąd wypływa : 
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otrzymamy 


Ci 


FO) 


(5) „a Sere pi fes eji |; 


jak pierwéj. 


lub, gdy za położymy ći, 


Jeżeliby pomiędzy pierwiastkami równania (3) zachodziły 
także pierwiastki równe, natenczas z (4) olrzymalibyśmy tylko 
część całek pierwszych, i wtedy rugujac pomiędzy temi cał- 
kami pierwszemi odpowiednią liczbę najwyższych pochodnych, 
otrzymalibyśmy równanie różniczkowe linijne rzędu niższego, 
którego całka ogólna dałaby całkę ogólną danego równania (1). 


92. Równanie różniczkowe linijne ze spółczyn- 
nikami zmiennemi. — Równanie różniczkowe linijne 


dry A d” 4h y A, E 
1 — — : Hite — bn U = 
| t p a p dn" mi dą | gny TO 


daje się także zcałkować w całćj ogólności. 


Samo zastanowienie się nad składem tego równania na- 
suwa myśl próbowania, czy nie uczyni mu zadość y=r", 
gdzie u. jest wykładnikiem który oznaczyć trzeba. Postępując 
w ten sam sposób jak pierwćj t. j. podstawiając w równaniu 
daném y = x", otrzymamy 


lulu — 1)(u —2).. (p —n —1) + A, u(u— 1)(u = 2)... 
(u — n—2) +... -ŁA„u Aa "=0. 


Ztąd pokazuje się, że jeżeli y. będzie którymkolwiek pier- 
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wiastkiem równania 


u.(u —1)...(u—n—l) + A, u(u—1)...(u—n — 2) 
(2) R R 

+ Au(u —1)...(u—n—3) + ..+ Au + An = 0, 
to równaniu (1) uczyni zadość s” niezależnie od wartości 
na z. 


Jeżeli przeto pi, t,,. . - „un Są pierwiastki równania (2), na- 
tenczas każde z n wyrażeń 


U. tJa un 
p, złe. 


będzie całką równania (1) szczególną, a gdy pierwiastki ró- 
wnania (2) są wszystkie odmienne, to mnożąc te całki szcze- 
gólne przez stałe dowolne, będziemy mieli na całkę ogólną 
równania (1) 


H Ua (m 


(3) Y=4C + Cz '+...-+-CnT 


Jeżeli pomiędzy pierwiastkami równania (2) zachodzą pier- 
wiastki równe, wzór (3) traci swą ogólność; albowiem wtedy 
dwa lub więcćj wyrazówstrony drugićj daje się zebrać w jeden, 
przez co liczba stałych dowolnych stosownie się zmniejsza. 
Aby otrzymać całkę ogólną, postąpić należy jak w przypadku 
poprzedzającym. 

Niech np. będzie u= u, =p natenczas kładąc 

Ha = ją + 0, p= pm H E, 
będzie 


[43 p 


e elga 
U Faes ii r = 8 , 


w skutek czego wzór (3) zamieni się na 


lgx . elaz- u dh 
jikri + C 8 + 0% 3 ja! 14. cz! e, e", 
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lgx slgr 


; 0) sk JRE 
lub gdy wykładnicze e * , e rozwiniemy na szeregi, 


y=| +e, + 03) + (030 + cze) Iga 


| — 


+ -= (C + cze”) (lgt)? +... Ja +48), . 


o 


= 


h 


LA , 4 
Kładąc zaś c + (+ Cq EC, (40 + (ze ©C, z (030? + cze?) =c" 
i wyobrażając sobie, że 8 i e dążą do zera, otrzymamy osta- 


tecznie 


(W y=[c+clgr+ c (Igzt]a"' + eyl ++ Cyt". 


Jeżeli pierwiastki niektóre równania (2) są urojone, naten- 
czas całka szczególna odpowiednia z%**% daje się rozłożyć na 
część rzetelną i urojoną za pomocą wzoru 
(3) gehi = preet — za | cos(gklgz) + żsin(plgz) ], 
wliczywszy więc jednostkę urojona ż do odpowiednićj stałćj 
dowolnćj, przedstawimy całkę ogólną pod postacią rzetelną. 


Ogólniejszóm od równania (1) jest pozornie równanie 
następujące 


drysp WA, |a8T Y 4 WY i 
dad mo OAT |. (GEA dze? 
(6) 
sk Ann dy Azy CL 
(az + by! dx (ac+b)* 
To równanie przywiedzie się jednak do postaci (1) kładąc 
ac + b =t. 
93. Nietrudno spostrzedz, że równania (1)i (6) dają się 
zamienić na równania linijne o spółczynnikach stałych, gdy - 
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w nich podstawimy odpowiednio 


czee--1 , ar R OE, 


gdzie t jest nową zmienną niezależną. 


Na równanie różniczkowe linijne o spółczynnikach stałych 
można przez stosowne przerobienie zamienić jeszcze wiele 
innych równań. Rozwiążemy jednak jeszcze tylko dwa przy- 
kłady, które w rozdziale następujacym będa nam potrzebne 


PRZYKŁAD 15%. — Niech będzie dane równanie różniczkowe 


dy iia 
(A+ az) ZY Atar E Py = o(z). 
Wprowadzając nowa zmiennę niezależną ź za pomocą 
związku 
= f. dz 
VI Faz 
zkąd 
dt 1 >$ / tie 
- : > =, pz | (etVa_e tva), 
y1 Har? du (1 + ar?)? PAW 


i uważając, że 
dy yay dt dy _ dy [dt W dt 
de dt da) dë dè dz) dt d? 


otrzymamy po podstawieniu tych wartości 
i 4 3 
dy = fFy=o GE Aj | , 
2ya 


to jest równanie o spółczynnikach stałych. 
- PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie dane równanie 


(+ uje” ZY +- (2a? + az TU  Py =ęfa). 
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J dx 
t= | —— 3) 
cya? + a 


Kładąc znowu 


zkąd 


deaa 1 PŁ 2x? +a PN 2ya 


— Z —; GZ — 0 Z |Á 
de pyżęa dO Va 4. gta 


1 
«(e + a)? 
otrzymamy tak samo jak pierwćj równanie : 


dy <= ia; Va | ` 
zg kky=zo| — EN 
dt eVa o tva 
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ROZDZIAŁ XI 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH LINIJNYCH 
SPOSOBAMI SYMBOLICZNEMI. 


94. zasady rachunku symbolicznego. — Pomiędzy 
sposobami szczególnemi, podanemi na całkowanie równań 
różniczkowych linijnych na osobliwą uwagę zasługuje sposób, 
polegający na oddzieleniu symbolów działań od przedmiotu 
na którym te działania mają być uskutecznione i na trakto- 
waniu tychże symbołów jak symbole ilości algebraicznych, 
podobnie jak się to czynić zwykło np. w rachunku różniczko - 
wym przy wyprowadzeniu wzoru Leibnitz'a na ntepochodnę ilo 
czynu dwóch funkcyi, lub przy wyprowadzeniu wzoru na nt® 
różniczkę zupełną funkcyi dwóch lub więcćj zmiennych. 

Wiadomo bowiem, że jeżeli u i v są dwie funkcye zmien- 
néj z, natenczas 

A, (uw)=u dy, + j 
dx da da 


r 


d Płaci A 
lub, gdy przez Jı 07czymy różniczkowanie odnoszące się 


CARNA PER 3 ; 
do v a przez zm różniczkowanie odnoszące się do u, 


dr RO PROZA O 
ej: (uv) = (Z+ A uv. 
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Ztąd wnosimy, że ogólnie 


noci dn æ d” 
"IE » IE dz” mi p ME Ja= da + | 


du dn n KFA du d*”*h k EN d'u 
Te + dz dasz). ala dor TA ieh da | ; 


Podobnie, jeżeli u jest funkcyą dwóch zmiennych nieza- 
leżnych z i y, mamy 


czyli odłączywszy symbole działań zz: = od przedmiotu u, 


du = (> do gdy Już 


Ztąd wnosimy, że ogólnie 


joina d ' P) Nm 
d u=( żyd dy) ý, 


— 0" R n ml 
= („zda + (a szen — zp dy + .. „a 


Mu 7 n du m 
=) zy 7 AEN. BY 


Możność traktowania symbolu działania, któróm tu jest 
różniczkowanie, jak symbole -ilości algebraicznych, polega 
na tożsamości praw, według których łączą się między sobą 
tak symbole ilości algebraicznych jako też symbole różni- 
czkowania. 


Wiadomo, że we wszystkich wyrażeniach algebraicznych i 
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wymiernych symbole ilości algebraicznych łączą się między 
soba według trzech praw następujących : 


454 według prawa rozkładu : m(u + v) = mu + mw, 
2re « przemiany : mau = amu, 


gcie «  wykładników : m” mu =m"**u, 
Otóż, jeżeli u i v są funkcyami zmiennćjz, symbol = 
podlega tym samym prawom ; mamy bowiem 
d du _ dv d du 


da %* 32 ` z, (% =a r , 


de d’? d Ja 
SBD I! „Pi BET u. 
dr” > dz. (7. 
W drugim z tych wzorów ilość a powinna być niezależną 
od z. 


Podobnie, jeżeli u jest fankcya dwóch zmiennych zi y, 
mamy 


a ud a 
da dy  dyda ` 


PUMY d : 
Ponieważ symbol 7; podlega tym samym prawom jak sym- 


bole ilości algebraicznych, widoczna więc, że wszelkie twier- 

dzenia, odnoszące się do ilości algebraicznych a wypływające 

jedynie z trzech powyższych praw, stosują się także do sym- 
d 


bolu = 


Tak np. wyrażenie wymierne i całkowite względem i 
> 


d 105 de d~ dn 
(ze) dm dei * A qpe3 
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w któróm A;, A» ... , An sa ilości stałe, można rozłożyć na 
iloczyn czynników stopnia 480; t. j. oznaczając przez M, 3... 
ìn pierwiastki równania 
EA) = + AR" + AgX" * +... + An 20, 


mieć będziemy 
DY d dą 
Pa) = (e)a) a) 


Ztąd wnosimy, że działanie r(z) wykonane na przedmiocie 


u jest równoważne działaniom 


d d d 
Tow T% sad: gz 1%" 

wykonanym na tym że samym przedmiocie jedno po drugićm, 
przyczem porządek tych działań jest obojętny. 


Podobnie można wyrażenie ułamkowe 


1 


Pg 7 am dn-2 
uc” d Mapa +A, da" +... b An 


rozłożyć na ułamki proste, i działanie wyrażone przez nie 
będzie równoważne działaniom wyrażonym przez rzeczone 
ułamki proste. 


Na tych prostych zasadach opiera się sposób całkowania, 
który w tym rozdziale wyłożyć chcemy. 


Zasadę oddzielenia symbolów działań od przedmiotu, na 
którym te działania maja być wykonane, wprowadził do teo- 
ryi równań różniczkowych Sir John Herschel (Philosophical 
Transactions z roku 1816). Francuzki geometra Brisson zasto- 
sował tę zasadę do całkowania równań różniczkowych linij- 
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nych ze spółczynnikami stałemi w dwóch pracach przed- 
stawionych Akademii francuzkićj w latach 1824 i 4823. 
Akademia jednak francuzka odrzuciła te prace, pomimo korzy- 
stnéj oceny Cauchy'ego, który sam w tym przedmiocie pisał 
w Zucercices, vol. II, p. 159. To zdaje się było powodem, że 
ten sposób, jak począł się w Anglii, tak też prawie wyłącznie 
przez angielskich geometrów był rozwijany; jakoż Duncan 
Gregory (Mathematical writings, Cambridge, 1863) zasłużył się 
głównie ścisłóm jego uzasadnieniem, a George'owi Boole'owi 
(Treatise on differential equations, 3° edition, London, 1812) za- 
wdzięczamy zastosowanie tego sposobu do równań różnicz- 
kowych linijnych o spółczynnikach zmiennych. 


95. Równania różniczkowe linijne o spółczyn- 
nikach stałych. — Po tém przygotowaniu weźmy pod uwagę 
najprzód równanie różniczkowe linijne o spółezynnikach 
stałych 


d” d” dy 
dc” mj HA rh AŁIKASY: Aa da HAs, 


gdzie X jest funkcyą samego z. 


Oddzielając symbole działania od przedmiotu y i kładąc 


dr dr—t d 
(2) Jet Agit +A1=P(7.)» 
mamy 
d 


Funkcya r($) wyraża pewne działanie, które trzeba wy- 
L 


konać na y, ażeby otrzymać X na wypadek. Działanie to 
nazwiemy «pierwotnóm ». Jeżeli y nie jest daném, chcąc 
je wtedy otrzymać, trzeba umieć wykonać działanie «od- 
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wrotne » działaniu pierwotnemu rz): Oznaczając to od- 


wrotne działanie przez odwrotność symbolu działania pier- 
R N71—1 
, lub | (zz)| i wykonywając je 
P(T) ai 
dz] 


na obu stronach równania (3), otrzymamy 


NEOWOGÓE 
; EE 


"EE SOB eE cza 
Działanie odwrotne | (Z można rozłożyć na szereg 


wotnego t.j. przez 


dx 
działań prostszych. Jakoż, jeżeli oznaczymy przez 4 2ą,...,dp 


Atat so 28 * d it i BĘ 
pierwiastki równania r(7:)=" uważając w nićm zz 1eko 
A [44 


| x 
ilość niewiadomą, i jeżeli ułamek | (Z) | rozłożymy na 
4 / K 


ułamki proste, będziemy mieli : 
f „(d d z d e 
6) La. aT Aa N 


d —|l 
+u) > 


4 | 1 
6 L=——Ć, L= TE = = A 
(6) 1 F (4) RT F'O.) 45; ,L F'n) 


W skutek tego wzór (4) zamieni się na następujący : 


4 d Er 4 d 
yY zZ——|— —A 2 = | —— A ... 
: ACE ) miti AA (zz u) X+ 


/ 


1 d Faas 
+pquj (67%) * 


gdzie, jak wiadomo : 
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lub krócćj 
n d A 
(7) y =Y rolt =n) X. 
1 


Jeżeliby pomiędzy pierwiastkami równania r(;,)= za- 
chodziły pierwiastki równe, np. jeżeliby pierwiastek ìà, był 
— 
k-krotnym, natenczas w rozłożeniu ułamku | (z) | na 
j 


ułamki proste zachodziłoby k wyrazów następujących : 
d — (d —(1—1) 
L(a) +1(5—>) i 


(lk—1) —| 
+L de —h ) , 
dz 
gdzie ogólnie 


4 lim a Q—X)) „_,. ye 
AT EZA, dA” * "FO | R==054,: RSE 


(8) 


(6) DAME 


Część więc wyrażenia na y temu pierwiastkowi odpowiada- 
jaca byłaby 


żę fiy —(k—1) 
|-(z—) rha) e 
| 
+ LE-5(7,—1) J 


lub, sprowadziwszy pierwszy czynnik do spólnego miano- 
wnika, 


—k 
(10) (HATA +. „RAA r (75— x) X, 


gdzie A, A,A”,... są ilości stałe, dające się łatwo obliczyć. 


W tym więc przypadku należy na X wykonać najprzód 
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dz 
łanie wyrażone przez A+ A’ az +A” La +... +A) Xabi , 
dz daż dzi 


które jest działanićm zupełnie oznaczonóm. 


. . . . d —k r . 
działanie jeszcze nam nieznane (£ — „) , a potém dzia- 


96. Pozostaje nam zbadać znaczenie działania, wyrażonego 
przez symbol (zy , gdzie A jest ilością stałą a k liczbą 


całkowitą. W tym celu dowiedziemy najprzód twierdzenia, że 


d n mef dN*( Ba 
=+ = |." X). 
(11) ( 0 => ( z) ty. 
Jakoż, jeżeli rozwiniemy stronę pierwszą, będzie 
d d” d?— —i a 
+ +( 2 
(7 a)" X =| 5 N Peat (3)? dz" 2 „z E Jx 
Atoli 


z yw == (Ey pr j 
dx 


w skutek tego stronę drugą w napisaném dopiero równaniu 
można przedstawić pod postacią : 


zshef d” n d ("1 n d° dn EM, 
TO T |" 


r RAY GA ; ; Hahi d 
gdzie różniczkowanie sprowadza siędoe a iT do X, za- 
miast czego można pisać 


ae / d d ję Ee 
e = + — 
de da 


lub, według twierdzenia Leibnitz'a 


70 d n/ ENL E 
(z) te X); 
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d n wg dN* że 
— ZE cze” uma. * 
( ER Kete ( $) ok 


W dowodzeniu tego twierdzenia obojętnóm jest, czy n jest 
liczbą dodatną czy téż odjemną. Jeżeli n jest liczbą całkowita 


a zatóm 


da 
jeżeli zaś n jest liczbą całkowitą odjemną np. n==—k, 


dodatną, natenczas (z oznacza różniczkowanie n-krotne; 


dY , ? i i 
natenczas (z) oznacza działanie odwrotne działaniu 


k 
(zz) , to jest k-krotne całkowanie. Mamy więc 


uy( 2) X=q (7) 4'x=c"fo"x 
ROWE 


W przypadku szczególnym, gdy k= 1, mamy: 


(13) (p=) x zz A iz e SX dr. 


Uważać przytóm należy, że każde z k całkowań w (12) 
wprowadza jedną stałę dowolną, tak iż za (18), wprowadzając 
stałę dowolną, pisać można 


(13,) (7 pen a) X POD (e + J e xas) . 
Jeżeli X=0, wzór ostatni zamieni się na 

(14) (Z ta) SEA ag 
Wzory (13,) i (14) dają rozwiązanie równań różniczkowych 


d d 
jj Eh =X i gł hy ==0. 
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97. Stosując te wzory do równania różniczkowego (1), 
widzimy że w przypadku, jeżeli wszystkie pierwiastki równa- 
; d PA Te $ j j 
nia F(1.)=o są od siebie odmienne, całka ogólną tego ró- 
wnania będzie według (7) i (13), 


R 4 4 d A E, 1 mu f R 
03) y= Xr e) A" ZPOW f gi 


co się zgadza z wypadkami otrzymanemi dwoma innemi 
sposobami w ustępach 90vm i 917", 


Jeżeli zaś jeden z pierwiastków równania e(a) =A mA; 


jest k-krotnym, natenczas według (40) i (12) część całki od- 
powiadająca temu pierwiastkowi będzie 


97” UAX 
(6) (A FK Z FA" E ART ja OU J (w CN 


gdzie całkowanie k-krotne wprowadza k stałych dowolnych. 
PRZYKŁAD 452%, — Niech będzie 
2 
2y I k'y = cosms. 


Mamy wtedy | 
Mz =(az**) COSM ; 


aże 


Jest więc 


I d ETANTE AERE SNN 
y= a| (i e cos mL e + ki) 


2ki ; 


/ 


4 


COS MU: | 
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ub, ponieważ 


e = cosks zk żsinkz, 


y= (sinke | coskrcosmadz=coske | sinkceosmedz ) - 


Atoli 
if coskecosmzdr =; J cos(k-m)edz-rz J cos(k—m)zdz+ Ct 


__sin(k-+m)e | sin(k — m)z sra 
Tok m) 2(k —m) $ 


f sin æ cosme de = £ f sin(k+m)cdc +- 5 Me sin(km)xdz+-0 


cos(k-+m)c cos(k— m)z ANO 


— NN 
pemza — 


Akm) Akm) 


Podstawiwszy te wartości w ostatniém wyrażeniu i upro- 
ściwszy je, znajdziemy ostatecznie : 


* sm 
y = A cos ke. B sinke p ; 


gdzie A i B są stałe dowolne. 


PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 


w BRR: KARĘ I WOP, ORA Bye 
TA tatiga ua = 4y=L. 


Mamy najprzód 


d 5 d? d ma 
sez (z fa Ma po daż * dr a) a 


- lub, rozłożywszy ułamek 


ERO SEEEN as NRY NE, 
-$ NETE y i a 3 
GZ Sa "da dz 1) i 
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na ułamki proste, 


4 (UG d R ZIE ly 
= = Cad — 2 T — = — g 
y (+ u)(7z* ) £ 3l +a) c 


_24 d —2r > sd CHRL. pt £ 3 
=j pt) JE cdi z efedz 


a po wykonaniu działań i uproszczeniu 
y = (e +czje-""+-c'e"* +- ("e = z + 5 . 
98. Całkę ogólną równania różniczkowego linijnego (4) 
można otrzymać jeszcze sposobem następującym. 


Przedstawiając to równanie pod postacia 


(17) 


tora" (90 
r(7z)=0+* 


-i 
i wykonywając na obu stronach działanie odwrotne| F (zz) | , 


będziemy mieli 


w EAEE 


Pierwszy wyraz po prawćj stronie w napisanćm dopiero ró- 
wnaniu, przedstawia rozwiązanie równania redukowanego 


de 
wnania redukowanego, n stałych dowolnych zawierającą, i 
do niéj dodając jaką wartość szczególną wyrazu drugiego 


F (z) y==0; biorąc więc za to rozwiązanie całkę ogólną ró- 
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d -i . . . . . L4 + . 
e(z] X, to jest jakie rozwiązanie szczególne równania 
pełnego r(z)v=* mieć będziemy całkę ogólną danego 
równania. 

. LA p ie L4 . . d sk, 

Ażeby otrzymać wartość szczególną wyrażenia [r (zz) | X, 
p 


dość rozwinąć funkcyę |F(z) | | podług potęg rosnących 
symbolu za. następnie uskutecznić różniczkowania na X. 
Tę wartość otrzymamy pod postacią skończoną : 152e jeżeli X 
jest funkcyą całkowitą zmiennćj z; 2re jeżeli X jest kształtu 
ZAJ”, gdzie Am są ilości stałe lub też funkcye całkowite 
zmiennćj z; 3%e jeżeli X jest i sumą wyrazów kształtu 
Acosmc, Bsinmaz. Pierwszy przypadek jest oczywisty, albo- 
wiem pochodne funkcyi całkowitćj od pewnego rzędu począw- 
szy będą zerami. Że tak samo rzecz się będzie miała w dwóch 
przypadkach ostatnich, wynika z twierdzeń następujących. 


Wiadomo, że 
(z) "mz = m” ) ena 


/ 
Ztąd wypływa, że jeżeli F(:ż) jest symbolem działania 


pierwotnego, to jest funkcyą ilości a całkowitą o spółczyn- 


nikach stałych, natenczas 


(19) P(E) er = Pim) ers; 


i d ķi d ME — pni 
pet) piecze 
jest więc także 


(20) [ë (am [F(m)]"'e"e, 


a że 
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Następnie z wzoru Leibnitza wypływa 


(z) ex =eie( $ -+ m)'X, 


jast więc także 
d ma —— PMI d 
(21) e(z)! X=e F( + m)k, 


jako tóż 


(22) ge | D — gme | (z mi m) | x. 


Nareszcie ponieważ 


2 d 
—. =— m. J s |, $] a — M7. si 
gza COSM M.COSME, Fa: NM m*.sin mz, 
mamy 
[È CB Dcos 
F| — )cosmr =F(— m*)cosmt, 
(23) 
F d 1 —P 2)ai spe 
z) 50 m0= (— m*)sinmz, 
tudzież 
BALA tree or dny „tł 
Tp cosma = [F(— m*)]”'cosmc, 
(24) 
F ką gh sinmr =[F(— m*)]"' sinme 
IDO e 


PRZYKŁAD 15%. — Niech będzie 


Teje + GOT; 
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Mamy 


d 2 tj: d ke jp . 2 
y=(a** A ) U + © + 1") 


d* 


= Acoskz + Bsinkz +nie +... :) (1 rar’) 


1 2 
= Acoskz + Bsinkz + A p 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 
dy dy Dy — romz 
Ta Sa + 27 =re"", | 


Tutaj 


my d d Ą d d 73 q 

e a a a 

= GeT + ee THe Sopera Alg Ape pal i 
Na 2 dz Mda 


— c 2g 
= 0 et + Ce 7” 


ma 1 2m — 3 
Wg KT m— 2) — (m—1)(m—2); + fe 
Av 1 A w qe 4 (2m dłu 3)enz 
A EAT (m=tjfm=2) (m=t)fm=Zy" 
PRZYKŁAD 3%, — Niech będzie 
d 
1 TA + k?y = Zancos(me -+ b). 


Mamy 


21 wi 
r=(T + r) „0 + Zam (Iz + r) cos(mt + b) 


= Acos ke + Bsinkc + a), 
SETIR 
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99. Równanie różniczkowe linijne o spółczynnikach 

zmiennych. — Zajmiemy się teraz równaniami różniczko- 

wemi linijnemi, których spółczynniki są funkcyami wymier- 

nemi i całkowitemi zmiennój x. Dowiedziemy najprzód twier- 
dzenia następującego : 


« Jeżeli za c wprowadzimy nową zmiennę niezależną % 
za pomocą podstawienia æ=, natenczas równanie ró- 
zniczkowe 
dzy 


d” 
(a + br + e...) + (a, + bye + ea, s.) gc 


(1) da” 
+++-+(0, + Onl + Ct? +...)y =X, 

w któróm a, D,C,...,0,, Ons Cn, c». Są ilości stałe, a X ozna- 

cza funkcyę samego «2, sprowadzi się do postaci symbo- 

licznćj : 


(2) AD + A(D)ety + /(D)e>y-+. . .-H fa D) =T, 


gdzie T jest funkcyą samego 6, a /,(D), /,(D),... oznaczają 
fankcye wymierne i całkowite o spółczynnikach stałych sym- 


bolu D==— .» 


zina aR= fat" 
to jest 
gary 
Wiedząc to, mamy następnie 
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luh, według wzoru (21) w ustępie poprzedzającym, 
dy = — 1) d 
2 


L Tak samo znajdziemy : 


WY__ „94 aa 1 s REE AA d_„ad 
dań 06 o g= (3 2)(5 1): 


Będzie więc ogólnie 


M owal ET oerna Y Y B, 1 ena 4 JB 
maj ez (z —1)(g—5—)--.(5 > 5 


lub, gdy obie strony pomnożymy przez c”"=e" i położymy 


d ; 
|= T będzie 


aiy jes: p: =(DnZFD 573). |.(D 10. 

Aby teraz równanie (1) sprowadzić do postaci (2), pomnóżmy 
je przez x”, podstawmy x =e* i przekształćmy iloczyny 
d” i dr~! 
pats m fe) jj... 
podług wzoru (3); uwzględniwszy przytćm wzór (21) ustępu 
doprzedzającego, według którego 


(4) f(D)eney = m f(D + m)y, 
tudzież 
(5) eme f(D)y = f(D — m) y, 


wyraz pierwszy równania (1) zamieni się na : 
(a + bo +e.. .D(D — 1)(D—2)...(D—n + t)y 
= 4D(D — 1)D—2)...(D=n + t)y + be'D(D — 1)(D — 2)... 
(D —n + 1)y-+ ce! D(D — 1)(D —2)...(D—n-+ 1)y +... 
=a D(D —1)\(D — 2). . (D —n + 1)y +b(D — t)(D—2))... 
(D—n)e'y + c(D —2)(D — 3). . (D — n— 1)e23%y+... 
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to jest przywiedzie się on do postaci żądanćj. Ponieważ tym 
sposobem można przekształcić każdy pozostały wyraz, wi- 
doczne więc, że równanie (1) przez podstawienie c=, za- 
mienić się daje na równanie (2). 
PRZYKŁAD. — Niech będzie 
(1-- ar’) Tzi a o HAL Z ky =ol2). 

Mnożąc to równanie przez z* i następnie stosując wzory 

(8) i (5), mamy po kolei : 
(1 -+ae*6)D(D — 1)y + ae Dy = k*e*3y = e*fo(eś), 
D(D— 1)y + a(D — 2)(D — 3)e23%y + a(D — 2)e*y E kety 
=e) 
t.j. 
D(D —t)y + [a(D— 2): E K Jy = ge’). 

Nawzajem można przejść od równania (2) do równania (1), 
dość bowiem zamienić każdą z funkcyi f(D) na szereg fakto- 
ryalnych D(D — 1) ... (D — n +1) i następnie stosować wzory 
(3) i (4). 

PRZYKŁAD. — Niech będzie : 

(aD? =k*)y + (D — 1)(D — 2)e*9%y ==g(e' ). 

Stosując najprzód wzór (4), mamy 

(aD*= dy + e (D + 1)Dy =s(e*), 

Następnie, ponieważ 
aD* x k*==aD + (D —1)aD=k*, (D + 4)D-=D(D — 1) +-2D, 
przeto mamy 

[aD(D — 1) H aD EF" ]Jy + e* DiD — 1) + 2DJy =g(9), 
(a= e*5)D(D — t)y + (2e*9 ++ a)Dy == h*y =g"), 


(a + zda M + (21% + ajs = ky = g(2). 
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OKREŚLENIE. — Równanie symboliczne kształtu (2) nazywa 
się dwu, trzy, ... m wyrazowóćm, według tego jak jego 
strona pierwsza składa się z dwóch, trzech, ... n wyrazów, 


Z zastanowienia się nad składem równania można poznać, 
z ilu wyrazów składać się ono będzie, jak tylko sprowadzimy 
je do postaci symbolicznćj. Albowiem, jeżeli przez pomnoże- 
nie przez odpowiednią potęgę x przywiedziemy je do postaci 


zm €Y 
% zd n z” ga 


to natenczas liczba potęg odmiennych z, zawartych w spól- 
czynnikach A, B, ... będzie liczbą wyrazów równania przy- 
wiedzionego do postaci symbolicznej. 


Jeżeli na obu stronach równania (2) wykonamy działanie 
(DJ, pisząc wtedy ę;(D) za a tudzież Y za [f(DJJ-"T, 
mieć będziemy TĄ i i 
(6) ~ y + o (DJe y+ v,(D)e?$y + ... + q„(Djeró=VY. 

Pod tą postacią będziemy badali w dalszym ciągu równanie (1). 

100. — Oprócz równania (ustęp 92) 


„m PY 


de A 
n—l pn 
ZA + AT pas He > Any 20, 


którego kształt symboliczny jest widocznie następujący : 


[DD — 1)... (D—n—1) + A,D(D—4) . + D=n—32) + 
. + Aly =0, 


które przeto zamienia się na równanie o spółczynnikach sta- 
łych przez założenie z= eô, jest jeszcze jeden przypadek, 
w którym równanie linijne o spółczynnikach zmiennych nie- 
kiedy daje się ogólnie zcałkować; ten przypadek zachodzi 
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wtedy, gdy w równaniu (6) 4,(D) jest kształtu 
;(D) =a,y(D)y(D = 1)... Y(D— i~i), RN n 


gdzie a, jest ilością stałą a 4(D) oznacza funkcyę wymierną 
o spółczynnikach stałych symbolu D, Można bowiem udowo- 
dnić twierdzenie : 
« Równanie różniczkowe kształtu, 
(r y + ayt(D)efy + azy(Djy(D — 1) e*9y +... 
(+ay(DY(D—) ...Y(D—n+teoy=V, 


można rozłożyć na układ równań kształtu 
y —q4(D)e’ y=Y, 
gdzie q oznacza pierwiastek równania algebraicznego 
(8) F(q)==q* + ag + a + ... +0, =0>. 
Jakoż, ponieważ podług wzoru (4) 
Y(D)y(D — 1)e*%y = (D)e? (D)e? y = [D)e Fy, 
Y(Dyy(D — 1)9(D —2)e**y = 4(D)y(D — 1)e*0y(D)e? y 
=[Y(D)e" Py 
i ogólnie 
(D)y(D—t) ... Y(D—n-+t)e"y-=[Y(D)e' ]"y, 


jeżeli więc te wartości podstawimy w równanie (7) i dla krót- 
kości położymy v(D)e? =p, zamieni się to równanie na 


(1 + ap + ep” +-.... + anp) = Y. 
Ztąd wypływa 
y= (1 + ap + ap +... + anp”) Y, 


lub, rozłożywszy ułamek (1 + a +a + ... + anp”) na 
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ułamki proste, 
(9) y= L(A — gg) Y + L4(1 — g) 
+ Ln(l —4,9) Y, 


gdzie qı, Qa, ... , 4„ SĄ pierwiastki równania (8), a 


(dy peenaa nią, poj Po N 
Fe) T DTA F (gn) 
Kładąc dla skrócenia 


U — g) Y =y, (1 — 4) Y=y, ..., ((—4n) Y = Yn 
zkąd wypływa 
(1—40 =Y, (1—9)y =Y,... , U — gne) FT, 
czyli 
Ai (H: —qY(D)eys =Y, y— gaen =T, A 
l Jn— MYD) =V, 
będzie według (9) 
(12) y = Ly, + L; Ya +... + Lnyn. 


A zatóm, całkowanie równania (7) sprowadza się do całko- 
wania n równań dwuwyrazowych (11). 


PRZYKŁAD. — Niech będzie 


(£ — 3a” + 20 dY 4 (40 — em + (2 + 6c)y = az”. 


a4 
) dz? 
Postać symboliczna tego równania jest 

(D +2)X(D + 1)y — 3(D + 1)(D — 2) efy 


+ 2(D — 2)(D — 3) fy = ae, 
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lub, uskuteczniwszy na obu stronach działanie 


(D +2 (D + 1)]-*, 


_4D—=2, (D — 2)(D — 3) ae"5 
4 FUE EA CE = CEDYCEZK 


[wzór (20) ustęp 98]. 


To równanie jest kształtu (7). Ponieważ tutaj 


KW=Z=S: F(q)=g—39 2=0 q1=2 g E N, 
L=M L= 
równania składowe są więc 
D—2.,.._ ae”? 
Tian E A CEET 
D-2 ae"9 


LODY OZ60y, EB] ELLA auat 
h- D2 T (n+ AnH 


czyli 
n9 
(D + 2)y, — 2(D — edy, = 
sat) AR 9 pb aer’ 
(D + 2)y, —(D — 2)ey” = T’ 
lub pod postacią zwyczajną : 
d pn 
(r= 2r e + (2 + 22) = zał 


(gy E + 2+ op =p 


Te równania, linijne i rzędu fso. dają się zawsze całkować, 
W szczególności, jeżeli a = 0, mamy 


U „pzez, 


ZEE 


z 
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a przeto całką ogólną danego równania będzie wtedy 


RL TCYA LORE Li +53 
PUR PM 20) C.(1 — z) k 
z 

101. Równania dwuwyrazowe. — Niech dane będzie 
równanie różniczkowe dwuwyrazowe 
(1) y + (D)e y =T, 
gdzie T jest funkcyą samego 6, a g(D) oznacza funkcyę algebra- 
iczną i wymierną symbolu D = , zawierającą prócz tego 
tylko ilości stałe. Ponieważ w obecnym stanie umiejętności 
znamy zaledwo kilka kształtów funkcyi (D), przy których ró- 
wnanie (1) daje się zeałkować, ważną przeto jest rzeczą, za 
pomocą przekształceń umieć sprowadzić dane równanie dwu- 
wyrazowe do jednego z kształtów całkowalnych, lub przynaj- 
mnićj ile możności uprościć funkcyę symboliczną ę(D). Prze- 
kształcenia o których mowa, opierają się na dwóch twierdze- 
niach, z których pierwsze tak opiewa : 


« Wyrażenie symboliczne s(D) w równaniu 
y + ę(D)efy="T 


można 4° pomnożyć przez jakikolwiek stały czynnik a, 2° za- 
mienić na (D + a) i 3° zamienić na [g(—D)]-!, nie zmieniając 
przytćm w inny sposób pierwszćj strony tego równania. » 
Niech będzie T = f(e). 
U 


Najprzód połóżmy w powyższćm równaniu (1) e? ==a'e7. 


ROSZ 
Ponieważ D = dT go ABY przeto, 


1 
Y + g(D)aer*y — /(a'e7), 
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czyli 
o 
y + ay(D)er y = f(a"e®), 


; duid 
gdzie teraz D SH 


« Możemy więc (D) pomnożyć przez a, jeżeli jednocześnie 
1 


za /(e?) położymy /(a'e9).» 
2re Połóżmy teraz w równaniu (1) y= ez, a otrzymamy , 
ea8z +- (D)je? eaz =f (e ), 
czyli 
eMz + e"o(D + aje' z = f(e?), 
zkąd 
z + o(D +- a)e® z = e- f (ef). 


« Można więc w równaniu (1) napisać g(D + a) za (D), je- 
żeli równocześnie położymy e—*9/(ev) za f (e8). » 


3%ie Połóżmy nakoniec w równaniu (1) 9=—9%, Ponieważ 
d d 
D -— d — Å do — —— D + 


mamy przeto 


y + x{— D')e—’ y = f (e-t) 
czyli 


y ++ e-w'ę[ —(D— r) Jy = Flet) 
lub 7 
eby + g[ — (D — nly =e fe). 
Wykonawszy zaś na obu stronach działanie (ę[— (D —r)];"", 


y + [r= D) ert y = [efr DIE e=), 
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czyli 
y + e*[g(— D) y = erlo DSe); 
a gdy nareszcie położymy y =e'fz i podzielimy przez e**, 
z+ [ę(— DJ'e =[e(— D)J-*/(e-7). 

« Można więc w równaniu (1) napisać [9(—D)]-' za (D), 
jeżeli jednocześnie położymy w nićm [p(—D)]-'/(e-') za f(e9).» 

UwaGA. — Przekształcenia wyłożone nie zmniejszają wykła- 
dnika » w wykładniczćj e” . Chcąc ten wykładnik zmniejszyć 
dość położyć 6 = z « Ponieważ wtedy D==——=a— = aD 
równanie (4) zamieni się przeto na 139 

Ty 8 
y +ę(aD)e y=/(e"). 
Łącząc to przekształcenie z dwoma ostatniemi przekształ- 


ceniami, zamienić potrafimy +(D) na g(aD +) lub na 
[og(aD + b) J. 


102. —Ważniejszćm daleko przekształceniem jest to, które 
polega na twierdzeniu następującóm. 


« Równanie różniczkowe dwuwyrazowe 
(1) y + (D'y =T, 
zamieni się na równanie 


(2) z + (D)e = T, 

w skutek podstawień 

3 =m, 2); r=n.O)r, 
l y= rp) 40) 
gdzie I, == i oznacza faktoryalnę : 

(4) ng) —?0) (D — 7) (D — 27)... 


WD) YOD = r)y(D= 3)... * 
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Aby dowieść tego twierdzenia, podstawmy w równaniu za- 
łożonóm y = f (D)z, będzie wtedy 


FD: + (D)e? f(D) =T, 
czyli 
[(D)z + o(D)/(D— r)e'$ z=T, 
lub, podzieliwszy przez f (D), 
ę(D) /[(D— r) „9, — sj 
z + B o) udii 25=[ ADN Pa 
Porównywając ten wypadek z równaniem (2), mamy 
ADMD — 4(D), EHD T, 
zkąd wypływa 
v(D) SE N D—>IT. 
KOA o) © r), T=/(D)T 40) A | r) 


Podobnie znajdziemy 


o= n= ERD) itd: 


a przeto 
D) (D — 7) (D — 27) ... 
D= 
[B= M) 4B=r)4(D=27).. 

« Za pomocą więc podstawień (3) zamieni się równanie (4) 
na (2). » 

UwAGA. — Dotychczas nie nie mówiliśmy o funkcyi Y(D). 
Otóż, tę funkcyę należy tak dobrać, ażeby 464 równanie (2) 
stało się całkowalnóm i aby 2e iloczyn 1.25 był skończo- 
nym. 

20 
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Ażeby zadość uczynić pierwszemu z tych warunków, po- 
trzebaby znać kształty tych równań różniczkowych dwuwyra- 
zowych, które dają się całkować pod postacią skończoną. 
W obecnym jednak stanie umiejętności znamy tylko kilka 
z tych kształtów zasadniczych i wiemy z poszukiwań Harley'a 
i Boole'a (Treatise on differential equations. Supplementary 
volume, p. 490), że takie kształty, zostają w uwagi godnym 
związku z teoryą równań algebraicznych. Z tego powodu 
ograniczymy się uwagą trzech kształtów następujących : 


65) zj by =f(), 
(6) (1 + az) TH 3 Yast =l + By f(2); 


dy CY + (2a? + ac RE: fE 


(7) (2° + aja" z 


z których dwa ostatnie zamieniają się na pierwszy w skutek 
podstawień 


dz , dz 
VI aa". =| czw 
Kształty symboliczne tych równań są odpowiednio 


(5a) vE grp = Fe) 


a(D — 2)*-+ k 


(6a) y -}- B e e?by = f(e5), 


- (1a) y+ O Aly = fle), 


Drugiemu warunkowi stanie się zadość, jeżeli tylko 4(D) tak 
dobierzemy, ażeby każdemu czynnikowi (D) w liczniku wy- 
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ę(D) 
%(D) 
z(D= ir), gdzie č jest liczbą całkowitą i dodatną; albowiem 
wtedy | i 


rażenia I, odpowiadał w mianowniku czynnik kształtu 


"ApS" 3ELRMMIR AGA 1 je SADKI 
x(D +- ir) xD + r)y(D +2r). z ZD TN ir) ` 
tudzież 
ZA na, ZERA ARM 
aea KE) aln Y. odz(D ikony 


t. j. strony drugie zawierać będą skończoną liczbę czyn- 
ników. 


Jeżeli więc 154 (D) jest kształtu 


(D = z(D)x,(D), 
biorąc wtedy Y(D) = z(D Œ ir) x:(D), mieć będziemy iloczyn 
skończony | 


god iiias 
A ATOE T 


jeżeli zaś 2re o(D) jest kształtu : 


AD) = Pg) 


natenczas wziąć należy 4(D) = ;,(D), aby mieć podstawienie 
skończone ; wtedy bowiem 
il, (D) I x(D) 


pD) "x(D-Eir) 


Między temi dwoma przypadkami zachodzi istotna różnica. 


W pierwszym bowiem przypadku obie funkcye (D) i (D) 
zawierają jednakową liczbę czynników, oba więc równania (1) 
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i (2) będa jednakiego rzędu, a przeto całkowanie równania 
(2) wprowadzi dostateczną liczbę stałych dowolnych. W dru- 
gim zaś razie niektóre czynniki funkcyi (D). pospolicie 


nie będą zachodziły w funkcy 4%(D), a że ża- 


kształtu = + 5 


dne nowe nie przybędą, rówoanie przeto (2) będzie rzędu niż- 
szego niż równanie założone (1). Całka ogólna równania (2) 
będzie więc zawierała mnićj stałych dowolnych, aniżeli 
w całce ogólnćj równania (1) znajdować się powinno Liczbę 
stałych dowolnych trzeba w tym razie dopełnić, wprowadza- 
jac potrzebną liczbę nowych stałych dowolnych przy na- 
stępnóm wyprowadzeniu wartości na y, lub téż wprowadza- 
jac odrazu do równania (2) stosowną liczbę stałych do- 
wolnych przy wyznaczeniu ilości T za pomocą związku 
(D) 

Tss T sD) —— T, 

103. Zastosowania. — Postępowanie dopiero wyłożone 
najlepićj się wyjaśni na przykładach. 


; ; ŚP 6 
PRZYKŁAD 4529 — Niech będzie Ta + ky — m =0:; 


Kształt symboliczny tego równánia jest 


k? 
x "LL... o04y = 
* Wr3(0=3 AFO 


Za pomocą twierdzenia dowiedzionego w ustępie 102 spro- 
wadzi się ono do 


+ IGR i (BR e, 
TBH 2)(D + 1) dY 
gdy położymy 
— qr. D+2)(D+ 1), 
y =H, " (D-£2)(D— 3)* 7 = (D + t)(D — 1)z == (D? — 153; 
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równanie zaś ostatnie rozkłada się według twierdzenia dowic- 
dzionego w ustępie 100%" na dwa następujące : 
kie) kie 


4—5 me 9 rha NA a a mm, 


czyli 
dz, 2. dz, 9 aana Vr — 
T Tr T= katjz, = 2 ża +(2 + kri)zą = 


których całki ogólne są : 


C A e F 
e zd GRE % dos R a KBL 
Led WANE BĘ "ORC 


Mamy więc 


zzzą (z, + zę) == za (Cc, GF => 0 6758) = 5 sin(kc + c), 


a następnie : 
y =(D*— 1): = c(D* — 4)e-*sin (kz + c) 
= ce—25[(D—2)*— 4 ] sin(kz + c), 
= ce—”[D(D — 1) — 3D + 3] sin (ke + c) 


c d* d 
=|o "Z z; — BD g + 5)sin(ke--0), 


=. (Z—*) sin (ke e) —  cosfke + Cc) JĄ: 
Założone równanie można także sprowadzić do kształtu (ša). 


Jakoż, kładąc w nićm y==e-%:, otrzymamy według 
ustępu 10180 


K 


+10=5* Żz==0, 


a jeżeli napisane dopiero równanie przekształcimy za pomocą 
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podstawienia 


s=Np=zu=(D— Ne —3)u =(DOD— 1) — 3D + 3)u 


2 
= (o z 30 g gta 
da 


otrzymamy równanie 


du 
da „2 


u + 


e-0u==0, czyli + ku =0, 


k? 
D(D—1) 
którego całką jest u=c sin (kæ + c). Mamy więc : 

y = e?z =e—*60D — 1)(D — 3)u 


d? d . , 
=z(* da PWZ + 3)sin (kc + C') 


= |= — e) sin (kæ + c) — od (kc -+ | 
pa sh 
tak, jak pierwćj. | 


Można także wprost przejść do równania (ša). Kładąc ho- 
wiem 
DDta icz, D = 1 
U, SF — Rn śe 
Y4(D1-2)(D—3)*  DE2ż” 


równanie założone przywiedzie się do kształtu (ša); a zatóm, 


D MER 1 . , , . j , 
y =t pro (kx + c)=c[1 — 3(D + 2)—']sin(kz + c) 
==c[1 —3ę-%9D—1e%9]sin(kz +e) 


= c sin(kc+ c)— = f eż sin (kx + c')do 


= c sin fks + c) — aje sin(kz + c)dze, 
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Wykonawszy całkowanie i położywszy —ck* za e otrzy- 
mamy, znowu tęż samę wartość na y, jak pierwćj. 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie ogólnićj 
dy__i(i+4 


) Mya 2 
dż | zy y=, 


gdzie č jest liczbą całkowita i dodatna. Symboliczna postać 


tego równania jest 


k2 
Soa CREN EE 
aj nO aN aT ei AN 
Kładąc y==e—18z, a następnie 


D—1 


zz U ranr u =(D — 1)(D — 3). .. (D — ù + 1)u, 


otrzymamy równanie kształtu (ša); będzie więc w=c,sinkz 
+ c, cos ke lub u = cet? + c,e*", według tego, jak w równa- 
niu założonóm weźmiemy znak (+) lub (—). A zatóm 


y = emits =e-iA(D — 1)(D —3)..: (D—23i+t)u 
— e—i8 } e? De—’ x e36D)e—39 M j e(2—1)0])e—(21—1)984 
—=e-(-+1)6,e D.e?9D.. .eż9D.e—Gi—dy 


= emie ii = (>) Lg 


Całką ogólna danego równania będzie więc 


1 (2 d ) c, sin kc + cą Cos ka 
S S SE Goo 9 


Yi” T qi 


lub odpowiednio 


1 (» d ) A alia 


A do aae 


PRZYKŁAD 3% , — « Znaleźć kształt symboliczny i naturę ró- 
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wnań różniczkowych rzędu n°, których rozwiązanie zależy od 
rozwiązania równania 


d» 
zk ky =X, 


gdzie X jest funkcyą samego z. 
„Kształt symboliczny tego równania jest 


kr 
e A A O i, 
(2) (DÓB 


gdzie T jest wartością wyrażenia X czyli całki f Xdot: 


żadnych jednak stałych dowolnych do téj całki nie należy do- 
dawać. 


Z zastanowienia się nad składem tego równania wypływa, 
że równania żądane, biorąc s= e’ , powinny się dać sprowa- 
dzić do postaci : 
©) CET BI 4 ewid 
gdzie ilości a,, as... a, przyjmujemy uporządkowanemi w po- 
stępie malejącym. Kładąc w (b) z=e""u, otrzymamy we- 
dług ustępu 10180 

PEATE BIC. a ama? 
D(D + a, — a) ... (D + a, — a,) 
a jeżeli w tém równaniu podstawimy 

D — 4)(D —2 D—n+ 1 
adi "(D £ — AD + = AN .(D + E 


(c) u+ endu = eT, 


otrzymamy równanie kształtu (a). 
Aby jednak iloczyn w (d) był skończonym, musi być każda 
z ilości 


As —, +1  04—0,+93 an — Q4, + n—1 


6) e a amk ELR r ap, EE E PM AEE A 
(e) -R ) n , , n 
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liczbą całkowitą i odjemną lub téż zerem ; albowiem, jeżeli te 
warunki są dopełnione, otrzymamy wartość na u z wartości 
na v za pomocą różniczkowania. Jakoż, ponieważ z założenia 
aj = 04 < — i++ 1, mamy przeto 

D—:+1 ; 
H, ———=(D — i+ 1)\(D — n — i+ 1)... 
D -- a; — a, 
.. (D+ a; — a + n — i +1). 


104. Równanie Pfaff'a. — Wynajdźmy jeszcze warunki, 
pod jakiemi równanie 


(a+ ban TY + (a + bae z + (a' + b'zy=X 


daje się przywieść do postaci równań (š), (6), (7) w ustępie 
102im, a przeto pod jakiemi warunkami może być zcałko- 
wane pod postacią skończoną. Do naszego celu wystarczy 
uwaga przypadku, kiedy X =0, 


W tém założeniu będzie kształt symboliczny założonego ró- 
wnania 


yt BOBO RZAD ce o 


UW) ——N JE 
aD(D —1) + aD + 0” GAFA 


Jeżeli n nie jest równe 2, kładąc w tém ;równaniu nó =%, 
zkąd 


i oznaczajac odpowiednio przez 14 « i fy, fą pierwiastki ró- 
wnań | 
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mieć będziemy równanie prostsze : 


b (D— a,)(D—065) sg, _- 
7 CZW 
w którém 
AB d 
wę = n dò 


454 Równanie (a) daje się według ustępu 1038? zamienić na 


b (D — a)(D — u — 1) sy, 
a (D—PB(D—P—1) 


jeżeli w nićm założymy 


= 


(D — «.(D—$, —4) „. 


iw OER I PeT t 


ostatnie zaś równanie rozłoży się według ustępu 1008° na 
dwa równania rzędu 180, 


4 


-p —b 


ez 0), z —q pop "a=, 
gdzie 4, i 4, są pierwiastki równania q* 6-6 


Aby jednak wartość na y przedstawiała się pod postacią 
skończoną, różnice a, —u, i , —$, powinny być obie licz- 
bami całkowitemi i nieparzystemi albowiem w tym tylko 

f s D — «,)(D — bı — 1) . r 
przypadku iloczyn M (BOB api) będzie się składał 
M D= a DB) 5 
ze skończonéj liczby czynników. 


2e Równanie (a) daje się sprowadzić za pomocą twierdzenia 
ustępu 1028* do rzędu 4°, jeżeli tylko jedna z czterech różnie 


ay — Bis 14 =P, Aam Br. Oa — Ba, 


jest cąłkowitą i parzystą. 
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Niech np. będzie a, — $, 2. Kładąc wtedy w równaniu (a) 
D— 1 
Il; = Z, 
Pyza Ofe 
mieć będziemy równanie rzędu 4° 


czyli 


a(D — $.)z -+ be?" (D — a, + 2) =0, 


2- d è RONY w 
a(; dB. p.) be Ę do 1472)5—0, 
anti m 
RZ. (aBa = bac" — 2bx”)z = 0. 
n da 
Zcałkowawszy to równanie, otrzymamy z=g(x,c), gdzie 
je stała dowolną ; następnie będzie : 
=(D—$,)7'ę(2, 0), 
czyli 
(D ENA By = 9( c €), 
2g d 
w dy — hy = = (2,6), 
zkąd 


nê y nbą 


y=r? KE, £ 2 o(z, oaz , 


gdzie c jest drugą stałą dowolna. Uważmy, żeśmy drugą stałę 
dowolną wprowadzili przy wyprowadzeniu wartości na y 
z wartości na z; równanie bowiem przerobionebyło rzędu 4°, 
gdy tymczasem równanie założone jest rzędu 29. 


Jeżeli $, — 4 = 2, kładąc wtedy w (a) 


, 
— 1 047 


uias =, z=(D— u) i (D—u)7*. 0=T=ce'! j 
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mieć będziemy równanie przerobione rzędu 4° 


„p DD — a) 20. „al 


+ Że ż=0 
(B= Pa) 
Tutaj już naprzód, przy wyznaczeniu drugićj strony równa- 
nia, wprowadziliśmy jedną stałę dowolną ; albowiem równanie 
przerobione jest znowu rzędu 19. 


3%ie Łatwo nareszcie okazać, że za pomocą twierdzeń ustę- 
pów 101 i 102 równanie (a) daje się sprowadzić do kształtu 
(6a) lub (7a), według tego, jak różnica f, —$, i wy + ua —($, +8) 
lub odpowiednio różnice w — a, i (14 + «,) — (B; + £,) są obie 
całkowitemi i nieparzystemi. 


Tak np., jeżeli ßı— ß,=1 i u + a, — Bı — b1, mamy 
równanie 


b 
+ 0—24)D — 28, + e) zy 


Baste mri =k 
t- DADA 
Podstawiając zaś 
—2)0' D 
yeh ) z, z= zy g u= Du, 


otrzymamy równanie kształtu (6a) : 


b b 
8 (D—=2)— 6 (e, —8,)* 29 
U ++ a Nini O | MEDI, 
D(D— 1) 
Wypadki otrzymane prowadzą do twierdzenia : 
« Równanie (a) daje się zcałkować pod postacią skończoną, 
najprzód jeżeli jedna z czterech różnie 


a, — By, 0 —By 04—Py 4 — Ba 


jest całkowitą i parzysta i 2re jeżeli dwie z pomiędzy trzech 
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różnie 
04 — a, Bi — By 2, He — (B, + $a), 
są całkowite i nieparzyste. Te różnice mogą być dodatne lub 
odjemne, a parzystość nie wyklucza wartości zera.» 

Kończąc naukę o całkowaniu równań rożniczkowych linij- 
nych pod postacią skończoną, odsyłamy czytelnika do znako- 
mitćj pracy p. TANNERY, zamieszczonćj w Annales scientifiques 
de l'école Normale supérieure de Paris, z roku 1875 (Propriétés 
générales, elc.), w którćj są zestawione badania nowsze, oso- 
bliwie geometrów niemieckich, nad temi równaniami. 
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ROZDZIAŁ XII 


CAŁKOWANIE UKŁADU RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
ZWYCZAJNYCH A W SZCZEGÓLNOŚCI RÓWNAŃ 
RÓŻNICZKOWYCH LINIJNYCH. 


105. Uwagi wstępne. — Dotychczas zajmowaliśmy sið 
jednóm tylko równaniem różniczkowóm z dwiema zmiennemi, 
i wyłożyliśmy sposoby główniejsze całkowania tych równań 
pod postacią skończoną ; teraz zaś zajmiemy się całkowaniem 
układów równań różniczkowych zwyczajnych, a mianowicie 
takich, w których liczba równań jest równą liczbie zmiennych 
zależnych, zawartych w tych równaniach. Do takich układów 
prowadzą, jak z ustępów 13-15 wiadomo, zagadnienia dyna* 
miki. | 

Z rozdziału pierwszego wiadomo, że każdy układ równań 
tóźniczkowych rzędu jakiegokolwiek daje się zamienić 
na inny, tamtemu równoważny, w którym jednak każde 
równanie jest rzędu 4° względem wszystkich zmiennych za- 
leżnych : z tego powodu można się ograniczyć uwagą równań 
różniczkowych rzędu 4°. Jeżeli przez £ oznaczymy zmiennę 
niezależną, a przez z, 2,,...,cn zmienne zależne, tedy kształt 
najogólniejszy układu, jakim zająć się mamy, będzie 


de dz dEn ; 
(1) o(s Wy Lygis a 500ny re + 2... +3 7)=0. Ł=0, 1; 2,:.,8: 
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D SEES * . da, „dz, 

Rozwiązując równania (1) względem pochodnych r ay i 
Ln 


Jus a , mieć będziemy jeden lub więcćj układów prostszych 


aE_ tede i dta 
(2) zg BAI —=X,.. » dł 


dt m 


gdzie X, X,...,X są funkcye dobrze określone wszystkich 
- zmiennych, wyrażające na pochodne pewien układ wartości 
określonych równaniami (1). Z ustępu 3280 wiadomo, że 
celem zcałkowania układu (1) dość zcałkować jeden z układów 
kształtu (2), jakie zeń wypłynąć mogą : dla tego zajmować się 
będziemy tylko układem kształtu (2), który jeszcze tak pisać 
można : 


Z ustępów 29-30 wiadomo, że układ n--1 równań (3) 
dopuszcza n +4 pomiędzy sobą niezależnych całek, to jest 
n-+4 funkcyj, które w skutek tych równań równaja się 
stałym dowolnym, tudzież, że każda z tych całek podstawiona 
ża f w równaniu różniczkowóm cząstkowóm 


(4) +x Lx, +. <+ Xa 240, 

Un 
żamienia toż równanie na WC: jako też nawzajem, że 
każde rozwiązanie równania (4) jest oraz całką układu (3). 
Jeżeli zmienna £ nie zachodzi w X, X,...,X», całkowanie 


układu (3) sprowadza się do całkowania układu 


(3) i dz zm Ry. <= A ) 
KDHE Xa 
i do nasiępnój kwadratury 
dE 
6 í 4 == = * 
(6) RT J X 
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«Jeżeli funkcye X, Xi... Xn są względem zmiennych za- 
leżnych stopnia 19, równania (3) nazwiemy wtedy, linijnemi.» 


Po tém przygotowaniu przystępujemy do wyłożenia sposobów 
całkowania. 


106. Gałkowanie przez sprowadzenie układu do 
jednego równania z dwiema zmiennemi. — Dany 
układ równań różniczkowych można zawsze sprowadzić do - 
jednego równania różniczkowego rzędu wyższego z dwiema 
zmiennemi. W tym celu należy postąpić podług ustępu 3°. 
Jeżeli równania układu są linijne i mają spółczynniki stałe 
można użyć w tym celu sposobu symbolicznego, podanego 
przez Gregory'ego (Mathematical writings, str. 95-106), a 
który polega na oddzieleniu symbolów różniczkowania od 
przedmiotu różniczkowania i traktowaniu tych symbolów 
jak symbole ilości algebraicznych. 


Mając np. dwa równania różniczkowe 


du dx d’y dy 
JON +a teg * me tny, 


dy. „dy da dz Aa 
Ja * * at aty "Yyrne= a T, 


w których a, b, c, m, n,a, b, c'm, w sailości stałe a T, T 
funkcye samego £, możemy pisać : 


2 
(5 +0q+m)e-(b7 +07+n)v=", 


dt? dt ai dt 
c vi d d eanl 
(+ T +1)e+(7+0 7 + mw)y=T, 


a następnie rugować między temi równaniami jedną zmiennę 
np. y, jak gdyby każdy z symbolów operacyjnych był rzeczy- 
wistym spółczynnikiem. 
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PRZYKŁAD 452%, — Niech będzie 


dz 


PŁW by =0, 


(a) 
— +a c-+-dy=0 
dt 1 1y g 


Przedstawmy te równania pod postacią : 
d . 
(atoe by =0, 
Q4C + j + b, y= 0 
1 dt 1 y = U. 


Mnożąc pierwsze równanie przez p boa b, a drugie przez b 


i odejmując otrzymujemy : 


d d UE 
[GG + a) (z +04 Jm mb |= 0, 


NEO aN 


lub 


gdzie h ik są pierwiastki równania : 
z? + (a + b,)z + ab, — a,b =0. 
Całkując ostatnie równanie znanym sposobem, mamy | 
(b) z= cet + czekt, 


a z pierwszego równania (a) otrzymamy następnie : 


(c) gaz, (7 +aje=— p get E ce, 


Równania (b) i (c) przedstawiają rozwiązania zupełne da- 
nego układu. 
24 


<_ 
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PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 


(a) + 50— dysze, JJ —0 + y = e, 


czyli, oddzieliwszy symbole różniczkowania od przedmiotu, 
d s EAE d MONO. 346 
(z+): UZP: (zs) P EEN 


Rugując między temi dwoma równaniami zmiennę y, 


mamy 
d d ape d t 2t 


d d = t 2t 
(5-3) (z+1)e="e +- 2e”, 


czyli 


Całkując to równanie, otrzymamy 


(b) c ==cqe"* 4- Cze bic? M +zą*” 
pierwsze zaś z danych równań daje 

EWE ht aian 1, 7 at 
(c) gge ce +4? + zj * . 

PRZYKŁAD 30 , — Niech będzie 
(a) Zu + aw — aw = (0, 
d ; 

(b) aju == 0 u s=0, 
(e) £ WI By = bri, 
(d) dbyu — d V m bu =0. 


dt 
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Te równania wystawił Airy dla wyznaczenia zmian wieko- 
wych w mimośrodzie i w długości punktu przysłonecznego 
(Planetary Theory, p. 123). 


Aby otrzymać równanie różniczkowe rzędu 4* z dwiema 
zmiennemi u i £, rugujemy zmiennę v między równaniami 
(a) i (b), tudzież między (a)i (c). Tym sposobem otrzymamy 
dwa równania : 


d d 
(e) (ze + a,ju— aai — a u =0, 
d d 
(A aT AN EE + (a,b, — a;b,jv = 0, 


a gdy między temi dwoma równaniami i równaniem (d) wyru- 
gujemy w iv, otrzymamy żądane równanie : 


A 
(9) | gg + +, + Bab) gą + a, — as fu 20) 


(pre) =0, 


gdzie — k% i — k’ są pierwiastki równania 


czyli 


(h) z? +- (a°, + b2, + da,D.)z + a,by — dab, = O. 
Aby otrzymać u, mamy najprzód : 
(+ k = + e)” „0= cqcoskył + casin kst 
= c cos (kit + u), 


a ùastępnie według ustępu 9880 (Przykład 3%) 


=i — 
"=( 7a e.) 0+ a ka +.) cos (kit + a) 


== Ca COS (Kat + 02) te cos(kąć + o), 


a 
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ĉi 


Ra NSS 
„2 2 
kż,— k? 


u = c,cos(kył + «,) + CzCOS(Kąt + aa), 


lub pisząc c; za 


Cis Ca, 04, 14 SQ CZtery stałe dowolne. 


Aby teraz znaleźć wartość na v rugujmy v między równa- 
niami (a) i (c); będzie wtedy 


AB d 
dą dt u + b, di u (a,b; se aah jv=0. 


To równanie i równanie (5) dają po wyrugowaniu w 


dż d 
[S T (a,b, Yi nb) e= + by) TT , 
czyli, podstławiwszy wartość za u 
d* y 
È —(a;by — ah) |= — (a, + b)[cykysin(kąt + w) + 
Cąkąsin (kat +- aa) |, 


zkąd, według ustępu 988°, wypływa 


li 


v =(a, + b| z x x sin (k,t + a) + p sin (k,t +1) | , 
* 4 "a 


gdzie dla skrócenia postawiono A= a,b, —a;b,. 


Atoli, rozwiązujące równanie (h), mamy 


2 1 2 G $) 
wa Le, + 0%, + 2a,0,—(a, + b) (a, —6,)* + 4a,b,) ; 
a przeto 


ś 1 
k, + A =5(a, + b) [a, + 6, — (a, — 0,7 hab]; - 
a że także | 


À PEH Ea 
k, T8 la, +b, —v(a, — 0.) + 4a,b, |, 
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i podobne wzory mają miejsce dla k, jest więc ostatecznie : 
v = c sin (ké + a,) + czsin(k,ć + o). 

Znając u i v znajdziemy w i v odpowiednio z (b) i (a). 

107. Sposób rugowania, wyłożony w ustępie poprzedza- 
jacym, daje się zastosować także do równań linijnych o spół- 
czynnikach stałych rzędów wyższych, nie potrzebując tych 
równań sprowadzać uprzednio do rzędu 482. OQbjaśnimy to 
postępowanie dwoma przykładami. 


PRZYKŁAD 1579, — Mamy dany układ 


i rugując między niemi z, otrzymamy 


d N/d* \ ; SAY 
(qe —*) (7 "y= by = ais, 


lub gdy oznaczymy przez 4*,, kę pierwiastki równania 
z — (a + b)z + ab — ab =0, 


d* d* r 5 , 
(T zę ie,) (z p mj ac —ac; 


At d? 2 d? MY BH 
=|(e (a) | 0* 
æ i d? —t ` A 
| (1r) E — e.) | (ac — a'c), 


zkąd 
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to jest 
MEES AE x Niki Bea a” 
y= ce + (e * +02” ee Azow ARA 
H baik 
czyli 


k,t Zkt. o kat —hąt | ać —ac 
= tę 403070 43030 *'4- 00 -+ =» 
y 1 2 3 4 i ab—ab 


Pierwsze z założonych równań da następnie wartość na z. 


PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie dany układ : 


Są to równania różniczkowe ruchu rzutu poziomego 


hadła przy uwzględnieniu ruchu ziemi około osi : a oznacza 
długość wahadła, g przyspieszenie podczas wolnego spadania, 
r jest iloczyn prędkości katowćj ziemi przez wstawę sze- 
rokości miejsca. (Binet, Comptes rendus z roku 1851, 1% sem., 


str. 197), 


Sprowadzając założone równania do postaci 


d Gu. JĄ 
Ip aa 
= ua (m> 1)y= i 


i rugując między niemi y, otrzymamy 


lub 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ 11. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. XII. 327 
gdzie h*, i k*, są pierwiastki równania : 
2 „9 g 
z — 2 [2r + Z z ++ 5 =0. 
a a 


Mamy więc 


Ë d ay 
s= (7 -+ 1, (a ie) | TO 


= c COs(kyć -+ t1) + CzCOS(Kąć + ao). 


Wartość y otrzymamy z wzoru 


który tak znajdziemy : pierwsze z danych równań zróżnicz- 


kujmy raz, i wyznaczmy zeń dy przez Lej i dye poczćm tę 
: : da? Go dĘ | 


wartość wstawimy w drugie równanie dane. 
Jeżeli w zównaniach danych podstawimy : . 
c = cosrt + nsinrt, 
y =— ķsinrt + nCosrć, 


natenczas zamienią się one na : 


de d 
gp = | Sp + dn=0, 


gdzie X ==r* + Z, 


W ostatnich równaniach zachodzą w każdém tylko dwie 
zmienne, możemy więc je całkować niezależnie. jedno od 
drugiego. 

Będziemy zatém mieli 

Ę=Acoshł + Bsink, 
n= A'cosàt + B'sinX, 
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gdzie A i B, A, B' są stałe dowolne. Sprowadzenie- tych 
rozwiązań do kształtu pierwćj otrzymanego nie nastręcza 
żadnych trudności. 


108. Gałkowanie układu równań różniczkowych 
linijnych sposobem D Alembert a. — W zeszłym jeszcze 
wieku podał D'Alembert sposób bezpośredni na całkowanie 
układu równań różniczkowych linijnych, który w tym ustępie 
wyłożymy; albowiem daje się on zastosować niekiedy także 
do przypadku, gdy społczynniki tychże równań są funkcyami 
zmiennćj niezależnćj. 

Niech będzie dany układ n-+1 równań różniczkowych 
linijnych 


dz 

dE AoT + Ao Fert Atn + Ap, 

Sanici © +Å, Ti +.. + Å nint A 
(U) P ghaoi zadbaj ai 

dy 

di wł + Ani ABS S + Annln + An, 


gdzie spółczynniki A; z, A, są funkcyami samego ‘t. 
Pomnóżmy te równania odpowiednio przez czynniki 
4 , ką, ... KA 


i dodajmy je do siebie stronami odpowiedniemi, a otrzymamy : 


dz dzą ALn 
nri ASAA 


= (Aoo t kA 0 EH + knAn,o)£, 
+ (A + kA.. t KA aUis 


Bri (An AE kAj nt .. HknAnn)Tn, 
+ Ay + kiA.. . kpAn. 
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Jeżeli założymy 
(2) © + ktit... kuz =u, zkąd c=u— hyty—-...—kyth, 
uważając czynniki k,,...,k, za funkcye zmiennój £, będzie wtedy 


dz dz, dan __du w dk, _ dzy 
dt Mg tka PB ERC EEA T 


a przeto równanie ostatnie zamieni się na 


d dk, 
= Sz F —(A o F kiA, o Heee t knAn, oki + (A01 + EAr 
... + kk, 
dk W idogisbotroybo p 
"R "dt —(Ago e: kA gote HknAn, o) kn 07% FT Ayn F 


.. +kskn,s) m + (Ao + kAj +... + knAn,)u + 


(A, + k A, +...-+ knAn), 


lub, przyjawszy na wyznaczenie czynników 4y,...,kn, 


z: — (Aso tk A ot. HknAn,)k, 
H(A tk Ape HAnAn) 20, 
(3) 
i EE ENE © AA 
\ (Aon tk Ant.. + kpAn,n) = 0, 


to jest zrównawszy do zera spółczynniki przy 44,...,2,, tu- 
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dzież dla skrócenia położywszy 


(4) Ag += k Apot ... + kuhn = i; 4 
(5) A, + KA, +... + k„An=2v, 

du 
(6) p” ="Ju +- 0, 


Całkowanie więc danego układu (1) n-+ 1 równań linij- 
nych sprowadza się najprzód do całkowania n równań nie- 
linijnych układu (3), i2re do całkowania jednego równania 
linijnego (6). 


A mianowicie, dla otrzymania rozwiązań zupełnych układu 
(4) potrzeba wynaleźć n-+-1 układów wartości na ky,...,k, 
czyniących zadość równaniom (3), czyli n +4 układów roz- 
wiązań tychże równań; wynalazłszy takie wartości, otrzymamy 
z (4) i (8) odpowiadające im wartości na A i v, poczóm cał- 
kując równanie (6) znajdziemy wartość odpowiednią na u; 
będzie bowiem 


(1) u=ć' (e + fe vat) . 


Niech 
kasi ka, .. Ikai 


będzie jednym z układów rzeczonych wartości na A,, k,...,k,; 
niech następnie 


M= Ado F kiA +0 07 knino 
Vi = A, —— k, „Ay + ... + knsAn; 


tedy oznaczając przez u, wartość odpowiednią na u, mieć 


będziemy 
w= e" (e + J ę fy dt) , 
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a nareszcie będzie według (2) : 
(8) C+ kiil, Hikaia +. . e + ky ln = w. 


Jeżeli przeto znajdziemy n + 4 układów wartości na k,,..., 
kn z równań (3) i dla każdego z tych układów wyznaczymy 
odpowiednie u, mieć będziemy n +4 równań kształtu (8), 
z których następnie przez rozwiązanie ich względem z, 44,..., 
zn wyrazimy te zmienne w funkcyi £i n +1 stałych dowol- 
nych, a mianowicie otrzymamy wyrażenia kształtu : 


ti = cfi, (b) s: Cfi) ... Czfizn(t) m fit), 


DAAN. ZINN, 
gdzie f,,(1), fi(À są funkcye samego t. 


Tym sposobem otrzymane wyrażenia będą rozwiązaniami 
zupełnemi danego układu. 


109. Całkowanie układu równań (3) celem wyznaczenia 
wartości na k,,...,k, z tychże równań jest w ogólności nie- 
podobne do wykonania. Są jednak przypadki szczególne, 
w których wyznaczenie ilości k daje się uskutecznić. Najwa- 
żniejszemi są przypadki, w których spółczynniki A, są sta- 
łemi lub tóż iloczynami z ilości stałych przez tę samą funkcyę 
samego £. 


Jeżeli najprzód spółczynniki A;,, są ilościami stałemi, to 
natenczas, uważając także ilości k,,...,k, jako stałe, równa- 
nie (3) z uwzględnieniem skrócenia (4) zamienią się na : 


Ao AE Ak +. «1 Aya 20, 


A + (A, Wh, +... .-+ An,,kn==0, 


(9) M 


An = Anky ==, +(A,n-= Akn = 0, 
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z których wypływa : 
Ago à, LE r -Ån 


(10) A5%4, ANAE „Ans; +40, 


An; Aa; Lap Anya —h 


Równanie (10), stopnia (n + 4)89 względem 2, daje na A n+-1 
wartości : Xy, W, %,,...,0n; a każdćj z tych wartości na X od- 
powiada inny układ wartości na k,,...,k,, który otrzymamy 
z n którychkolwiek równań (9), gdy w nich za A podstawimy 
żądaną wartość na XA i następnie rozwiążemy je względem 
Ka 2 ins 


Jeżeli 2re spółczynniki A; są iloczynami z ilości stałych 
przez tę samą funkcyę zmiennćj ź, t.j. 


A; F0%,Ł.T, 


natenczas możemy także ilości k,...k, uważać za ilości stałe 
i na wyznaczenie ich wartości otrzymamy równania takiego 
samego kształtu jak pierwćj. Temi równaniami będą widocznie 
równania (9), gdy w nich napiszemy a;x za A,,; albowiem 
dk, 
dt 
mane równania mieć będą w uważanym przypadku czynnik 
spólny T, przez który moga być podzielone. Należy tylko 
teraz zamiast równania (5) wziąć 


położywszy w równaniach (3) SK A =0, otrzy- 


h = lg + kit, o+ ... + kas n,o 


w skutek czego równanie (6) zamieni się na : 


W tym sposobie całkowania zachodzi jedna tylko trudność, 
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mianowicie, kiedy równanie (10) posiada pierwiastki równe. 
Wtedy bowiem otrzymamy mniejszą liczbę równań kształtu 
(3), a przeto nie dadzą się wszystkie zmienne zależne z, £, 

.,cy wyrazić w funkcyi £. D'Alembert podał sposób na wy- 
nalezienie rozwiązań zupełnych w tym przypadku szczególnym; 
ponieważ jednak nadmieniony sposób, polegający na tych 
samych zasadach, jak sposób podany w ustępie 87%, pro- 
wadzi do rachunków zawiłych, dla tego daleko lepićj całko- 
wać układ w tym przypadku sposobem wyłożonym w ustę- 
pie 1067". 


110. Objaśnimy wyłożone dopiero postępowanie kilkoma 
przykładami. 
PRZYKŁAD 15%, — Niech będzie 


dz b OYE 
m Ap 2y + t, mr cy. 


Mnożąc drugie równanie przez k i dodając do pierwszego, 
mamy P 


dx dy _ 


— 9 
atka =(4— kje + (2 +k)y+ t, 


dz r dy __ z dk 

A RAE RATE 
iwyrugujemy z, równnaie ostatnie zamieni się na 
w=- (4—kk+ 2+ tly +(G—bu+t. 
lub, położywszy dla wyznaczenia k, 


dam hk+2+k= =0, 


ję =(4—ku-+ 1, zkąd u= 5" | + J tdte J au. 
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u dk 
Biorąc GO; mamy 


k* —3k+2—=0, 
zkąd kę=1, ka= 25 jest więc 


z+ y= u = ce 


1 +34 
a "wf 


z + Ży=u, = t,e” — a 


PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie 


JE dY zi, i 
dz A 2y + co pe c — y Smt: 


Postępując jak w przykładzie pierwszym, znajdziemy 
k | 
t (I — kk +2—k=0, 


Ao — kju + cost + ksin ż. 


Uważajmy k za funkcyę t. Pisząc równanie pierwsze pod 
postacią : 


dk 


dza W wode 


i całkując, znajdziemy 
k =1 + tg(c— t) 


Aby otrżymać dwie wartości szczególne na k, połóżmy za 


ilość stałą dowolną c raz 0 a drugi raz 5; będzie wtedy 


kę =i —tgt, ks=l + ctg: 
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W skutek tego mamy 


du, 3 sin*ć 
— = tg t: + cost + sin é — 
dt Gr cost’? 


fh —— otgt.u, + 2cost -+ sint? 
a zatém 
a 4 
JE ate Ny u + sin £ = — cosf 4- —1— 
i —tghy "w =si j 00St+ 
; 1 c, +t 
1 + cte fjy = u, = sin t — — t 2 . 
c + (U + ctgł)y =u, = sin 3 0056 it 
PRZYKŁAD 3, — Niech będzie 
da d 
i aa M6 jj = — 2 — 3y Hte. 


Tutaj równanie (10) miałoby dwa pierwiastki równe ; postę- 
pując jednak jak w przykładzie drugim, znajdziemy : 


t 
£ +y = (2 + 31) + ce, 


| 41 4 pret 
s+(1+7) =z(" SU a 


PRZYKŁAD 4tv, — Niech będzie 
dz 
dt 


oo <w NOGA, 7 


Mnożąc drugie równanie przez ilość nieoznaczoną k lecz 
stałą i dodając do pierwszego mamy : 

k z PEET: JĄ, i 

Sólzógć se uila tia e AA 44 4 kt; 


a gdy aa © + kyzu i wyrugujemy z, będzie 
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Kładąc następnie 
(a) IFRA, 2—5k+kMA=0, I + kt=v, 
będziemy mieli 


e =— żuk w. 


dt 
Dwa pierwsze równania (a) dają po wyrugowaniu k 
X — T + 12=0, 
zkąd X) =4, X =3, a przeto k, ==1, —2—=92, h, =) —2—=l, 
p, 24 +24 ZEP, 


Mamy więc 


du, 4 du, 3 
Aa - u, + (A + 20), e PPE ki PEEK 
a przeto 


5 38 
a AR y 
o 
PRZYKŁAD tv, — Niech będzie 
dz dy 
gy — 30 dy —3, zę 2 + 8y —5 


Stosując do tych dwóch równań rzędu 2° sposób D'Alem- 
berta, t.j. mnożąc drugie przez czynnik nieoznaczony lecz 
stały k, i dodając do pierwszego, mieć będziemy 


2 
d „im ky) _ (3 — k)g + 4(1-+ 2k)y —(3 + 5k), 
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lub, położywszy z + ky=u 


A = (3 — bu + [41 + 2k)}— (3 — k)k]y — (3 +54), 


Dla wyznaczenia k zróbmy spółczynnik | ilości y równym 
zeru, mamy 
k? + 5k + 4 =0, 
zkąd wypływa 
k,==—1, k =~ 4. 
W skutek tego będzie : 


Całkując równania ostatnie, będziemy mieli ostatecznie : 


c—y=vw = +.c,e** + c,87*, 


c—=4ky=u — 1 + ce! ree Wi, 


Weźmy jeszcze pod uwagę układ dwóch równań linijnych 
da r + 
q taf O — ys(0=0, 

dy A 

27 29 (6) +y/ (6) =0. 


w których f'(& i g(t) oznaczają pochodne funkcyj jakich- 
kolwiek zmiennćj niezależnój ż. 


Postępując sposobem D'Alembert'a znajdziemy rozwiązanie 
zupełne : j 


c =fe" 0) cos[g(t) +- a], 
y= peT sin [9(£) + a]. 


Krótszą droga dojdziemy do tego samego wypadku, jeżeli 
22 
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dane równania zastąpimy następującemi : 


y Zr Y= +y)ę' (6), 


dy 2 KFA 
ety f= 


Dzieląc bowiem te równania przez x? + 4? i całkując, otrzy- 
mamy : 


arctg Z = e(t) -- «, 


S y? Z BeeT rt), 


zkąd powyższe rozwiązania wypływają. 


111. Własności układu równań różniczkowych li- 
nijnych. — Układ równań różniczkowych linijnych posiada 
własności odpowiadające tym, któreśmy znaleźli dla jednego 
równania różniczkowego linijnego. Wyprowadzimy niektóre 
z tych własności. 


Niech będzie dar; układ równań linijnych 


dz 
dt se AL -+ BRR se AKA, 
dz 

(1) RE -ot t Aiat; +.. H Ann + Ap 
den 


gr 7 Anot HAns t. + Anan An 


Kładąc zera zamiast wyrazów Ap A1,...;An w podanych 
równaniach, będziemy mieli układ równań linijnych « reduko- 
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wanych ». 
de 
| P AT =- Apti + 2.. +Aypnln, 
dz 
(2) 2 7 Arig + AT; H... + Ayn, 
de 
7 Anot + An ly +... . Anna. 


Weźmy najprzód pod uwagę układ (2) równań reduko- 
wanych. 

Dajmy, że x = f}( jest jakimkolwiek rozwiązaniem szcze- 
gólnóm układu (2), jeżeli więc tę wartość za z podstawimy 
w równaniach (2) i pierwsze z nich 

h (O "A AE) F Aot, H.. o H AgaZ, 


będziemy różniczkować n razy z rzędu, wstawiając po usku- 
JE 
JELI z 
di 
z pozostałych równań (2) wypływające, otrzymamy n równań, 
które rozwiązane względem 2,,...,z, dadzą : 


n FAON ST z 


Tym więc sposobem z jednego rozwiązania szczególnego 
z= f(t) wyprowadzimy cały układ rozwiązań szczególnych 


s= f4); = fA. En = falt). 


a » zali ; En dz, 
tecznieniu każdego różniczkowania wartości na Z” 


Niech 
WSE RÓL Ty = Kl): -Ti Z fait)» 
c= lt), a, = qy(t)y. . 1 ,dn == Ynt), 


będa dwa układy rozwiązań szczególnych od siebie odmien- 
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nych układu równań redukowanych (2). Ponieważ wtedy 
zachodzą tożsomości 


FOSA inf HA O) +++ Anfn(t), 1=0,1,...,n, 
tudzież 


g'il) =A;go(7) + A:g,(/)-F + « - +Ajngu(l), (=0, 1,...,n; 

będą przeto zachodziły także tożsamości : 

afi (1) + Bę';(6) = A; EAE) + Bot) ] HA ilafi) + BoA. 2. 
+ Aanlzfn(6) + Bn(t) ], 

to jest, także wyrażenia 

G=af,(t) + Bolt), s= afi lt) + Bol), o e En = afn(t) + Bęn(t), 

będą rozwiązaniami szczególnemi układu (2); «iß są tu dwie 

stałe dowolne. 


Ztąd wypływa twierdzenie następujące : 


« Jeżeli mamy n +1 rozwiązań szczególnych kształlu 


s = folt), £= folt), ... +,0 = folt), 
układu równań redukowanych (2), i jeżeli sposobem na po- 
czątku ustępu wyłożonym wyprowadzimy z nich wyrażenia 


2, = fit) 74 pya + .;ly = Si 


[== fl] DW SE pt: Kaa "e", 
to natenczas rozwiązaniami zupełnemi układu (2) będa wyra- 
żenia 

E= tfoot) + Cy/o4(t) +. . -+ Cnfon(f), 
» e, == ef, (tl) + czfs(6) +. 2 --P Enfn(t), 


| En = C fool) E efn) + + + Cafan), 
w których ¢, €, . Cn są stałe dowolne. » Te wyrażenia czynią 
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bowiem zadość układowi (1) i zawierają w sobie n+- 4 stałych 
dowolnych. 


Z ustępu 1088 wypływa, że rozwiązania zupełne układu (2) 
dają się zawsze przywieść do kształtu (3). 


112. Sposób przemieniania ilości stałych. — Spo- 
sobem przemieniania ilości stałych, którego zasady wyło- 
żyliśmy w ustępach 817% i 82%, można z rozwiązań zupełnych 
układu równań redukowanych (2) wyprowadzić takież rozwią- 
zania układu równań pełnych (4). 


Jakoż, dajmy że rozwiązania zupełne układu (t) są kształtu 
(3) z tą jedynie różnicą, że ilości c w wyrażeniach (3) są wtedy 
pewnemi funkcyami zmiennćj 4. W tém założeniu, podsta- 
wiając za z, 1,...xn wyrażenia (3) w równaniach (1), i uwa- 
żając, że jeżeli ilości c, c,...cw są stałemi to natenczas te 
wyrażenia czynią zadość równaniom (2), otrzymamy na wyzna- 
czenie nieznanych funkcyj c, c4...c, równania następujące : 


raire eyen atai A NOCE 


fd Hla iif e= 


d R 
fa) + fak) +21: fool) "GE 
Z tych równań otrzymujemy 
den 
=A; RE. a = 60, 


a przeto 


c=0+ | f pode, e, =C, + f FS AER ==C,+ [ 4„(t)dt. 
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Rozwiązaniami więc zupełnemi układu równań pełnych (1) 
będą wyrażenia 


sefe w f pode hah H| Ca J peade Jid 


+| 0. +f poat fon(®), i 


fg + I Kod [td O+ J ŁO fa +2. 
+| + 4d |f, 


pargi [+0 y(t aj pais > [ (ð gaj MU 
+| + f palOdé fant). 


Sposób przemieniania ilości stałych daje się z łatwością 
zastosować do przypadku, gdy liczba danych całek szczegól- 
nych równania redukowanego jest mniejszą od n + 1. Miano- 
wicie, jeżeli liczba danych całek szczególnych równania redu- 
kowanego jest m, można wtedy całkowanie układu (1) lub (2) 
sprowadzić do układu, w którym liczba równań i liczba 
zmiennych jest o m mniejszą. Równania nowego układu nie 
będą jednak linijnemi. 


Dla objaśnienia tego postępowania rozwiążmy przykład 
następujący. 
PRZYKŁAD. Niech będzie 


dx d 
Er =—57 +-2y +- e!, z =0 — 6y --e*, 


Układ redukowany ma za rozwiązania zupełne 


Ka 2a śmy i 
z=2e""+-qć"", yszee"— ce", 
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Podając ilości c,, ce pod przemienność, znajdziemy na wy- 
znaczenie ilości c,, c. jako funkcye ilości £, 


de de de de. 
gemit Sa =i 8 2 o akt SSL eT 2 Lit 
BET SANO AAT dt , 
czyli 
de A de 
Hadzzej peł 3 —3 — gf — 9207", 
dt KEE s 
zkad 
et pst et 9,3 
4 ZC+ z + (Gy = "+ í 
: 15 pA8griy AA: g 


Rozwiązania zupełne danego układu są przeto 


r e. M 4 
z =932ce7" + c'e" —_ oj — e* 


40 27 
1 t 
y=ce""—ce"" + mt gą” * 
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CAŁKOWANIE UKŁADÓW RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
NIELINIJNYCH. 


113. Równania Hesse'go. — Hesse (Crelle Journal, 
tom XXY, str. 171-177) sprowadził uwagi godny układ ró- 
wnań różniczkowych nielinijnych do układu równań linij- 
nych. Układ równań Hesse 'go jest kształtu następującego : 


de dz. | din 
(1) da 6 gp = Ma X GZ n— LX, 


gdzie X, X,,...,X„ oznaczają funkcye linijne i mające spół - 
czynniki stałe zmiennych zależnych, z,,...,c„ mianowicie 


(2) ) C= + in Hlina +, e. + dij,nTn; igs 0, 1, Dy eha 


Te równania można także tak pisać : 
(3) 


Jeżeli za %,,. ..,£n wprowadzimy n + 4 zmiennych y, Jp. 
Yn za pomocą podstawień 


sir zkąd daj = UI, t=1,2...n, 


i te wartości wstąwimy w równanią (3), wypadnie po upro- 
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szczeniu 


(8) PA ZŁE a NEE i z T aidh 
YY, —y,Y YY,—YV YYn — YnY 


gdzie 
(5) YY="GY + dY, + Qiysyą + oe. + Qinyn, 1—=0,1, 2an, 


czyli, co na jedno wychodzi, 


dy _dy, dys _ dy = dt 
EEE pH i 
to jest 
dy__g dy, _+ dyn _ 
(6) dt ŻY; ró SER Ta 


Całkowanie więc układu n równań Hesse'go (1) sprowadza 
się do całkowania układu (6) n-+-1 równań różniczkowych 
linijnych o spółczynnikach stałych. Wynalazłszy rozwiązania 
zupełne układu (6)i wartości otrzymane na y, y,... podsta- 


wiwszy w równania 
` 


LEM gam, 
otrzymamy rozwiązania zupełne układu (1). Stosunki n+1 
stałych dowolnych, wprowadzonych przy całkowaniu układu 


(6) będą n stałemi dowolnemi w rozwiązaniach zupełnych 
układu (1). 


W przypadku szczególnym, gdy mamy tylko dwa równania. 

Hesse go 
dz , , ' 

w =(a'c + by + c)— z(ac + by +0), 


= =(a'c + Wy + c")— y(ax + by + c), 
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rugując dt między temi równaniami, anaytoaj równanie 
Jacobiego (ustęp 43) 


(a'c + by + © )dz —(a'c + by + edy 
+ (zdy— ydry(ac + by + c)=0. 


Przez zcałkowanie tego równania wyznaczymy y w funkcyi 
x poczém pierwsze równanie Hessego da nam związek między 
Zi s 


PRZYKŁAD. — Niech będzie 


dz __ ple dy = —y(2z — 
TY FAMA GŁ TY yŻc—=y). 


Kładąc r=ż f Y=} otrzymamy układ równań linijnych : 
jA 


d dn dz 
= — — = 2J— 
gan 6 Aa ge Bop ATM 
których rozwiązania zupełne są : 
1--V13 ý 1—V13 i 
aViaidh P e aas rad 
1+y13 1—y13 
m ——i t 
1 4 1—v13 ,„ 
U że wo OE 
1+y13 ; LAB. 
3Y13.g==>V13ce— (2—yY13)c'e a +(2 +V13)c'e 2 
Wstawiając te wartości w wyrażenia z=, T i kła- 


" kk 


(H c è . 
dace -=C TEn otrzymamy rozwiązania zupełne danego 
: c 
układu. 


114. Równania Bineta, — Jeżeli dane równania ró- 
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żniczkowe nie są linijnemi ani nie dają się na takie zamienić, 
natenczas potrzeba te równania sprowadzić sposobem wyłożo- 
nym w ustępie 1067 do jednego równania z dwiema zmien- 
nemi i próbować czy się ono nie da rozwiązać. Niekiedy mo- 
żna za pomocą stosownych przekształceń zamienić taki układ 
na inny równoważny, którego rozwiązanie daje się uskutecz- 
nić. Jednego z ważniejszych przykładów takiego przekształ- 
cenia dostarczył Binet (Liouville Journal, serya 11, tom XII, 
str. 457-468). 


Równania Binet'a są następujące : 


(1) da, MR PYER d'ar dR 
ni BERTAT ET RA TIN 


1 
gdzie R oznacza funkcyę ilości r=(+, + 7, +...+- 4), 
w skutek czego 


JR 2,0R . 
2 == —,i= Sas Da 
(2) Ja, ZF SF 5749/30 
W przypadku szczególnym, kiedy n=3, równania po- 
wyższe odnoszą się do ruchu punktu (2,, z,, £) pod wpływem 


siły centralnój, którćj wyrażeniem jest A 


Równania (1) można w skutek (2) tak pisać : 


da, _2,0R da, | T, OR A ia a En JOR 
dt rdr" dć rdr" de o r r 


(3) 


È . . . l à 
Łącząc te równania po dwa celem wyrugowania ilości ze 
1 


otrzymamy (2) równań kształtu : 


dr; dr; 


da "de 


=0, 


http://rcin.org.pl 


348 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


czyli 
d dc; „ejj 
Bhe d Ti dt j 0, 


gdzie 1=1, 2,....n—1, ti<k<n. Całkując zaś te równa- 
nia, mamy 


ee a ~ Ti A £ — Const. 


Podnieśmy te rówrania do kwadratu i dodajmy do siebie, 
a bẹdziemy mieli 


gdzie sumowanie rozciąga się na wszelkie połączenia 
EAE S MNE INEO ES EE N 
A jest ilością stałą dowolną. 


Podług znanego twierdzenia algebraicznego możemy ostatnie 
równanie przedstawić pod postacią 


dz dz da? 
2 7 1 pa Okin 
(2, + 1%, + ka) (+ Ge +... + e) 
ja dz, dz, dz, p 
(apran + 2.) A?, 


czyli krócéj 
d u/. day 
o aSa aa 
1 


Pomnóżmy teraz równania (1) odpowiednio przez a% 
dzy, . ..,dzn i dodajmy do siebie, a otrzymamy : 


ds, dii, czy tde ditai ATA 
(T rad GEJ gy jt 
d 
=, de + z da, SH. SE SE des, 
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czyli 


dr, _ da”, dEn OR zdr, H2 AE, +... + CzdTy 
5 ++ =gaf dego tg E O a 0 — 


całkując zaś to równanie otrzymamy 


dz’, ae, da, 
de * ga *** «+ gp 528. + 2B, 


gdzie B jest nową stałą dowolną, lub krócćj 


(5) 5 sam —92R + 2B. 
1 


W skutek równania (5) tudzież przy uwzględnieniu wyra- 
żenia 7? =x + 1, +... „+ «”, równanie (4) zamienia się teraz 
na 


(4a) - 2r2(R + B)— r* TE p ABY 


zkąd, oddzieliwszy zmienne, 


rdr 


(6) dl -+ RZL. 
2r*(R + B)— A? 


Całkując, mamy 


(1) t+ c= |E 
V2r*f(R + B)— A? 


gdzie C jest trzecią stałą dowolna. Po wykonaniu całkowania 
wyznaczymy r w funkcyi zmiennćj £. 


Wstawmy nareszcie w którekolwiek równanie (3) np. 


http://rcin.org.pl.Y 


350 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


wartość na R wypływającą z (4a) 


LASS dr? 


będzie wtedy 


d'z; zif A dr d (dr)]_2z;/ AŻ dr 
dE =" |. o dt dr (7 |-- + p)” 
zkąd wypływa kolejno : 
dTi Pr A menh d „3 d Ti A A?g; 


p ——— — Li — — A m z póź % 
zdac dt * de LG M, AL) m 
czyli, pomnożywszy przez 7, 


Gaz afi 


Ef | S 
si ZE di 4- 0 
Połóżmy 
Adt. 
dy = rd 
czyli według (6) 
(8) Adr 


PNAN: AET VE 
nR BDA 


tedy równanie ostatnie zamieni się na 


Równanie ostatnie jest linijném rzędu 2% i redukowaném ; 
całkując je mamy : 


Ę = a;c0sę + D;sinę, 


gdzie ai, b; są dwie stałe całkowania. Podstawiając w tém 
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równaniu z porządku za +=, 2,...,n otrzymamy : 
©, si 
z =E4,COSĘ + b, sing, 


Z —a Coso -+ Basin 9, 
(9) r 2 2 , 


* ; 
lini acos 9+- basin o, 


wyrażenia, w których za 9 należy podstawić wartość wypły- 
wającą z (8), to jest: 


Adr 
10 7 = |F 
(10) hiń ry2r(R + B) — A? 


Do napisanćj całki nie dodaliśmy żadnćj stałćj dowolnćj; 
albowiem drugie strony wyrażeń (9) można przedstawić pod 
postacią ccos(y + c), nadmieniona więc stała dowolna zlałaby 
się z c” w jednę stałą. 


Ażeby więc wyznaczyć zmienne zależne £j, Z. + 241 W funk= 
cyi t wyrazimy z (7) r przez £, tudzież z (10) ę przez r a 
następnie przez £ i wartości otrzymane wstawimy w (9). 
Równania (9) będą więc rozwiązaniami zupełnemi układu 
Binet'a (1). W tych rozwiązaniach zachodzi wprawdzie 2n --3 
stałych nieoznaczonych : A, B, C, a,, 0,,...,a,.bn; ponieważ 
jednak pomiędzy temi stałemi zachodzą trzy równania, przeto 
jest tylko 2n stałych dowolnych, jak być powinno. W samćj 
rzeczy, podnosząc równania (9) do kwadratu i dodając do 
siebie, mamy 


n n n 
pz costę Da'i -= sinłę X"; + 2sinocos P X aibi, 
1 i i 
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wyrażenie, które rozkłada się na trzy następujące : 


Za a; ==, Srii NMasbi =0. 


Jak widzimy, rozwiązanie układu Binet'a zależy od wyzna- 
czenia dwóch całek 


że J „Łk J Adr 
"SFA nna "U RUY = maca nei m 
V2r'(R + B) — A? ryżr(R + B)— A? 
Kładąc atoli 
S= E V2r*(R + B)— A3, 
mamy widocznie 
dS SON ADS 
TPA s 
Ażeby więc rozwiązać w zupełności układ Binet'a, dość 

wyznaczyć jednę tylko całkę S. 


WE 


W przypadkach szczególnych dla których n=2 i n=ń4, 
dogodnićj jest użyć spółrzędnych biegunowych tak się tóż 
zwykle czyni w dziełach traktujących o dynamice. 


115. Twierdzenie Abela. — Niech będzie danym układ 
n równań różniczkowych rzędu 4° : 


w. A i PE 

VAa)... VAE) Vf (En) 

odpi waa wą q rlin wr: 

Ve Wea VG) | 

(1) 

wte + GA aT E A 
VEI Na V/(z) 

Ć ns ak 7 aa. JĄ, 


ba) Va) Vf) 
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pomiędzy n zmiennemi zależnemi z,,...,c, i zmienną nie- 
zależną £, w których /(r;) oznacza funkcyę całkowitą stopnia 
2n— 1 zmiennćj z. 


Ponieważ w tych równaniach zmienne są oddzielone, otrzy- 
mamy więc równania całkowe przez prostą kwadraturę; tak 
otrzymane równania całkowe posiadałyby postać przestępną; 

dz, 

Væ) 
nie da się wyrazić przez żadną znaną funkcyę, ale tworzy 
osobny rodzaj funkcyj przestępnych. Abel okazał, że równania 
całkowe układu (1) dadzą się zawsze otrzymać pod postacią 
algebraiczna. Twierdzenie to jest wielkićj wagi, zawiera ono 
bowiem teoryę dodawania powyżćj podanego nowego rodzaju 
funkcyj przestępnych, analogiczną dodawaniu funkcyj trygo- 
nometrycznych, które tych nowych funkcyj są przypadkami 
najszczególniejszemi. 


albowiem całka wzięta z któregokolwiek wyrazu np. 


Dowód tego twierdzenia Abel'a, który tu wyłożyć chcemy, 
podał Jacobi (Crelle Journal, tom XXIV, str. 28-33); wprzódy 
jednakże udowodnimy pewnegą NEONODE, 
na którćm opiera się dowodzenie Jacobi 'ego. ý 


Niech będzie 
42) = (6— z,(e —2,).. (2 — t), 


a Y(z) niech oznacza funkcyę zmiennćj æ całkowitą stopnia 
2n—2. Podług znanćj teoryi rozkładania ułamków wymiernych 
na ułamki proste mamy : 


gdzie A jest funkcyą całkowitą stopnia » —2 zmiennćj z, 
v'(x) pochodną pierwszą funkcyi ę(7), a sumowanie rozciąga 
się od z, dO Zn. 

23 
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Ponieważ 
Jn=1 f gnm li> KA 

[o (1;)]71 = Hizi (71 1) 
AN E „a AŻĄ | ag 


(Ty m Pallak 
EA 
za me, ry J (T, peN tz) 


2a Mily 


(121 — 22] 7 


dayar dh gT dH 
= [ (2, — 2) (21 — 2). . (21 — 2,)*]7* 
czyli 


I E 


—— fo (p \] "2 
OPOLE Olą T, [e e) 
a przeto także : 


yz) p(z) 
dz, a „de, Lele).|  [ę(2)]7 
równanie więc ostatnie, gdy na obu jego stronach wykonamy 
venini dn 
dział Ż l 7 
ziałanie wyrażone symbolem da m TTi da nam 
(e) a -+ az | pa), 
CORTAL ARTA NĄ ae, Loe)? 
czyli 
a a D a -Doy LEMA CZ 
CORALE (z — 2) [p e) 
neo Aias | 


p(z) | 
T— T, w, [ę (2)] 
Ztąd wypływa, że jeżeli ułamek EE 2, rozwiniemy po- 


dług potęg malejących ilości z, spółczynnik przy— w tém roz- 
winięciu będzie równy 
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Atoli, ponieważ z założenia funkcya Ņ(x) jest kształtu 
p(s) = A, + A£ + Aaa? + ... + Agne 07073, 
jest więc także : | 


Ao + SB + Gais -4 — 
W _Y (2) PZ gremi : L? 


TAr E T 


ztąd widzimy, że w rozwinięciu pierwszego ułamku wcale 


nie zachodzi wyraz zawierający w sobie A a zatóm będzie 


pe) | _ 
Ziran” 
Mamy więc twierdzenia następujące : 


« Jeżeli o(x) = (£ — L,)(£ — La). (L — £n), a (c) oznacza 
funkcyę całkowitą stopnia 2n — 2 ilości x, natenczas będzie. 


i=n y em 
2 i ( j=0>. 


EICON 


Przypomnijmy jeszcze jedno twierdzenie dowodzone w ob- 
szerniejszych kursach algebry (SERRET, Cours d'Algèbre supé- 
rieure, tom I). 


« Jeżeli ‘(x)= (£ — L, )(£ — 22). . (8 — Ln), 
wtedy wyrażenie 
ŁA Kd DAF 
9 ACH 9 HCA (2a) 
jest równe 0, lub 4, lub téż funkcyi symetrycznéj i całko- 
witój stopnia k —n +- 1 ilości «,...ax,, stosownie do tego, czy 
k < n— 1, =n — 1, lub tćż >n—1». 


Sprowadzając bowiem do spólnego mianownika, przywie< 
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dziemy wyrażenie powyższe do postaci ilorazu dwóch funkcyj 
zmiennych co do znaku (alternée), czyli ilorazu dwóch wy- 
znaczników : 


ł, > PADY AE 4 4, - WOM 4 
Zis Les eisg Ln Tis Lazee Ln 
m 2 2 m 2 2 y2 , 2 
Ly , dą gereg Ln Ly 1 Ty 9.2.9 La 


e|e 


........... e... ....d...:........e* ee. 


KRZ Pod kad ag 
E NE a EEN as 

DOŁA talk sis By 
który to iloraz, jest widocznie równy zeru, gdy k <n—l,a 
równy 4, gdyk=n— 1. W pierwszym bowiem razie dwa 
wiersze wyznacznika w liczniku będą tożsamościowe, a 
w razie drugim licznik będzie równy mianownikowi. W przy- 
padku k > n — 1 iloraz ów będzie funkcyą symetryczną całko - 
witą i stopnia k—n— t ilości zi... ©», jako iloraz dwóch 
funkcyj zmiennych co do znaku, jak to nie trudno okazać. 


Wiedząc to przystępujemy do właściwego zadania. 
Zakładając (2) = (c — t,)(c = £4) ... (z — Ln) 


możemy równania (1) zastąpić równaniami : 


(2) de, — M, dzą __ Wæ)... dz, V/ (tn) 
t 


ę(a)” de ęla) C 
albowiem przez podstawienie wartości na dz,,...,dz„ z (2), 
uczynimy zadość równaniom (1) według przypomnianego do- 
piero twierdzenia drugiego. 


Oznaczmy przez a, którykolwiek z 2n—1 pierwiastków funk- 
cyi f(x) i połóżmy 


LO = y(x), 
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wtedy (x) będzie funkcyą całkowitą stopnia 2n — 2 ilości z; 
a gdy w równaniach (2) za /(x) podstawimy (a, — c)y(w), 
otrzymamy nowy układ równoważny : 


4 dz, _VY(z,) 1 rex ) 


Va,— 2, dk * s(c,) Var — Tą T= O (Ly) < 


(3) 
r E dów __V(znj | 


n — 


apay dt (Ln) 


Różniczkujmy pierwsze z napisanych dopiero równań 
względem £, tedy będzie : 


d | a 1 “|= we] š dt, st y Ri ES dz, 
dt Vae =, Tı dt T G (my) dt wad NA g (2) di 
czyli, według (3) 


dzy Y(ar — zy) Y(T) d E (x) 
irat dh |= (e) de sa, Je 


i p ETa "1 ] 


ye o (1) 


gdzie sumowanie rozciąga się od z, do zn; atoli 


d [ 1 |- 1 
rjg]  (2,— zsję(,)” 
jest więc 
4 d | kw A 
Var — m Ul Va, — r, dł 
LET S Wewe) || e-n 
2 dx lig) æ r, — ț rag (ag (2) Va, = zr — z) 


Postępując podobnie z pozostałemi równaniami (3) otrzy- 
mamy wypadki tego samego kształtu ; a gdy tak otrzymane 
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nowe równania dodamy do siebie otrzymamy 


4 d y( ) o) 
Way dt g — 2, Aa DH FOJFI 


+) CEŁ VY(z:)y (1) 1 


FENE) Ja zla, =2,) 


lub, według pierwszego z powyżćj dowiedzionych twierdzeń 
pomocniczych : 


p AE 4 J= dt, 
Var= 2, di Va, — 2; dt 


Ly VIE) 1 


ę(2,) (213) 9 (Tə) V(ur — 1, (ar — 2.) 


(4) 


Sumowanie po stronie drugićj rozciąga się na wszelkie 
połączenia. Cycy, CC. --;TyTny » Dyna 


Uważmy teraz, że 


S i (= PeT i (z j 
Var— z, dt Vän T, dt ar— z, dt 2 (ar—2,) T) i 
tudzież, według (3) 


eaaa AN 


ę(2,)9 (£a) Vlar —z, (u — z) 


(ar =t, T dt dt 


pY VYT, Yta) 1 M dz, dz 


RaO 


h 
2 
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tedy równanie (4) można będzie przywieść do postaci : 


1 
2 Up —JIY dp=Lo Upa 
ae -n e) 
(3) |_| dż) RACJA dE | 
(ur—c,)* (r=) (ar— Tn) 


Re, d'hi Pra 
z de dt 
—— dt -į -+ ... + = 0, 
Ar— T, Ar —Wą a= 


Połóżmy teraz 


(ar — 2, ar — La). . o (an — Pn) |] = 2", 


Vole) = VI 
wle] 


w skutek czego : 
— 2) + R m lg(a 


(6) i sfer) — 


i uważmy, że 
mia [lg(a — 14) + 1g(a 


a przeto 


PODA £n) |» 


| (e) (5) (2) | 
du 1 dt dt dt 
JAN GaALGo | Gas lanz |! 
der, Rzy dt, 
2 P 2 
ab dt dt QH, dt | 
ZLaG=1 Or—Ts Up=n 
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tedy równanie (5) zamieni się na 


a według (6) na 


dy OCH) =0, 


APERA 


czyli po wykonaniu jednéj kwadratury : 


(7) Wole) =A 


ry 


gdzie A, jest stała dowolną, 


Atoli ọ(«r) zależy od t jedynie za pośrednictwem ilości 
Li, Tą,...,0n; wykonywając więc różniczkowanie i uwzglę- 
dniając równania (2), mieć będziemy ostatecznie : 

CE | V/(t,) +. 7 V/(t,) 
2 (ur—z,)y(1,)  (ur—z)9(1) 


AT |, 


(4r—Zn Jy (1 n) 


(8) 


To równanie jest związkiem algebraicznym łączącym ilości 
Liy, Laye. Ln; biorąc za u, n — 1 którychkolwiek pierwiast- 
ków funkcyi f(x), mieć będziemy n—4 równań całkowych 
algebraicznych. Aby otrzymać nte równanie całkowe zcałkuj- 
my równanie (7) i otrzymamy : 


(9) Vel) = Art + Br 


gdzie B, jest stałą dowolną, a «p którymkolwiek pierwiast- 
kiem funkcyi f(x). 


Dajmy że dla z; =a ilości z,...x, w skutek (8) przyjmują 
wartości 4;,...;dn; natenczas całkując równanie ostatnie 
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w (1) mieć będziemy : 


Lı £ NA, T, L n—idr, Ln P A 
(10) mi E r a A "ej TJ. Akka 
Vej dą Vra) lln Vf (En 


ztąd wypływa, że dla z,=a, jest t=0; albowiem wtedy 
wszystkie całki po prawćj stronie przywodzą się do zera. 


Wiedząc to, możemy ilości stałe A, i B, wyrazić przez 
Asy 04,...,0»; jakoż najprzód z (9) wypływa dla £=0: 
(11) B, = Vee, — Q4)(4,, — 02). r (ar — an), 


a następnie z (8) 


02A, =— V/(a,) ską BZ AIG). Vila) 


Mak 2 ((u,—a,jy(a,) («r—a)y(a,) (xr—an)g (an) 


116. Przypadek szczególny. — Weźmy pod uwagę 
przypadek szczególny n=2. 


Niech będzie 


f(a) =x — z)! — kr), 
a przeto 


przyczćm załóżmy, że k<1. 


W tym przypadku mamy układ dwóch równań różni- 
czkowych : 


dz, dz, 7 
re a i 2 (| 
vz (i —xz,)(1 — kz) ZAC — z,)(1 — Ary) 
zde, DAL i 


Vali —x2,)(1 —kz,) w yz(1 — 2) (1 — k’ 2o) p" 


W przypuszczeniu, że 2, i z, są zawarte między pierwiast- 
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kami 0 i 1 funkcyj f(x), połóżmy 
——w=GINS —GTNS 
z,z=sin, a= Sin’ w 


tedy równania powyższe zamienią się na : 


dh dy. ò 
V1—lesin*x  Vi—lsinu a 
sinh dÀ sin?y du. 


rr AA a a dg 


albo, gdy przez A(X) oznaczymy wyrażenie Y1— ksin’, 


dh du. 
Eiin — = 0, 
A A) 


(13) 
sin? à dà , sin*udu 
-fe = dt. 
AX) A(u.) 


» *.. S 
Całki określone f mł "AO nie dadzą się wyrazić 
przez znane funkcye pod postacią skończoną, tworząc nowy 
rodzaj funkcyi przestępnych zależnych od obszerności (gra- 
nie) X tudzież od ilości k, zwanćj modułem. Te całki zowią 
się eliptycznemi z powodu, że zachodzą między innemi 
w zastosowaniach analizy do teoryi linij i powierzchni rzędu 
2°, i oznaczają się pospolicie przez F(k, X) i G(k, 2). 


Zakładając, że dla A =0, jest u =s, mieć będziemy w sku- 


tek (13) 
A (Fk, 3) + F(k, u) =F(k, 0) 
( G(k,3) + G(k, u) — G(h,a)=t, 


jako rozwiązania przestępne równań (13). Z drugiego równa- 
nia czytamy, że dla A=0, jest 4«=0; albowiem wtedy 
G(k, 0)0=0, i w =c. 
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Aby otrzymać równania całkowe algebraiczne, dość zasto- 


sować do tego przypadku szczególnego wzory ogólne znale- 
zione powyżćj. 


Mamy tu : a, =0, a,—=l, aj EZ; a przeto, 


Vola) ==sinh sin u, Yo(u,) = COS) COS u 


ola) — AWACU). 
Volas) Doi TSA „GRA , 


następnie, ponieważ a =0, a, =c, jest według (11) i (12) 


io at SAGE Mg 
A, =— Mie” A, = r 3 A= ctg.o, 


— Mo) 


W k2 


Bj =0, B,=cose, B 


W skutek czego otrzymamy z (9) dla r = 14, 2,3. 


siną sin u sinc = — ź, 
cos X COS u = — —— t + 0085 
(o) z sinc 


AX) Alu) =— k? ctgo.t + Aa. 


Każde z tych trzech równań jest rozwiązaniem równań (13), 
dwa którekolwiek z nich są zupełnie równoważnemi równa- 
niom całkowym przestępnym (44). 


Podstawmy z pierwszego równania (13) wartość na í 
w dwóch pozostałych równaniach ; będzie wtedy 


(16) COS o = COSA COS u — sin A sin wA(6) 
(17) A(e) = AX) A(u) — k? sin sin wcos o, 
z tych zaś równań otrzymamy z łatwością 


sin à cos p A(u.) + cos Xsin w A(X) | 


(29) TEE i—k sin) sin p. 
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Każde z trzech ostatnich równań jest formą algebraiczna 
pierwszego równania całkowego przestępnego (14). 


Jeżeli u=F(k, X), wtedy nawzajem A będzie pewną funkcyą 
ilości u; podług Jacobiego (Theoria nova functionum ellipti- 
carum), oznacza się tę funkcyę przez amu (am = am- 
plitudo, obszerność); funkcya goniometryczna sinamu, 


= sin amu A i 
cosamu = l —sin* amu, tgamu= >=— ,..., tudzież Aamu= 
cosamu 


VI — k*sin*amu, nazywają się funkcyami eliptycznemi. 


Wzór (18) wyraża twierdzenie o dodawaniu funkcyj elipty- 
cznych, analogiczne twierdzeniu 


sin(X + u.) =sinX cos u + sin u COSA, 


Istotnie, kładąc także v=F(k,u) zkąd u=amv i uważając 
że według pierwszego równania (14) u + v=F(%, c), a przeto 
a ==am(u +- v), możemy powyżćj podane równanie tak pisać : 


sin amu cos amv Aamv +- sin amvcos amu Aamu 
1 $> sin? amu sin*amv j 


sinam(u+-0) = 
W przypadku szczególnym, gdy k = 0, będzie 
uA © Z aan 660. ANE A Na 
równanie więc (18) zamieni się na : 


sin (A + u) = sin à cosy. + Sin u COSA. 
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TEORYA MNOŻNIKA UKŁADU RÓWNAŃ 
RÓŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH. — ZASTOSOWANIE 
TEJ TEORYI DO DYNAMIKI. 


117. Uwagi wstępne. — Podobnie jak jedno równanie 
różniczkowe rzędu 1? z dwiema zmiennemi, mnożąc je przez 
tak zwany czynnik całkujący czyli mnożnik Euler'a, możemy 
rozwiązać za pomocą prostćj kwadratury, również istnieje 
mnożnik układu równań różniczkowych, za pomocą którego po 
wynalezieniu wszystkich całek układu prócz jednćj, wynale- 
zienie tój pozostałćj całki sprowadzić można do kwadratury. 
Teorya tego nowego mnożnika, podana przez Jacobi'ego 
(Crelle Journal, tom XXVII, str. 499-268) jest hiezmiernie 
ważną z tego głównie powodu, że przed uskutecznieniem 
jakiegokolwiek całkowania m&na utworzyć równanie różnicz- 
kowe cząstkowe, któremu nadmieniony mnożnik czyni zadość, 
i z zastanowienia się nad składem tego równania można wy- 
wnioskować, czy, po wynalezieniu wszystkich całek oprócz 
jednćj, końcowe całkowanie daje się uskutecznić za pomocą 
kwadratury, lub tóż nie. Oprócz tego, ponieważ równanie 
różniczkowe rzędu n° z dwiema zmiennemi można sprowadzić 
do układu n równań różniczkowych rzędu 4° i na odwrót, 
można na podstawie teoryi nowego mnożnika przewidzieć 
możebność całkowania końcowego, jak tylko wszystkie uprze- 
dnie całkowania zostały uskutecznione. 
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Jacobi oparł teoryę mnożnika układu równań różniczkowych 
na twierdzeniu następującem : 


« Jeżeli oznaczymy przez R wyznacznik n--1 funkcyj 
fs foe- «fa względem n-+-1 zmiennych £, 2,...,%,, od któ- 
rych one zależą 


(1) > A fresia) 


805, dy, 5802) 


a przez A, Ay, ...,An rozumieć będziemy pochodne cząstkowe 


NY ! TE MY W 
tego Wystaczikna wzięte odpowiednio do je a PRAE 
dR dR R 
(2) BR) 0 Ay=—, air "p 
0 npr atly 
JE AL, AT 
czyli wyznaczniki mniejsze, odpowiadające składnikom gt, 
aby. „ip ge , w skutek czego 
1 
0 
4 LR AŻ A, kapo pst tok. gif 
eT Ln 
p 
o= Akh + a, Ba.. jaw aibh 


VO=A Ala AŚ pos AED; 
\ Tı Un 


natenczas mieć będziemy tożsamość 


JA „JA; JA, 
JT 0 HHA EN $ i0: » 


(4) 


Dowód tego twierdzenia wypływa z pierwszych zasad nauki 
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o wyznacznikach. Jakoż, ponieważ najprzód wyznacznik 
mniejszy A; nie zawiera w sobie pochodnych funkcyj /,...,fn 
względem x; a wyznacznik mniejszy Az nie zawiera w sobie 
i À KONA DNA 
pochodnych tychże funkcyj względem 24, wyrażenie więc a + 
o£ 


ii +... -+ = nie będzie w sobie zawierało pochodnych dru- 
1 


gich kształtu : ; ZE +, a tylko zachodzić w nićm będą pochodne 


LOEN E Jani ) * s 
drugie mięszane fi , gdzie č, k są liczbami od siebie od- 
ZA 7 


miennemi. Nadto wyrazy zawierajace pochodnę oznaczoną 


dfn 
dLidT 


mogą pochodzić jedynie od dwóch wyrazów 
k 


JA; dA; 
A 


nadmienionego wyrażenia. 


Ponieważ 2'e (SAGAJŁO, Algebra, tom II) 


aA AR 
Ad s a L WA 
a, r dx WZ 
czyli 
A; PA 
ZAJAC” WZ i 
SA JE; 


przeto, jeżeli 
A=B? +, pu. = BAZE EB, A, 


to natenczas 


TAN dfn dfn rN dfa dfa. 
AEDA Tna? wi aA terah asy 


n 
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: chi ;, JAG 2378 
Ztąd wynika zaś, że wyrazy w zł + a , zawierające 
i Lp 


w sobie pochodnę oznaczoną NYM si gali 1 M wzajemnie się znoszą. 


A że to samo daje się okazać dla or M zawierających którą- 

kolwiek z pochodnych drugich, wszystkie przeto wyrazy wy- 

rażenia A + 4 +... dAn muszą się znieść wzajemnie, 
dz NA Tp 


a zatćm, równanie 


będzie tożsamością. 


118. Określenie i własności mnożnika. — Po tóm 
przygotowaniu weźmy pod uwagę układ n +1 równań różni- 
czkowych rzędu 14° 


- dz E dz, _ dEn __ 
(1) P, dt D E dt 0 


gdzie X, Xj <. «An są funkcyami zmiennych L; 2,,...,%,, nie- 
zawierającemi w sobie zmiennćj £. Całkowanie tego układu 
sprowadza się, jak wiadomo z ustępu 10582, do całkowania 
układu n równań 


(2) === 
Paa + Ra 
i do kwadratury 
'dz 
£t+c=|—; 
(3) =| 


dosć więc będzie zająć się układem (2). 

Założenie zrobione nie zmniejszy ogólności badań. Albo- 
wiem, przypadek ogólniejszy, kiedy zmienna niezależna t 
wchodźi do funkcyj X, X4...X», daje się sprowadzić do 
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uważanego przypadku szczególnego. Jakoż, wprowadzając 
nową zmiennę niczależną u za pomocą związku 


dł __ 


2 


mieć będziemy układ n -+2 równań 


dz ję BET nae a t 
md 7 eani TNn gg 1, 


do których wchodzi tylko różniczka zmiennćj niezależnćj u, 
i który przez wyrugowanie du sprowadzi się do kształtu (2). 
Oznaczmy przez fis fa- ..;/» całki układu (2), to jest funkcye 
zmiennych 7, 24,...,E,, które, zrównane do stałych do- 
wolnych 


(3) KF fhE(ly...,hEGB, 
dają rozwiązania zupełne tegoż układu. Te całki czynią zadość 


ustęp 105) równaniu różniczkowemu cząstkowemu 


` Xf. 
oiai Ehon i xlo, 
dL NA Ja 


a przeto gad tożsamości : 
„A zy 0 - dfi 
xh FX 4... KAZ =0, 
(4) . . . . . . . . . . . . 
Sf „ib 
yÉ +X, — 
eL 
z których, wyznaczając stosunki ilości X, X,,...,Xn, otrzy- 
mujemy 


gdzie A, Ay,...,A„ są wyznaczniki mniejsze wyznacznika R 
uważanego w ustępie poprzedzającym. 


+o 
= 
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£ . 1 „+ , . As Ai, 
Oznaczając przez M wartość spólną napisanych stosunków, 
mamy 


(5) MX =A, MASAN MR SAn 
d 
a jeżeli wyrażenie XSL +X, i h dagiga g z5 w któróm / 
CE Tn 
jest funkcyą jakakolwiek aval T; Ty, . «5ta pomnożymy 
przez M i uwzględnimy wzory (š), będzie 


JE 


n 


i ) ) 
n(x TESE La SĘ = A fb A ŻE owie Aa EL ; 
[$ [0 1 


lub, ponieważ według (3) (ustęp 117) 


df df Máo AA fisesh) 
A; EW: W." f zę 
dA praa Ai Dla TNE, 2y.. yey srh 


lył ay A AŻ, fr: s/n) 
(6) M (X + Xi ista um fs 


Nadto, ponieważ według twierdzenia, dowiedzionego 
w ustępie poprzedzającym, zachodzi tożsamość 
A , dA DA 
[S g 
+ — H.. H Il =0 
dT T, QB, LOR 
podstawiając przeto w tém równaniu tożsamościowóm za 
A, Ay,...,A„ wartości (š), mieć będziemy : 


0.MX AMY 0.MX 
paw Me „ERA dp 
JE A JT 


(7) 


Mamy więc twierdzenie następujące : 


« Jeżeli f, fs, . . -fa Są całkami układu równań (2)a f oznacza 
funkcyę jakąkolwiek zmienńych «©, 2,,...,Tn, natenczas 
istnieje czynnik M taki, że wyrażenie 
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przeż ten ćżynńik pomnożone, zamienia się na wyznacznik 
Xf, fs- $ of) . 
Adda EE) 
równania różniczkowego cząstkowego (7). » 


funkcyjny ten czynnik M jest rozwiązaniem 


Czynnik M dopiero określony nazwał Jacobi «mnożnikiem » 
układu równań (2). 


Z pomiędzy rozwiązań równania (7) wyłączywszy rożwią- 
zanie M=0, gdyż to rozwiązanie nie czyni zadość równaniu 
(6), jeżeli fi /ą,...,/» Są całkami pomiędzy sobą niezależnemi 
układu (2) a f oznacza funkcyę jakąkolwiek, możemy twier- 
dzenie powyższe odwrócić w ten sposób : 


« Jeżeli M jest ilością czyniącą zadość równaniu warunko- 
wemu (6), w któróm f oznacza funkcyę jakąkolwiek zmien- 
nych L, 24,...2, natenczas funkcye fa; f...,/, będą całkami, 
pomiędzy sobą niezależnemi, układu równań (2). » 


Albowiem, jeżeli w równanie (6) za funkcyę nieoznaczoną 
f wslawimy fi gdzie i=1; 2...n, wtedy druga strona równa- 
nia przywiedzie się do zera, będzie przeto także strońa jego 
pierwsza równą zeru. A że M nie jest zerem, przeto 


zkąd wypływa, że f; jest całką układu (2). Każda więc 
z funkcyj fis /3,. -fa będzie całką układu (2). Te całki są nie- 
zależnemi pomiędzy sobą ; w razie bowiem przeciwnym strona 
druga równania (6) przywiodłaby się do żera przy nieozna- 
czoném f, a przeto byłoby także 


d BEIF 7 
pokeka FAG =0, 
dz NĄ dz 


co przy nieoznaczonćm / tylko wtedy jest możebnóm, gdy 


AZX, Ż «.== Aa SU. 


itp: /|JFaIN Ar 
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W przy padku jednego równania z dwiema zmiennemi 


de _de, 


czyli 
Xdz, —X,dz =0, 


mnożnik Jacobi'ego jest mnożnikiem Euler'a,czyli czynnikiem 
całku jącym. 


Jakoż, jeżeli czynnik całkujący napisanego równania ozna- 
czymy przez u, mieć będziemy 


PORY 
E PA gy DaN i an Mdg m 4 dej, 


czyli 


Oznaczając przeto przez f funkcyę jakąkolwiek zmiennych 
© 1 £y mamy 


(X +x j=q A AA M_ AMATO 


dz dg | dzy dr A(z, z)” 
a nadto, jest widocznie 


d.uX | D.uXy 


AA JT 1 


A zatćm, czynnik całkujący równania różniczkowego rzędu 14° 
z dwiema zmiennemi dopełnia warunków, jakie znamionują 
mnożnik Jacobi'ego, jest więc on tego ostatniego przypadkiem 
szczególnym 


119. Między mnożnikiem układu (2) i całkami tegoż 
układu zachodzi taki sam związek, jak między czynnikiem 
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całkującym równania różniczkowego rzędu 4° i całką tegoż 
równania. 

A 2 SEEN a de 

Jakoż, jeżeli funkcye f, f,,.../n przedstawiają układ całek 
zupełnych układu równań (2), a M jest mnożnikiem cezyniącym 
zadość równaniom (6) i (7) tego układu, mamy wtedy według (5) 

a gal pal OŚ) CK 
AG ZŁY. BR) 

Dajmy teraz, że F, F,,...,F„ przedstawiają inny układ 
całek zupełnych tego samego układu równań (2) a u jest 
mnożnikiem tego układu w tym przypadku, natenczas będzie 
także 


0 IR Fase FF.) 
(Ty, T DZE s W) 


Atoli funkcye F,, Fə.. .,F„ muszą być pewnemi funkcyami 
ilości fis Ja.. -s/as nie zawierającemi w sobie żadnćj z po- 
między zmiennych v, z,,...,«„; według więc znanego twier- 
dzenia o wyznaczniku funkcyjnym mamy i 


AL EEEN By 4BA): | Alf fa 250) 
Dli La; .. dEn) A(f1, fz; ... sfa) EUA Las .. Het ai jj 


w skutek czego 
(8) u=M 


Możemy zatém wyprowadzić twierdzenie : 


« Iloczyn z mnożnika M przez wyznacznik n dowolnie 
obranych funkcyj Fa, F,,...,F, całek fi, fs,...,f, układu (2) 
jest także mnożnikiem tegoż układu. » 


Ponieważ wyznacznik A SERA jest funkcyą calok 
(fs fa: ; WA) 


fu fa. .sfhs a każda funkcya całek jest także całką, czytamy 
przeto z równania ; 
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« Iloraz dwóch mnożników układu (2) jest całką tegoż 
układu. » 


Twierdzenie ostatnie, jako też jego odwrócenie można wy- 
prowadzić także z równania (7). 


Z twierdzenia pierwszego wynika, że układ równań (2) 
posiada nieskończenie wiele mnożników. Jeżeli M jest jednym 
znich, natenczas każdy inny u wyrazi się przez M za po- 
mocą wzoru (8). Wszystkie te mnożniki są rozwiązaniami 
równania różniczkowego cząstkowego ; 


s=40. 


0.MX +.3.MX; MY 0. MX 
NZ AL, AT 


(7) 


Chociaż nie umiemy jeszcze całkować równań różniczko- 
wych cząstkowych, możemy wszelako w dwóch ważnych 
przypadkach bro c rozwiązanie równania (7) odmienne 
od 0. 


Jakoż, równanie (7) można sprowadzić do kształtu : 


M yM M -AR T a 
x +x Xn n(Ž + aż rz: )-=0. 
X, XM 


—- wartości 


BERT zaś w tém równaniu za XOX 
4 4 


wypływające z (2), mieć będziemy : 


(AA dz DAL den) 
ADES VO E SUYZYT HR 


3X009 N 
+M (z Ea Ze)=0, 
JE JE, 


czyli 


dM X 0), GA WA 
X + M(SE +57 | 4.4 gc) 
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lub, podzieliwszy obie strony przez MX, 


digM 10X 0X JX 
a pens | zę zek —— | 
(9) T + pliz + kg) 0, 


Z tego równania czytamy : 


154, Jeżeli 

i a E Ma_5 

dz Ją Se 
wtedy 

d.1gM _ 
dx 1 
a przeto 
lgM ==stałćj, 

czyli 


M =stałćj. 

W tym więc przypadku, który — mówiąc nawiasem — za- 
chodzi w najważniejszych zagadnieniach dynamiki, możemy 
za mnożnik układu (2) wziąć jakąkolwiek ilość stałą, np. 1. 

2re Jeżeli wyrażenie 


X / 0X, XA 
ale * 38, 33) 1 ria) 


jest zależne tylko od «, równanie (9) daje się wtedy zcałko- 
wać; co uczyniwszy, mieć będziemy 


dc(0X , OM, X 
is = |E($E + sej + * iz) 
zkąd 
dajdX  3X4 y up Xn 
aiia ds ryk + 5a), 


M = 
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120. Zasada ostatniego mnożnika. — Niekiedy dla 
ułatwienia całkowania należy dany układ równań różniczko- 
wych przekształcić przez wprowadzenie nowych zmiennych 
zamiast zmiennych pierwotnych. Z tego powodu potrzeba 
z mnożnika układu równań pierwotnego umieć wyprowadzić 
mnożnik układu przekształconego. 


Niech 


1 s = =... = 
(1) AI © OU X 


będzie układ równań pierwotny, w którym X, X,...,Xn są 
- funkcye samych zmiennych z, Tis . -,£y. 


Wprowadźmy do tych równań nowe zmienne u, t,,.. .;tln, 
które uważamy za funkcye zmiennych pierwotnych z, £, 
...,en niezależne pomiędzy sobą, w skutek czego także na od- 
wrót £, z,...z, będą funkcyami pomiędzy sobą niezależnemi 
zmiennych nowych u, wy,.. .U,. 


Ponieważ ogólnie 


d Ju; 
du; = da + < e. Hide, + z dzy, 
lą Un 
lub, w skutek (1), 
du, (Xi + X Ma, R ŁY. 36 jet dt, 


2 da db Zd | 
(2) U: UENRA 
gdzie 

du; du; Ju; 
(3) U, =X — ZS, seb rne 
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Niech Ą,/f:.:;/1 będą n pomiędzy sobą niezależnemi 
całkami układu pierwotnego (41), i dajmy że funkcye /,,...,f, 
gdy do nich wprowadzimy nowe zmienne, zmieniają się na 
F;...F,, tedy funkcye F,...,F„ będą całkami układu prze- 
robionego (3). Oznaczmy przez f funkcyę dowolną zmien- 
nych Bi 24,...,Tn, aprzez F to, na co się ta funkcya za- 
mieni, gdy do nićj wprowadzimy nowe zmienne. 


Nareszcie, niech M będzie mnożnik układu (1) a N mnożnik 
układu (2). 


Z określenia mnożnika wypływa 
NIDA) 


(4) m(x Lax Laax LJ WODO 


DHA KEJĄ N Lis ... jln) 


tudzież 


ETT 
dün 


0 E T T a aea Ea T 20 TA), 
du + A D(H nia dit) 


Ponieważ mamy ogólnie 


. df F- du ip AF du, AF- Dun 
dr; du AT; du, AT; KEA E "l TYB 
jest przeto 


3 ) „0 d „0 
Kay; E E (Xe X jj tk zz gg 
JE j dL A, E z 


L dt Jin d 4 Ln du 
Yü Ju Ju, (IF 
p ki Na RA. o E A zało 
( NZ tag, POZ) du, 
„du Ju Ju„| JF 
Cn pan ooe a aage aa ph N, Gaati | 221 
( JE tjr $ łn dn i! 
czyli, według (3), 
d d J JP ) JF 
BR 3 3 AC gt Ea a i 
dz NĄ DEn du du, NR 
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W skutek tego, równanie (5) można tak pisać : 


AF, A 


) N A 
n(x X pO. Xa = 
NĄ WA O, M... „stln), 


Ln 
dzieląc zaś otrzymane równanie przez (4), otrzymamy 


N ~ "ROD, Pissis A m (f; fizi . z). 


M Ey o(u, UA; .. „zlln) 3 GEA Liy R.» „Tn) i 


lub, ponieważ 


PA VE MESIRE VORR TE RRE co O AG AE 


(u, CTER sUn) AT, VETER Sa] (z, Lys se pln) i 
Gy M Łąg UBND Y. aa) 
OCU ttis. « .;lln) UOT u AE Ey 
OKE, Bah oi., s A) 


(6) 


Mamy więc twierdzenie następujące : 


« Mnożnik układu przerobionego jest równy mnożnikowi 
układu pierwotnego, podzielonemu przez wyznacznik nowych 
zmiennych względem zmiennych pierwotnych lub pomnożo- 
nemu przez wyznacznik pierwotnych zmiennych względem 
zmiennych nowych. » 


Uważmy jeszcze, że mnożniki M i N są rozwiązaniami ró- 
wnań różniczkowych cząstkowych : 


3.MX | D.MX, 3.MX, _ 
G) ETLAT A "zat 
i 

d.NU , d.NU, J.NU»__ 
(8) du NA ZŁU JU "> 


121. Załóżmy teraz, że funkcye zmiennych 2, 2,,.. .;£n, 
któreśmy w ustępie poprzedzającym oznaczyli przez %,,...,44—; 
są n—t całkami pomiędzy sobą niezależnemi układu równań 


http://rcin:org.pl 


CZĘŚĆ I, RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. X'y. 379 
(A) to jest 
(9) u= fi U= fz. + ally GE friis 


podczas gdy u, Un—i+ı:-*;Un pozostają jeszcze funkcyami 
dowolnemi, byle pomiędzy sobą i od funkcyj /,,...,fu-i nie- 
zależnemi. 


Ponieważ w tym przypadku, w skutek (1), 
du, ==0,  duęz=0,..., du„_; 220, 
tudzież, w skutek (3), 
U, ==, Uęy=0,.. „la +5 0: 


przeto układ przerobiony (2) sprowadza się do układu č 
równań 


du du; du 
10 kak E tti — == - LĄ 
(10) Tn U,” 


którego mnożnik według (6), 


M 
11 N= E matowa kolkn 2. : 
( ) Au, fir .. "WJ Un—i+ir * > sun) 


A(T, Ly. . „Sn—is ni +19 ... Cn) 


A jeżeli za funkcye dotychczas dowolne u, u,_;49. : «.14, We- 
zmiemy odpowiednio zmienne Z, £ni.. Zn, to jest gdy 
założymy : 


Uu =T, Un pi = Enip- ..y Un = Ln, 
w skutek czego, według (3) 
| SĘK U F Żel k PGR, 


i zauważymy, że 


NC A, ...5 fa.sh Ln—_i SNK ... fin=i), 
o(a, Ty say Thais gaj sg) ULE) En) CAN Uran) 
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równania (10) i (14) zamienią się odpowiednio na 


(1 2) dr — dtn 21.1 S dzin , 
X Amao, Xa 


WERE EFA 
Mda bar ETa 


ACT, Lay 0.05 Tn—i) 


(13) 


Możemy więc twierdzenie następujące wypowiedzieć w ten 
sposób : 
« Jeżeli jakimkolwiek sposobem znajdziemy n — ť całek 
fis ++. f1_ „układu n równań 
da dz 


WS ŻE OR 
== N S 


X M A 
iza pomocą tych całek wyrngujemy z tego układu zmienne 
Ly +e s Uno, W skutek czego zamienia się on na układ č ró- 
wnań 
da, „dłosiweh marandu 


sye E 
£o dnia Xu 


natenczas mnożnik N tego układu zredukowanego wyrazi się 
przez mnożnik M układu założonego za pomocą wzoru 


kann Facial 
pa A A Pag 


NSZ 0; syg i) 


Na osobliwą uwagę zasługuje przypadek szczególny, kiedy 
iz], 


A zatćm 


« Jeżeli jakimkolwiek sposobem znajdziemy nl całek /,, 
fas +» fa „1 Układu n równań, 
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i jeżeli za pomocą tych całek wyrugujemy z tego układu 
zmienne £,, Lay: ... Ln— Ww skutek czego zamieni się on na 
edno równanie z dwiema zmiennemi, 


detraż; 
oznaczając wtedy przez M mnożnik danego układu, t. j. jakie- 


kolwiek od 0 odmienne rozwiązanie równania różniczkowego 
cząstkowego 


0.MX 0.MX, 
MX 1 MX, J.MK, _ 
OT GDY CE 


czynnik całkujący równania różniczkowego końcowego wy- 
razi się przez 
M 
N = SYSJEK” "W AG =" A CC 
A(7,, 8 Fen  f1-) 


NE Lis Las ...9 T WET 


Twierdzenie, dopićro wypowiedziane, wyraża tak zwaną 
« zasadę ostatniego mnożnika ». 


Według ustępu 11959, można w dwóch przypadkach wy- 
naleźć mnożnik układu równań różniczkowych (1), mianowi- 


cie : jeżeli łyk. CA lub jeżeli wyrażenie 
JT 


Ln 


1/0X 0X, sz) z Ę A 
l po Bic. TE pi” zawiera w sobie tylko z. W tych 
zls n dT, Phas AT , 5 ; 


więc dwóch wypadkach wynalazłszy n — 4 całek układu spro- 
wadzimy końcowe całkowanie do prostéj kwadratury, co jest 
wielkiém ułatwieniem. 


122. Zastosowanie zasady ostatniego mnożnika do 
dynamiki. — Zastosujemy teraz teoryę mnożnika do układu 
równań różniczkowych ruchu (ustępy 13-15). 


Jeżeli mamy układ n punktów materyalnych połączonych 
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pomiędzy sobą + związkami, wyrażającemi się przez tyleż ró- 
wnań pomiędzy spółrzędnemi 2;, ji, z, tychże punktów, i jeżeli 
na te punkta działają siły, których składowe równoległe do 
osi są X; Ys, Z;, to natenczas równania ruchu tego układu punk- 
tów dadzą się przez wprowadzenie 2(3n— r) nowych zmiennych 
qi, i pi przywieść do postaci kanonicznćj czyli Hamilton'owóćj : 


Wisa AB; LOPP Mingo Go f=1,3..3n—r=m 
, p a E , 


(1) r ży "CY. IRE * 


przyczem już równaniom warunkowym, wyrażającym połą- 
czenia, stanie się zadość. 


W tych równaniach T oznacza tak zwaną siłę żywą, t. j. 
w zmiennych pierwotnych wyrażenie kształtu : 


"Bie 1 D da”; dy” s... dzi” 
DE (T de Tr) i 


a Q;jest wyrażeniem następującém : 


Li, i c Wi dz; ` 

ENE f— |* 
Mi Agi e 395) 

W przypadku szczególnym, gdy funkcya sił ma miejsce, t: j. 
gdy 


es PAL 


z Wing ia T 
Aji =— = m1m U; — 1, 
ilona po A ) „gł Uk 


równania rucht są jeszcze prostsze, mianowicie ; 


i— mam, (SEM, qi; JĄ 6 $ SEM 
rm =) rka Mi? * ASTE ” 
gdzie H =T — U. 


Chciejmy wyznaczyć mnożnik tego układu równań różnicz- 


kowych. 


Weźmy pod uwagę hajptzód przypadek najogólniejszy, 
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kiedy równania ruchu są kształtu (1) i kiedy siły X;, Y;, Z, 
zależą nie tylko od spółtzędnych £; ği ż; dle także od 
etr ar = „18 przeto proes zmiennych 4, zawiera w s0- 
bie zmienne pi. 


Równania (1) można tak pisać : 


dt dą 1 dą m NA Re i dpm 
| Gb" GW T 
7 A. "IA Big, m 


Oznaczając przez M mnożnik tego układu równań, będzie 
według wzoru (9) w ustępie 1197" : 


Ny dT 
T A |-- EL -- 0, 


dlogM _ 5 T; A Mi AR 
dt NZ NZ j 
lub, opuściwszy wyrazy wzajemnie się znosżące : 
dlog M dQ; 
(3) 4: $ Wisp, . 
ko JĄ = NU 


To równanie daje nam mnożnik układu równań (1). 


Załóżmy teraz, że siły zależą jedynie od spółrzędnych, a 
przeto, że wyrażenia Q; nie zawierają w sobie zmiennych pi. 


W tym przypadku mamy S= , a przeto równanie (3) za- 


imienia się na : 


(4) zlogi * i żkąd M =cońist, üp. M =i. 
„0 
Ponieważ nadto w tym przypadku szczególnym czas £ tic 
wchodzi wyraznie do stron drigich równań (A), przeto jeżeli 
wynajdziemy 2m — 2 całek nie zawierających w sobie zmien: 
nój £, układu 2m równań różniczkowych (1); 


(2) ME, DĄSZE Ji |) Uea SS le 


We e IJ CER A a | 
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i za pomocą tych całek wyrugujemy z równań (1) 2m — 2 
zmiennych Qg... qm Pu «++ ; Pm, W skutek czego pozostaną 
nam tylko dwa równania 


OBAJ A * 
(6). Gł z JT IT” 
Dy dps 


natenczas czynnik całkujący równania 


dT IT 
IT ID 5 czyli Ip, dą, == JU z= 0, 
d d 


wyrazi się (ustęp 121) przez 
1 


Mss Ty: +e > Pm) 
A zatém (2m — 1) będzie tą całka 
koni ITP 
m A 


AOA EE Gm Pis ePm) 


(7) u 


= (am ha 


zkąd przed wykonaniem kwadratury należy wyrugować 
zmienne gą... Qm, Pi -++ Pm, Za pomocą 2m — 2 znanych calek, 
Nareszcie całkę 2mte otrzymamy także przez prostą kwadra- 
turę mianowicie będzie 


{ t Con = -5 

(9) -fx z dT , 
å dp, 

zkąd także przed uskutecznieniem kwadratury należy wyru- 

gować za pomocą 2m— 1 całek uprzednio otrzymanych 

ZENDE s, 43, "aima DPn: 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące : 
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« Jeżeli siły działające na punkta danego układu materyal- 
nego zależą tylko od spółrzędnych, tudzież jeżeli równania 
warunkowe, wyrażające połączenia punktów, także tylko spół- 
rzędne punktów w sobie zawierają, słowem, jeżeli zasada za- 
chowania siły żywćj zachodzi, wtedy wynalazłszy wszystkie 
całki równań ruchu oprócz dwóch, znajdziemy dwie pozostałe 
całki za pomocą prostych kwadratur. » 


123. PRZYKŁAD. — Dla zrozumienia doniosłości tego twier- 
dzenia weźmy pod uwagę ruch planety około słońca, którego 
równania są następujące : 


d AA (Wa 
(8) u; jaaa eS ? A i: 059 wi , gdzie » =z2* + Y. 


Wprowadzając dwie nowe zmienne 


de _ y dy y 
805 , Est b 


możemy zamiast (a) pisać : 


(b) d= =T H_ 


równania zaś (5) możemy zastąpić następującemi : 


deda + dydy 


prem ` T "a (YZŻ 2 1 ABU 
(c Rosiak: czyli Ż d(a* + y”) wa (1) O 
ara 
tudzież 
(d) P aa dei czyli d(zy — yz) =0 


i nareszcie 


ROW A 


Równania (e) i(d) dają się zcałkować. Zcałkowawszy je, 
25 
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mieć będziemy dwie całki 
! d 2 
pojade sj 
(A) | e esi 

u= cy — a ==. 
Mając te dwie całki, możemy znaleźć czynnik całkujący ró- 
wnania a = czyli ydz — © dy =Q, jak tylko zeń wyru- 
gujemy wz iy za pomocą owych całek. Tym czynnikiem cał- 


kującym będzie 


—— y A m > MKR 


Au, A(W4, Ua) duy, du, _ u Ju2 1x + yy 
A(c,y) Iwdas dyre 


Pozostaje okazać, że wyrażenie 
y'dx — cdy 
cz + yy 
zamieni się 'istotnie na różniczkę dokładną, jak tylko wyru- 
gujemy zeń zmienne z, y' za pomocą dwóch znanych całek. 


25 
Kładąc dla skrócenia pł a = À, i uważająć, że 


(Hy + y) = (rr yy)? + (zy ya), 
mieć będziemy w skutek(/)i uwzględniające związek 7*%=2*--y*, 


zz + yy = VIN —$; 
ty —yw =p, 


jest więc 


ry ==ft+-yy/2hr" =P; ori =L By + aN Ar — f?, 
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lub, położywszy 
VI? — g = yV2ar? + 2r — pi — VR, 


DEN CaA PE A E a aa E 
wyj R À afty yR P 
Wyrażenie zatém 


y du — ady __B(zdr + ydy) ady — ydx 


p” — A a 


+ Lt yy ryR á 
| dY 
PRE... A ix 
rYR 14 A 
L 


jest różniczką dokładną. 


Trzecią całką założonego układu będzie więc 
* dr y 
uzb | — —arctg ó 
j Ji ryR ai 


a ostatnią całkę daje 


W tym przykładzie sprowadziły się wszystkie cztery całko- 
wania do zwyczajnych kwadratur. To samo nastąpi we wszyst- 
kich zagadnieniach o ruchu punktu na płasczyznie, jeżeli 
także zasada zachowania pól ma miejsce. Te dwie zasady dają 
bowiem dwie całki [całki (/) w naszym przykładzie], dwie więc 
pozostałe całki otrzymać musimy za pomocą kwadratur według 
twierdzenia, któregośmy powyżćj udowodnili. 
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ZASTOSOWANIE 'TEORYI MNOŻNIKA UKŁADU RÓ- 
WNAŃ RÓŻNICZKOWYCH DO JEDNEGO RÓWNANIA 
RÓŻNICZKOWEGO RZĘDU N* Z DWIEMA ZMIENNEMI. 


124. — Zastosowanie zasady ostatniego mnożnika. 
— Niech 
i d" dry __ dy d dy aeo 
w) dati (WG Eteo) 
będzie daném równaniem róžniózkowém rzędu ne z dwiema 
zmiennemi ziy. 


Wprowadzając n — 1 nowych zmiennych y, y',..., y®7” za 
pomocą podstawień 


c dı d’ 
(2) de =V' Sz go, .., ei Y yoo, 


da? dar~ 


zamiast równania (1) mieć będziemy układ n równań różni- 
czkowych : 


O E WE 
y y / Nedin ọ(2, Y, oi JE yny 5 


którego mnożnik jest według ustępu 148% jakiémkolwiek 
rozwiązaniem równania różniczkowego odmienném od 0. 

d. log M dp SWE. 
dc. WIELE * 


(4) 
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Z równania (4) czytamy, że mnożnik układu równań (3) 
daje się się bezpośrednio wyznaczyć w dwóch przypadkach. 


164, Jeżeli ——— Paal = 0, t.j. jeżeli dane równanie różniczkowe 
. . LA . . n 1 

(4) nie zawiera w sobie wyraźnie; pochodnéj y" 75 = | 
O 3 naii 


równanie (4) sprowadza się do 


d. logM 


pa =0, zkąd wypływa M = stała. 


W tym DAY: możemy założyć M =1. 


2re, Jeżeli zjest funkcyą samego «© np. jyG= ma = x). 


z aF 
t.j. jeżeli strona druga danego równania rożniczkowego (1) 
jest kształtu 

p= KYTI + WE Ys Y's YO). 


to natenczas równanie (4) daje się zcałkować, i wtedy mamy. 


—Jztojdz 


logM =— e z(ajdz; zkąd M =e 


W tych dwóch przypadkach, jeżeli jakimkolwiek sposobem 
wynajdziemy n — 1 całek układu n równań (3): 
BŚ) ALY YY a YOTI) =, 1=1,2,...,n—1, 
czyli, co na jedno wychodzi, n — 1 całek pierwszych równania 
założonego (1), lub tóż (ustęp 345%) jednę całkę rzędu (n — 1)80 
tego ostatniego równania, i jeżeli za pomocą tych n—1 całek 
wyrugujemy z danego układu n — 4 ilościy, y', ... , y⁄®7®, to 
otrzymamy jedno równanie różniczkowe rzędu 1? z dwiema 
zmiennemi ziy 


deaf rez dy zy dr ="0, 
y 
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którego czynnik całkujacy będzie odpowiednio (ustęp 1217.) 
— [ode 
1 i e : 
MJ ts Je rss faj) Pio las e, ? 
S(YY e YW A) Aly, yy" 


całkując więc równania różniczkowe dokładne 


— fziejdz 3 
dy—ydz ong E (dy — y'ds) à 
Afis fa» Pre fn—) TY fa fa, seo ą fn) Mów 
A(YY + YPT) NY 9 +, Y 5) 


po uprzednićm wyrugowaniu z nich ilości y, y”, ... , y®7® za 
pomocą n— 1 danych całek (5), mieć będziemy w uważanych 
dwóch przypadkach ostatnią całkę układu równań (3), która 
to całka będzie całką ogólną założonego równania (1). 


Mamy zatóm twierdzenie następujące : 
« Jeżeli mamy dane równanie różniczkowe rzędn n° kształtu 
y" = gT, Y Y's Y", +. 979), 
lub kształtu 
YÈ = yY + WL, Y, Y's e , YOD, 
i jeżeli znamy n —1 całek pierwszych 
RENYSY Hs sai y TO Segia ty Di AE dy 


tego równania, lub eo na jedno wychodzi, jednę całkę rzędu 
(n— 14)8% natenczas całką ogólną równania założonego będzie 


AOR a dal 
ACY, WY «22 » Yeni) 
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lub odpowiednio 


sa gi, jdr) 

E ZER Sta) 
(fi, fad 25 TES) i 
AYSY „22. YA) 


Oczywiście przed wykonaniem kwadratur potrzeba z wyra- 
żeń pod znakiem całkowania stojacych wyrugować pochodne 
Y's Y's e, YW!) za pomocą n—4 danych całek pierwszych. 


Twierdzenie powyższe obejmuje, jako przypadek szczególny 
twierdzenie dawno dowiedzione przez Jacobiego, że całkę 
ogólną równania różniczkowego 


da 
TASE Y), 


otrzymać można za pomocą prostéj kwadratury, jak tylko wy- 
najdziemy jednę jego całkę pierwszą. 


125. Twierdzenie p. Malmsten'a.—W czasach najnow- 
szych wykrył p. Malmsten (Liouville Journal, serya 2% , tom 
VII, str. 268-374) jeszcze daleko ogólniejsze przypadki, w któ- 
rych całkowanie końcowe równania różniczkowego rzędu n° 
daje się zastąpić zwyczajną kwadraturą. O ile teorya p. Malm- 
sten'a dotyczy równania różniczkowego rzędu 180, wyłożyli- 
śmy ją Ww ustępach rozdziału vinz ; teraz wyłożymy ją w całćj 
ogólności, trzymając się w przedstawieniu rzeczy, ile można, 
pracy samego twórcy. 


Ponieważ cała teorya opiera się na odmiennćm cokolwiek 
wypowiedzeniu zasady ostatniego mnożnika, aniżeliśmy to 
uczynili w ustępie 1217m, zajmiemy się przeto najprzód 
przekształceniem tćj zasady. 


Z ustępu 12480 wypływa, że mając dany układ n równań 


http://rcin.org.pl 


302 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


różniczkowych 


Y yY Yn 


w których Y,, Y,,..., Y„ są danemi funkcyami zmiennych 
Ly Yqy «s: 5 Yny 1 znajac n—1 całek tego układu 
(2) U = Ua = lą e.. 3 Un — (ni; 


jeżeli dobierzemy sobie dowolnie dwie nowe funkcye u, u, 
zmiennych L, Y, ... , yn i założymy 


(3) Ju d 
Wn | y, W Wn; 
U= cz: udem By waj 


natenczas nt całkę układu założonego otrzymamy za pomoca 
zwyczajnćj kwadratury : 


M(U, du — Udu,) __ ów 
(4) A(U, U, Ug, ... Un) i 
D(L, Yir Yz Yn) 


gdzie M jest jakiémkolwiek rozwiązaniem równania różniczko- 
wego odmiennćm od 0: 


f dlogM Yk 
(3) T e . 


Wprowadźmy teraz z p. Malmsten'em zamiast zmiennych 
Yis +++ Yn tyleż nowych zmiennych 44, Las... Ln za pomocą pod- 
stawień : 


(6) YZ), DĄ PYW) | PEERIZYW. VR, 


pomiędzy sobą niezależnych, t. j. takich, ażeby się z nich także 
zmienne 2,,... , ©, dały wyrazić przez Z, yy, .., Yn, i załóżmy, 
że w skutek tych podstawień funkcye w, u,, ... , un zamieniają 
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się odpowiednio na funkcye w, Wi, ..., Wn zmiennych 
TT, Tą, so Cos afunkcye Y;, Y,, ... Ya U i U„ odpowiednio 
na dy, P, ..., bp, Wi Wna. Nareszcie, dla skrócenia, oznaczmy 


przez A(ę) wyznacznik 


BEC 3 Pas etes Qn) 
(1) AGO) = en danas, Cn) 


L, 
a przez A+ '(v) to, na co się poprzedni wyznacznik zamieni, 


gdywnim za pochodne s, st, e a podstawimy od- 
i i AT; 


powiednio 4%, v,, ..., Vas rozumiejąc przez v,, ... , Va jakiekol- 
wiek funkcye zmiennych 44, Zay... , Zn, to jest : 


Ję, oj 09 OA ii A dg, 
dT, , dT; , , RZ , 2 E 
dys dg, NZ Jo, 
EE EJ . 3 $ 293 N j 9 **.e p) 

a Ano TE I E TN 
Vn Beon. 2%, DPn 
de, .... Ale ny Ligi , DEn 


W skutek tego, układ równań (1) zamieni się na : 


do, _ dy d 
ta du =“ R = 
( ) . dą Wa Wa , 
a układ całek (2) przejdzie na : 
(2a) wE WąZCg 1; Wym =C 


pozostaje więc tylko znaleźć, na eo się zamienią ilości 


(u, u, ... Uw) £ : 
=S, U, UIM. 
D(L, Yis «+ Yn) ' 


126. — 164, Ponieważ ilości u, u,,..., un Sa, z założenia funk- 
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cyami ilości Z, Y,, 1:2; Yn, IlOŚCI ZAŚ Z, Y4, +.. , Yn SĄ teraz funk- 
cyami zmiennych z, 2,, ... wz, wyrażonemi przez wzory (6), 
i ponieważ ilości u, u,, ... , u, wyrażone jako funkcye ilości | 
L, My, -e 3 En Za pomocą wzorów (6), umówiliśmy się oznaczać 
literami w, wy, ... , Wn, będzie przeto według znanćj własno- 
ści wyznaczników funkcyjnych 


A(U, My, 122, Un) | AŻ EIE _O(W, W;, „.., W) 
ABY e rv: PODA Lane 0 0(B ZO aty) 


czyli 


NC EAT A „Al Pal Pn) _A(w, 0,260) 
EY ssd) ADU) Mir U. pn) 


zkąd, wprowadziwszy oraz znakowanie (7), 


(9) AU, Ugy sie Un) _ 47 AW, Wy, see Wn) 
AL, Yisa Yn) Al) AE, Lyssse z Ln) 


2re, Uważmy następnie, że 


Odejmując to równanie od pierwszego równania (3) po 
uprzednićm wprowadzeniu doń zmiennych z, ... , Zn, w sku- 
tek czego Y, zamienia się na dy, mamy 


lub, ponieważ 


du NOW drr 

dY; r=l MEr N k 4 
Io EN, e E a E 
(10) W=L +) OSS 
OL Lah kad dL) Ep AYK 
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Tak samo znajdziemy 


dw 1 qr dor Wn DL 
11 W, =" + UE 2 LĄ pósś Apata 
(11) A (p: A 30 by, 


Pozostaje nam jeszcze znaleźć wartość na — i tę wartość 
g Yk 


podstawić w napisanych dopiero wyrażeniach (10) i (11). 


Różniczkując w tym celu równania (6) cząstkowo co do 
yz, Mamy : 


09 AL d, AL 
w osy, ddd. 3 
AL; Yk EA JYK En DYK 


dex dm, „dg dm, „| „09 Jl 
ód, (WYĘI"OWgzDgR *" T DYK 


_ Jen dr, 09n Ar, t piana dEn 
dD DYK ATą g JTn Oh 


N dpi ja) 
dz,” > OT, , JONES +3 3 
T EnA KA! VACS E 4 PŁ E ga 
N k A(o) AT, i Bp 1 is Dr, JB; 
NU don_ g, Dn dg 
dj Ady ą | Odyą,, | Ola 


http://rcin.org.pl 


396 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH, 
Będzie przeto 


k= 
y RUR E DE: 
KTO Dtr DYK, 
IA 
tipnih KM 0 d9: "pi, 
ET ? DORI ANDE 
aia A e N aa aAA 
igi. i 084 7 08 1 dL dE, OPO wą, AT Alo) 
Pn ... DPn p) 0 dęn ... dpn 
90 011. NE f Onea i (034 


WAŁA: PME a a A 
ZA: TK JBJg 1 BB „r 


l 


dpn NEJ doa dw Don dDYyn 
i A ET T 7094 


czyli, wprowadziwszy znakowanie (8), 


Sa A a (ae. 
o * axzjlx,dyz Ale) ” NINA 
Tak samo znajdziemy : 


k=n 

doi) dWn dr, 4 ir Jo (JW, 
WE TE aj ua -2) | 
igi te) izrd a($ A 


Podstawiwszy te wartości we wzorach (10) i (14) otrzymamy 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IL. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. XV. 397 


_ ostatecznie : 


d A(5) 
a) Ee TAAN 
Dy 09 Wan 
"lis F>1 
wW onn zło. tiwon Di, 
marg A(ọ) : 


3cie, Nareszcie, ponieważ teraz 


DYA L NOY dT, 


— 


me) ? 
Yk Aad VEr DYK 


a zatém 


Ky r=n A Ji. 
dryn => na T 


przeto, jeżeli za żyd podstawimy powyżćj znalezicną wartość, i 
E k 


uskutecznimy redukcyę podobną, jak pierwej, 


N Az (Z) 
ce; dY; TE śm j de,) 
ZZO Aly) 


W skutek tego równanie (3), dające mnożnik układu, za- 
mienia się na następujące : 


(5a) (aj 1108: EN, Sa (2)=0 


127. — Na podstawie tych badań możemy wypowiedzieć : 
« Niech pi, Qa, eee , pa i Wy, W, .... s Pns będą funkcye dane 
zmiennych ©, Ly, La ..., Zne Jeżeli mamy dany układ n równań 
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różniczkowych 


i jeżeli znajdziemy n — 1 całek tego układu 
0. GE byGW, ZER „p: Wn SE_h ; 


dobrawszy wtedy dowolnie dwie funkcye w, w, zmiennych 
£, £y, ss. , Tn 1 założywszy 


Jw 42,” dg) ðw 
W z5zm e BA ISB r 
oz ka) zli 
dWn PSSA N /, d w 
Wae + = Bi > 
e mw | ( zt 


gdzie sumowanie rozciąga się od r=1 do r=n, tudzież 
wziąwszy za M jakiekolwiek rozwiązanie równania różniczko- 
wego odmienne od 0 


dlogM ! 
A) Sg" +2A(3); (Z) =o, 
wyrażenie 


MA(9)[Wdw=Wdwn] 
NW, W W, , ee) Wn) 
ACE) 04; Ty, „sÓz) 


po wyrugowaniu zeń zmiennych Z, 24, ... , £n za pomocą da- 
nych całek w połączeniu ze związkami zachodzącemi między 
w i Wn a L, Ly, ... , Zn będzie różniczką dokładną, a 


f MA(5)| W, dw — Wdw, ] == stałój 


A(W, Wy, Wa, ... , Wn) 
ofe, iGp ah, day) 4) 


będzie nie czyli ostatnią całką danego układu równań ». 
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Weźmy w szczególności 
w= tp” "nt" 
tedy będzie najprzód 


A(W, Wy, Wg, 22 s Wy) O(TyWys y Wn An) _ O(Wy 002, Wai) 


I aa z NN 


DJ CA My agies s A ABC za Gas EEP A) A(Ty, URE Bac) 
A że 
dw w o", dw Jw. 
"=, —=0, dlar>0, —=0, dar<n =H, 
sę Ap ; RO JTx 


będzie powtóre według (3a) 


ż 4 zn do 
= Nm Z3==— M r A 
W=l W=g_a, (+ $) 


W tym więc przypadku mamy twierdzenie następujące : 
« Jeżeli mamy dany układ n równań różniczkowych 


do, _ dy do, 
de= ==, =— 
PI Yh 


w których gy, esey Pny Yser y Ph są funkcyami zmiennych 
£, My, 12.» Zany 1 jeżeli znajdziemy n — 1 całek tego układu 


Wi = l; Wa = lze ee , Wn Fln—1) 
natenczas wyrażenie 
1 Tn do : 
M[A(ę)de, — A" (4 —yg deb 


UWIS Wg; s.  Wy_4) 
NC Lay sse 3 wa) 


po wyrugowaniu zeń ilości £, 4, du Za pomocą n — 4 da- 
nych całek, będzie różniczką dokładną, a 
Tn dy 
MA(gjdz, — A” (4— z) de] 


A(w;, Was 224 Wy) 
ATi Bos ...5 Bni) 


= stałéj 
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będzie nte, t. j. ostatnią całką danego układu. Ilość M jest roz 
wiązaniem równania rożniczkowego odmiennćm od 0 


dlogM 
Nie) ZE” + 2,A; '(%)= 0.» 


128. — Zastosowanie do równania różniczkowego 
rzędu n z dwiema zmiennemi. — Twierdzenie dopićro 
wypowiedziane zastosujmy teraz do jednego równania ró- 
żniczkowego rzędu n? z dwiema zmiennemi. 


Niech będzie 
En =Y; =Y, =Y, e, naszy") 
tudzież 
Pa ZY, P= Ys , p= YO, 
py, BEY" o p pa =y, 


podczas gdy ilości o,, iw, zamiast których pisać będziemy gi 
v, pozostają funkcyami zmiennych z,y,y,y',... YO, tedy 
układ n równań, w poprzedzającóm twierdzeniu uważany, za- 
mieni się na 


OE > ody DZ W dęta 
aw TAT BE EŃ 
lub, ponieważ 
'—dY „_dy_dy (a=) — NBA "W." 4 
y aie. waga da. daż”' œs Y T = Lai” 


na równanie różniczkowe rzędu n° z dwiema zmiennemi z i y: 
do =v.dz. 
Ponieważ {teraz {w skutek znaczenia wyrażeń oznaczonych 


symbolami Ai M 


0 z A) oi 
ER 2:1 PRES dp 
AG) ayei A; (+ 0 )= TY dyn=y 
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tudzież 


ar SEL dar Śn—1 aag M4 


dy T) £ P O AS 


RA dy 
ona. PaSa" 


twierdzenie przeto óstatnie, stosując je do przypadku którym 
się obecnie zajmujemy, możemy tak wypowiedzieć. 

« Niech gi y będą funkcye dane zmiennćj niezależnćj z, 
zmiennćj zależnój yi n —4 pierwszych pochodnych y,y',... , 
073, 

Jeżeli mamy dane równanie różniczkowe rżędu n° 

do =vVdz, 
i jeżeli znamy tego równania n — 4 całek pierwszych 
WG YW LYS zac dE4,2, ...,n—l, 
natenczas, wziąwszy za M jakiekolwiek rozwiązanie równania 
różniczkowego odmienne od 0 


m > A D a S 


dy") da dyw") dY") 


wyrażenie 


ME (dy — dz) 
SRO „wideo 
A(WS SWZ Wn) 
Ay’, Yi: "zob. yea) 
po wyrugowaniu zeń pochodnych y, y',... , y” za pomocą 
n— 1 danych całek, będzie różniczką dokładną, a 


do d Ne 
Mil y—y da) 
AL, Ua to) Fer 00, h} 


AYY ees YET) 
będzie całką ogólną danego równania. 


== stała 


26 
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Z tego twierdzenia wypływa wniosek następujący: 
« Jeżeli mamy dane równanie różniczkowe rzędu n° 
dy =Vdz, 


w któróm ọ i 4 są funkcyami ilości z, y, y, ... , y(" 75 takiemi, 
że zachodzi tożsamość 
dy dọ 


dym =) GR dy») 


== (0; 


natenczas, znalazłszy uprzednio n— 1 całek pierwszych tego 
równania i za pomocą tych całek wyrugowawszy pochodne 
Yacc „ YMTA z wyrażenia 
dY (dy — ydu 
Iye TT ` y — yd) 
pe 22 POMOC PRZED R) 
90204,704,702.4", ŚDĄLSJ) 
MYY s YOT) 
całką ogólną danego równania będzie 
3? (dy — y de) 
dyl(*=V 
J(W,YŻW,, e w U) 
Y's Y's eee a YOT) 
Albowiem w tym przypadku {równanie dające M sprowadza 
się do 


= stała » 


d.1gM n 
aa =0, czyli M = Const,! 


a przeto można wziąć M = 14. 


Przypadek o którym tu mowa zajdzie np., jeżeli funkcya % 
nie będzie w sobie zawierała pochodnéj y®7®, a funkcya 9 
nie będzie w sobie zawierała pochodnćj y®~7®. 


Załóżmy jeszcze, że funkcya o zawiera wsobie tylko ilości z, 
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ye, y= a funkcya v jest kształtu y==y""9/, gdzie / jest 
funkcyą ilości z, y, y, ...,y*719, Załóżmy nadto 


M, 


M = ye~ s 


iuwaźmy, że równanie różniczkowe, dające wartość na M, 
zamieni się teraz na : 


dy dlogM, „4 RE ef 
yeI de (Ur "yera Ye dz 


edfm 9 ES 


n=) mme Mch 
-£ yl ‘Sye 1) ya ?. 


lub, mnożąc przez y(*—!) i uważając, że z założenia 


dą __ dg X 09 | dym”! 
PL" PE „AR zyc A W 
ARR dr de dy") y ce; YOTI dr ’ 
de dlogM, dọ af 
ci ay P D n=1)]2 — 
y” Jem P T E NSS P dy" s 
czyli 
dð  dlogM, TE. EP Af aiia PM 


nęka, iy ==0 
N 1 ` dy" —) ye-a ` 4 dL ; 
Y 5 ye 


otrzymamy twierdzenie drugie : 


« Niech ọ będzie funkcyg ilości z, y(*—9), y*70), a f tonk- 
cya ilości 2, y,y,y',...,yl*=9), Jeżeli mamy dane równanie 
różniczkowe rzędu n° 


dę == yea Pac; 
jeżeli znamy n— 1 całek pierwszych tego równania 
wi(£, Y, Y; .. ssy 75) = i= 1, 25.. en — 1, 


natenczas, wziąwszy za M, jakiekolwiek rozwiązanie równania 
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różniczkowego odmienne od 0 
dy dlogM, af dp 


4 dye | ANETY" 
; p =;) : (=) 


wyrażenie 
M 


ye~ ei (dy — y dz) 
(Wis Wy, . PATEA A 


A(Y; y”, 2 - „ył 7) 
po wyrugowaniu zeń pochodnych za pomocą n—1 danych 
całek będzie różniczką dokładną, a 
M 


d 
a dd y CU y aa) 
ry alah, 


AY, Ya. W) 
będzie całką ogólną danego równania. » 


Z tego twierdzenia wypływa znowu wniosek następujący : 
«Jeżeli funkcye o i f dopiero określone są takiemi, że za- 
chodzi tożsamość 

af do 


A ERY: 
go 


natenczas mając dane równanie różniczkowe rzędu n° 
do = 4 7 do, 


=, 


znająć n—1 jego całek pierwszych, otrzymamy na całkę 
ogólną 
i d 'd 
yoi sel y—ydz) 
~ = stała.» 

(Wy, Ws, . « „;Wn1) 

Ay’, Y ... yT 
W tym bowiem przypadku można wziąć także M=l. 
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Przypadek, o którym tu mowa, zachodzi np. wtedy, gdy 
funkcya ę nie zawiera w sobie «x, lecz tylko y"? i y"—N, 
a funkcya f nie zawiera pochodnćj y0*79, 


129. Przypadek n=2. — Weźmy jeszcze pod uwagę 
przypadek szczególny, kiedy dane równanie różniczkowe jest 
rzędu 2°. 


Niech 
w(t, Y, y)E6 
będzie daną całką pierwszą równania różniczkowego rzędu 2° 
dę(z, Y, YJZY(E, Y, Y)de, 
lub 


dls, y, y) =Y f(t, Y, ydr. 
Ponieważ mamy teraz 


dy 1 nior A 2109 Ahaia 
WOT A(W4,. ..,Wn 1)  dy.d0W dy de dc” 
My’, iny UT) dy 


możemy przeto twierdzenia, dowiedzione w ustępie poprze- 
dzającym, tudzież wnioski z nich wypływające tak wypo- 
wiedzieć : 


« Jeżeli mamy dane równanie różniczkowe rzędu 2 kształtu : 
RA vy) =Y, y, y)dz, 
lub 
dę(z, Y, y)-=y f(T, Y. yus, 
i jeżeli znamy całkę jego pierwszą 
W(Ty YYY EZ, 


natenczas wziąwszy na M i M, jakiekolwiek rozwiązanie ró- 
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wnania różniczkowego odmienne od 0 


Ją dlogM „ d9 „siwy 


dy da dy dy 


lub odpowiednio 


Gi 


0% dlogM of do 


(7) dy (7) 0 
y y 
wyrażenie 

rog, , 

M z (dy —ydz), 
lub odpowiednio 

M % "a 

y sg (dy — yda), 


po wyrugowaniu zeń pochodnéj y za pomocą danćj całki 
pierwszćj będzie różniczką dokładną, a 

F M 22 (dy — y'dz) = stała, 

3 de 
lub odpowiednio 


T E DAT N 
J> sa ((y—ydz) = stala, 


będzie wtedy danego równania całką ogólną, 


W przypadku szczególnym, kiedy 


d ) 
TER = 
dy dy 
lub 
M PEPKU DER 
EA PD —-=0, 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ íI. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ, XV. 407 


można wziąć M=l1 lub odpowiednio M, =1 a wynalezienie 
całki ogólnój zależnóm będzie tylko od wykonania zwyczajnćj 
kwadratury. » 


PRZYKŁAD. — Dla wyjaśnienia rozwiążmy np. zagadnienie : 


« Znaleźć krzywę, któréj promień krzywości jest funkcya 
jakakolwiek promienia wodzącego. » 


Zagadnienie to prowadzi do równania różniczkowego 


] '2 ż 
(4 + Yy Kao Are 4°), 


y 
lub, zakładając 
AT RLN a 
"EE i: 
(a) == ry), 
(kszy? 


„które daje się przedstawić pod postacią : 


$ a( ba ię = 2y fla? + y’). 


VM +y”) 
Mamy więc 
1 p: 
b po==—, b=2y/(1 +y”). 
(6) == r "W 


Ponieważ zachodzi tu widocznie tożsamość 
dg 9 4 Ss 


noA (7) 
A 


przeto, jeżeli wynajdziemy całkę pierwszą, wynalezienie całki 
ogóinéj sprowadzi się do zwyczajnćj kwadratury. 


? 
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Aby wynaleźć całkę pierwszą, pomnóżmy równanie (a) 
przez (c + yy)de, a otrzymamy 


EEDU — fat + yo) da + p) 
(t-+y*)* 


czyli 


EDA = (zAdz ET a 
d ==/f(zldz, gdzie z=x1r* Hy. 
emi któ ot 


Całkując i kładąc 
J fe)dz=f;(), 
mamy na całkę pierwszą : 


(c) ATA =f + y)+ e. 


Ponieważ (b) i (c) dają 


3 
dp y dy (U ya 
L= Mody, 17 ME , 
dy U + y’)? dc £+ Yy 
jest przeto 
9 09 dY _ y 


| = A 
Do Oy e  Teryy 
Według więc twierdzenia powyższego całką ogólną założo- 
nego równania będzie : 
dy — y'dx 


estaa. 
T+ Yy 


(d) 
Aby można uskutecznić kwadraturę, trzeba z wyrażenia, 


pod znakiem całkowania stojącego, wyrugować y' za pomocą 
danćj całki pierwszćj (c). 
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z (c) wypływa 


mE = /,D 
= R 
gdzie 
(e) © kef(e y)+iej pzjcryt—fy, 
następnie 


z+ py =P A= 


Wstawiając te wartości w (d), mamy 
(2 — fè)dy — (zy = f,p)de _ SĘ 
J pips = fay) i 
lub, pomnośywszy licznik i mianownik przez pr% fy i 


opuściwszy spólny czynnik 2* — f, 


(px E ydy — (py E fod = stala, 
pla? +y’) 


(A fety — ydr | Ey) + ydy) __ Z tali: 


2 + y? (4° +4’) 


gdy — ydr y 
Eer: N, at 


uwzględniwszy zaś (e), 
TE (zdr + ydy) _ MET EYI eT odiy’) 
Ey) VEPER A] PE 


pi filudu ayaa. 
iaoa |fi(u)+ c]? = B= a y; 
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w skutek tego równanie (f) zamienia się na: 
(9) arctg ty(e* +y?) =", 


i to jest całka ogólna danego równania różniczkowego (a). 


Stałemi dowolnemi są ilości c, tudzież ilość c zawarta 
w wyrażeniu z(2* + 4°). 


130. Przypadek n=1. — Jeżeli dane równanie różnicz- 
kowe jest rzędu 4° 
y 


OCZ Y, x)=c, (c =0), 


to uważać je można za całkę pierwszą równania różniczkowego 
rzędu 2° 


dę s=0, 


które jest przypadkiem szczególnym równania, uważanego 
w ustępie poprzedzającym. Kładąc bowiem 4% =0 lub /=0, 
z równania dęy=vde lub dę=yfdc otrzymamy dę=0. 


W skutek tego, jak również z powodu, że teraz = 1, można 
twierdzenie ustępu poprzedzającego tak eat d R EY ; 
« Jeżeli mamy dane równanie różniczkowe rzędu 4° 
(£, Y, Yy )=0, 
natenczas, wziąwszy na M i M, wartości odmienne od 0 
i czyniące zadość równaniom 


dy dlogM _ dp 
dy da dą. 
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wyrażenie 
M(dy —ydz), 
lub odpowiednio 
M ; 
r (dy act dx), 


po wyrugowaniu zeń y za pomocą danego równania ró- 
żniczkowego, zamieni się na różniczkę dokładną, a 


hi M(dy — y dr)= stała, 
lub odpowiednio 
ki 7 (dy — y dx)= stała, 


będzie tegoż równania całką ogólną. » 


Ilości M i M, dają się łatwo znaleźć, a przeto wyznaczenie 
całki ogólnćj sprowadza się do kwadratury, jeżeli wyrażenie 


lub odpowiednio 


da się przedstawić jako różniczka dokładna: wtedy bowiem 
ò? o9 \ 

Pak? dy | — : — 
Jelg) SRA Ura 
e SERAF M=c RZ 


M; 


Mes 


Twierdzenia tego dowiedliśmy bezpośrednio w rozdziale VIIY™. 
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ROZDZIAŁ XVI 


TEORYA ROZWIĄZAŃ OSOBLIWYCH 
RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH RZĘDU M". 


131.Wyprowadzenie rozwiazań osobliwych z całki 
ogólnej czyli ntói. — W ustępie 34%" okazaliśmy w ogólności, 
że równania różniczkowe zwyczajne dopuszczają prócz rozwią- 
zań zupełnych jeszcze innego rodzaju rozwiązania, mianowicie : 
rozwiązania osobliwe, i dowiedliśmy, że te rozwiązania oso- 
bliwe dają się otrzymać z rozwiązań zupełnych przez podsta- 
wienie w tych ostatnich za ilości stałe dowolne pewnych funk- 
cyj zmiennćj niezależnćj znowemi stałemi dowolnemi, których 
liczba jest mniejszą o jedność. Zastanowimy się teraz nad tym 
przedmiotem szczegółowo, mając na względzie głównie ró- 
wnania różniczkowe rzędu n” z dwiema zmiennemi. Niech 


d d’ d” 
(1) o(a, AS AR z) =0 


będzie daném równaniem różniczkowóm rzędu n° z dwiema 
zmiennemi, a 


(2) y = f(z, C, ĉi; Ca, tie | Czci - 


niech będzie tego równania całką ogólną, którą sobie wyobra- 
żamy naprzód rozwiązaną względem y. 
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Jeżeli równania (2) weźmiemy pochodne następne 


dy y 
H=f(e, C, Cis Cay see g Cn—y 
æ Z 
Ta = (Ly Cy Cis Cay ere y Cn), 
(3) EE T T O E a E R 2% Web w E a e a © o ki 
di-a 
dx”- = fO (L, C, Cys Ca. 21, Cni) 
d" 1 ólni A 
q= "e, Crei Caye +; Cn=1) gdzie ogólnie f m => 


dy dy dry 
dx da?” da" 
wimy w równanie (1), mieć będziemy natenczas tożsamość 
(4) Piz, fy ff £7%)50 


jakiekolwiek byłyby wartości stałych dowolnych e, 61, Ca., 


i otrzymane tym sposobem wartości na y, wsta- 


Cn 

Załóżmy teraz, że ilość ©, C4y.., Cn—1 SĄ zmiennemi. 

Ażeby przy tém założeniu wyrażenie (2) nie przestawało czy- 
nić zadość równaniu (4), potrzeba widocznie i oraz wystarczy, 
aby pomimo zmienności ilości €, €}... Cn, postać równań po- 
chodnych (3) pozostała niezmienioną; a zatóm, ażeby namie- 
nione ilości, uważane jako funkcye zmiennćj « czyniły zadość 
następującym n równaniom warunkowym: ` 

df de, df de Of. daio, 


de de dc dr.. TAR 
df de df de, af dér 4 
ogn TE + RETE ... ana Td zi 0, 
(3) cdc de AA Dona „ GB 
J (se de fedde |. = fe dizsi eNi 
dc dz de; . GD dep gibda 
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Równaniom (5) można uczynić zadość dwojakim sposobem: 
464 kładąc 


w takim razie wracamy napowrót do całki ogólnćj (2); 22 kła- 
dąc 

R *(n—l1) 
(6) MPRI E RAY, z: WI 


D(C, yy +11 y Cama) 
w skutek czego, jeżeli oznaczymy przez Ry, wyznacznik mniej- 


; „ /M ; i 
szy, odpowiadający składnikowi W wyznacznikuR, t, j. 
l 


dR 
Rzy i 


"(kt 
„0/5 
dcı 


(7) 


równania (5) sposobem rugowania sprowadzą się do 


Giwe de REZ EB Ay; BOLA 

Ponieważ równanie (6) nie jest tożsamością; albowiem 
w razie przeciwnym równanie (2) nie byłoby całką ogólną 
równania różniczkowego (4) (ustęp 29v i 38), przeto po- 
służy ono do wyznaczenia jednćj ilości np. c przez pozostałe 
Cz + Cn; tudzież przez z ido wyrugowania tćj ilości z ró- 
wnań (8). 


Wykonawszy zaś to rugowanie, będziemy mieli układ n—1 
równań różniczkowych rzędu 1° 


de de 
r mean p(z, Cis ... 5 LP A ...5 da = h-a, Cis WE Cata) 


których rozwiązania zupełne w połączeniu z równaniem (6) 
dadzą wartości żądane na c; C4.:,0,_, W funkeji © i n — 1 no» 
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wych stałych dowolnych. Tak otrzymane wartości podsta- 
wiwszy w całce ogólnćj (2), będziemy mieli rozwiązanie oso- 
bliwe założonego równania (1). 


PRZYKŁAD. Mamy dane równanie różniczkowe : 


„dy BEY an (OBY, [dy WY 
(2) J=* de 2 a 7 + (25) + (H * da) ` 


Całka ogólną tego równania jest 
(b) y= tea + +c,=f, 
a następnemi pochodnemi tój całki 


d, b 
LEi f , 


(c) 


km de Aa de ia 
(37 +27 + (e + 20,) T=, 
(d) } 
CZ LAUNIN 
dz dz 


"Z tych równań wypływa naprzód : 


| : 
2.0 +20, 1 +26, 


ALA 


z; 4 
czyli 


(e) C= + ta 
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W skutek tego zamienia się drugie równanie (d) na 
dcy WE; "2 


(0 dz ti+a *T8TĘi 


Całkując ostatnie równanie i stałą całkowania oznaczając 


przez 4 , mamy 


TE 253 RCZZUEZJ) 


i, 


(,=——— A 
; +2 jt Ay + 2? 


a, według (e), 
YE ci(r + F>) 
a E  żYfra 
Podstawiwszy te wartości na c i c, w całce ogólnéj (%), otrzy- 
mamy rozwiązanie osobliwe, które po uproszczeniu przywodzi 
się do | 


(9 rel eF+l(ceVt Fa) E VIGy+ 4a" +1" =0. 


132. — Rozwiązanie osobliwe równania (1) można wyprowa - 
dzić z całki ogólnćj (2) jeszcze innym sposobem. Wiadomo 
bowiem że rugowanie n—1 stałych dowolnych pomiędzy całką 
ogólną i n—1 pierwszemi jéj pochodnemi prowadzi do równa- 
nia różniczkowego rzędu (n—1)so z jedną stałą dowolną, 
które to równania nazwaliśmy całką pierwszą równania (1). 
Otóż jeśli do nadmienionych x równań dołączymy równanie 
warunkowe (6) celem wyrugowania pozostałćj stałéj dowolnćj, 
to natenczas wypadek rugowania będzie rówńaniem różnicz- 
kowóm rzędu (n—1)80 bez żadnój stałćj dowolnćj a przeto tak ` 
zwaną osobliwą całką pierwszą równania danego. Całka ogólna 
tego równania różniczkowego rzędu (n—41)9, n—1 stałych 
dowolnych zawierająca, będzie widocznie rozwiązaniem 0so= 
bliwóm. | 

tak np. rugując stałe dowolne c, c, pomiędzy równaniami 
4), (e) i pierwszćm (c), mieć będziemy osobliwą całkę pierw- 
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szą równania (a): 


; ý w 
= yl E w) + — 
YA ) 16 


dy © | a? + 32a dy 
(Z) + 2 di 


którą także tak pisać można : 


g% ax 4-247 
r 


+ e AAN Har. 
Mnożąc to równanie przez dz i całkując, mamy 
+ Viby F het = zl F 6 + I(z ŁY FF) +4, 
rozwiązanie osobliwe takie same, jak pierwćj. 


133.— Wyprowadzenie rozwiązań osobliwych 
z całek różnych rzędów.—Do wynalezienia rozwiązania 
osobliwego nie potrzeba nawet uprzednićj znajomości całki 
ogólnćj czyli całki rzędu n°, dość znać win któregokolwiek 
rzędu niższego. 


Jakoż, niech naprzód daną będzie całka pierwsza 


nl, n—2 
(9) dy =vo(2, dy aiir e 


da Va O a? 


równania różniczkowego (1). Tę całkę możemy uważać jako 
wypadek rugowania n—t ilości stałych c,, Caye; Cn; pomiędzy 
całką ogólną (1) i n—1 pierwszemi jéj pochodnemi, t. j. pomię- 
dzy n równaniami : 


j 2 n 
ao - pf, OEI: ROTD AK pa 

A zatóm, jeżeli z n—1 pierwszych równań, któreśmy do- 
piero co napisali, wyznaczymy c,,.., c _, przez e 1 otrzymane 
wartości napowrót podstawimy we wszystkich n równaniach, 
natenczas n—1 pierwszych zamienią się na tożsamości, a 


©” 


=i 


http://rcin.org.pl 


418 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCA. 


ostatnie przejdzie na równanie (9), tak iż mieć będziemy toż- 
samość 


PRO w (0), 


Biorąc tych n tożsamości pochodne cząstkowe co do c, 
mamy : 


A YE GZ AZA 


nl NZ = ; dg „AE: 
AE E ALTS an of den =P 
de dc, de Jen 1 de 


aia sę D/C- 2) de, Gajian A AKEE 2) de, , 


de Ad de ACn—1 dc 1 
i MOTD dh Dfa de ur af md dcza 
Ti de dc òC; de A AEn de ; 
de, dC,_+ 


zkąd po wyrugowaniu T’ otrzymujemy : 


de 
Af Fees F97) — (1) -1 dW A(f, fea fo Tiny 


Pte wez M) "dE O(Cy, Ca, «1» , A 


czyli 
X, fsf Cy 
NOW C-fist > «540 
11 n=1 TUTEN EN 
é deee bor adnada 


AAR -99**09 Cas) 


W równaniu (11) mianownik na stronie drugićj nie jest 
tożsamościowo równy zeru; albowiem z założenia funkcye 
ff... ["79 są niezależne ze względu na ilości ci... Cn_,: a 
zatém, jeżeli licznik na stronie drugićj uczynimy równym zeru, 
t. j. jeżeli przyjmiemy, że ilości ©, Cy:.., CW_, czynią zadość 
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równaniu warunkowemu (6), natenczas mieć będziemy 


(12) =0, 


t.j. stała c, zawarta w całee pierwszćj (9), uczyni zadość ró- 
wnaniu warunkowemu (12). A że równanie warunkowe (6), doz 
łączone do równań (10) prowadzi po wyrugowaniu ilości c, 
Cis- -s Ca, do osobliwćj całki pierwszćj równania założonego (1), 
przeto tę samę osobliwą całkę pierwszą otrzymamy, rugując 
jedną stałę c między daną całką pierwszą (9) i tćj całki pocho- 
dną co do c zrównaną do zera, t. j. między równaniami(9)i(12). 
Ztąd wypływa także, że każda z n całek pierwszych danego rò- 
wnania (1) prowadzi do téj samćj osobliwćj całki pierwszéj; 
albowiem warunek kształtu (12) każdćj z tych całek odpowiada- 
jacy, jest równoważny jednemu i temu samemu warunkowi (6). 


W przypadku, gdy całka pierwsza nie jest rozwiązana wzglę- 
dem pochodnćj najwyższćj, ale dana jest pod postacią ogólna 


(13) QOL, y, y, y" = „yt A, e) =0, 


wtedy wyznaczając z (18) yœ -© przez pozostałe ilości i otrzy- 
maną wartość 


y O d=oOfz, y, yy 0-3, e) 
napowrót w (13) wstawiając, mieć będziemy tożsamość 
ROL, Yryspicy (3-9,900), c)==0. 


Różniezkując tę tożsamość co do c, mamy 
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zkąd wypływa 
NK 
ROWE zk Ya 
KRM M 
dw) 
Pepa A «24a. „AID? 
A zatóm, będziemy mieli — =0, 
albo gdy 
dQ) 
albo 
WWD 
dwll) s 
czyli 
s OS. 


Uwaga warunku (14) wystarczy, jeżeli całka pierwsza (13) 
jest funkcyą algebraiczną wymierną i całkowitą. Warunku 
(15) należy zawsze wtedy użyć, gdy dana całka pierwsza jest 
rozwiązana względem stałćj c, t.j. gdy 


(16) AV(T, Y, Y;4. „Y0 79) + c—=0, 


wtedy bowiem 


dw) 4 
JE 7 DQ 
DYE 


W tym więc przypadku osobliwa całka pierwsza, jeżeli 
istnieje, uczyni zadość warunkowi (15). — W każdym jednak 
razie stosując równania warunkowe (14) lub (15), należy upe- 
wnić się, czy warunek zasadniczy (12) jest dopełniony. 
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Aby wyjaśnić te badania, WOM znowu pod uwagę równa- 
nie różniczkowe 


y=cy Mae wy +y*+(y—ay'). 
Jedną z całek pierwszych tego równania jest 
QU=—y + 1y — 3 ca” +e + (y — cer) = 


Rugując z tój catki stałę c za pomocą równania 


0= =— 3 a? + 20 — 2u(y—CZ), 


otrzymamy osobliwą całkę pierwszą 
a 


grita Piy =y rE 


tę samę, jak pierwéj. Całkę pierwszą można przedstawić także 
pod postacią : 


Q0—7T 2 -+azy VP -+16y(1+27)—Sy (a* +21)—16y* SES l 
4(1 +17) 4(1 + z’) "m 
NOWE 
Ponieważ teraz ET 1, przeto osobliwa całka pierw- 
NOG 


sza powinna uczynić zadość warunkowi a =R 
y 


Istotnie tak się rzeczy mają, gdyż 
08)... „AE 
dy 1+2 
a? + 20 —ky 
T — RO; 
U + ayau'+ Aby + a*)—8y (2+ 2r)— 16y? 
dla 


a* + A6y(1 + a*)— 8y(a* + 21)— 169? =0, 
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który to związek jest osobliwą całką pierwszą powyżćj otrzy- 
maną. Napisanemu warunkowi czyni zadość także 1+2*=0, 
ale to nie jest żadnćm rozwiązaniem. 


134. — Niech teraz będzie dana całka druga 


prz” t d d"-3 
(17) m = 0" | Y, Apen Ta ZA 


Różniczkując napisane równanie co do <, otrzymamy 
GNAD) | d soy | 
(18) ZZA (z. ~o . da C: C; , 


gdzie dla krótkości 


(2 


y WA... dwl) dw R. 

p, == +y HBREY eat =; (n 2), 
dY yY n 

en 


i dt dy ' 

Jeżeli z (17) wyrazimy c, przez ci otrzymaną wartość pod- 
stawimy w (17), tudzież w równaniu (18), natenczas pierwsze 
zamieni się na tożsamość a ostatnie przejdzie na całkę pierw- 
szą. Według więc ustępu poprzedzającego, mieć będziemy 
dla osobliwćj całki pierwszćj 


de, ! Y, zy 2 ma 
przy czém Jo Powinno uczynić zadość równaniu 
do?) Jw de 

dc dc, de 


A ; : NR |. | 
Rugujac między temi dwoma równaniami e , mamy 
(4 


Jol) 060) 


SE 04 | 
(19) <=. 
dol, | dw), 
NIESRŁYJ 
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« Mając więc daną całkę druga (17), otrzymamy osobliwą 

całkę pierwszą, jeżeli wyrugujemy z nićj obie stałe do- 

wolne za pomocą jéj pochodnćj (18) i równania warunko- 
wego (19). » 


Ogólnie, jeżeli daną jest całka č? 


dni z d dim i—! 
(20) z I = a(s, Y, Z MI ZI» 06,1 tim), 


różniczkując wtedy tę całkę i — 1 hai co do z, otrzymamy 
1—1 nowy ch równań 


ntti n=1 
d y 5 mog 
——— Z 00 127 22 ih 
dyn”ir1 1 dg" 1 


(21) 


gdzie w%,...,wlh,_+, są pochodne zupełne funkcyi w® od 
pierwszćj do (¿—1)śi, | 


Jeżeli teraz z równania (20) tudzież (1 —2) pierwszych ró- 
wnań (24) wyrazimy c,,.., c;_, przez c, i otrzymane wartości 
podstawimy w równaniach (20) i (21), natenezas ostatnie równa- 
nie (24) zamieni się na całkę pierwszą, a pozostałe zamienia 
się na tożsamości. Mamy przeto dla osobliwćj całki pierwszćj : 


doia dw; de JM, Wei 


OW et ==. 
dc SWE: de dae de 
przyczém 
dol) | dw) de Jw) deja 
m r — +, —— =0, 
de de, de AC;._, de 
dw, | dw), de, dze” dw), dea AŻ 
de de, de de_, de j 
dwidiżę | dw);_. de, TA dw; dCz_, ad 
Xe de, de dGi_, de S 
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Li taby 
de 
Dwd e 0L) 
A(e, loiz „dn 


Mk 
zkąd po wyrugowaniu — ,..., 


ot sp 
R rzymamy 


(22) =0. 

A zatóm « osobliwą całkę pierwszą otrzymamy, mając daną 
całkę te , jeżeli wyrugujemy z tćj danćj całki ż —1 stałych 
dowolnych za pomocą 1—1 jéj pochodnych. tudzież za po- 
mocą równania warunkowego (22)». 


W przypadku szczególnym, kiedy +=, będziemy mieli 
prawidło, wypowiedziane w ustępie 132m , 


135. Znaczenie geometryczne rozwiązania oso- 
bliwego. — Nie trudno poznać znaczenie geometryczne roz- 
wiązania osobliwego. Jeżeli uważać będziemy wartości na £ za 
odcięte a wartości na y za rzędne, natenczas całka ogólna 


(1) © Y= (T, 6, (p... sên): 


przedstawiać będzie szereg n razy nieskończony linij krzy- 
wych, zmieniających się według parametrów. €, Ciy.. Cn 
Podobnie rozwiązanie osobliwe 


(2) YZZUL, Ty Yoe- Yn) 

będzie przedstawiało n—ł razy nieskończony szereg linij 
krzywych, odmiennych od tamtych i zmieniających się według 
parametrów 4, Ye »+ « ,fn—,» Otóż każda z krzywych (2) odpowia- 
dająca pewnym wartościom szczególnym na parametry y; 
Ya e .;fn_, mieć będzie styczność rzędu n” z jedną ale każda 
z inszą krzywą, przedstawioną przez równanie (1). A mianowi- 
cie : jeżeli parametry c, c,,. .Cn—, wyznaczymy z n—1 równań 


(3) wig (O kart KL er l 
w połączeniu z równaniem warunkowóm 


(4) RZA fr ZA. 


TA A 
AGB; Gy; e EFC) 


p) 
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a parametry Yis Yas- *Yn_1 Wyznaczymy Z równań 
(5) E E R S mass! e 108 


t. j. jeżeli weźmiemy jednę z krzywych (1), któraby w pe- 
wnym punkcie (z, y) miała pewne wartościna y,y',..,y 79) 
i jedną krzywę (2), która przechodzi przez ten sam punkt i 
w tym punkcie posiada te same wartości na y „y”,.., Y7, 
to natenczas te dwie krzywe mieć będą w tym punkcie także 
jednaką wartość na y®”7® i y(%, czyli będą w tym punkcie 
miały styczność stopnia n°. Podobnie, jeżeli damy sobie do- 
wolnie wartości szczególne na parametry 7, 72,:::; no, 1 nastę- 
pnie wyrugujemy ilości z, y, y,.. y"? pomiędzy równaniami 
(3), (4) i (5), otrzymamy wtedy n — 4 równań pomiędzy para- 
metrami Cc, Cis., Cn—,. Jeżeli z tych równań wyrazimy n—l 
parametrów np. c,,...c„__, w funkcyi pozostałego c, i warto- 
ści otrzymane podstawimy w równaniu (1), mieć będziemy 
natenczas równanie szeregu krzywych zmieniających się we- 
dług jednego parametru e. Ten szereg krzywych mieć będzie 
za obwiednią (powłóczącą) tę z krzywych (2), w którćj para- 
metry mają owe wartości szczególne. Styczność między tą 
powłóczącą a każdą z powłóczonyck jest stopnia n°; albowiem 
wtedy w punkcie styczności także pochodne y®=® i yt» będą 
posiadały tę samę wartość tak dla powłóczonćj jako też dla 
powłóczącćj. 

136. Wyprowadzenie rozwiazań osobliwych z sa- 
mych równań różniczkowych. — Przystępujemy teraz 
do najzawilszćj części teoryi rozwiązań osobliwych, mianowi- 
cie do wyprowadzenia tychże rozwiązań z samego równania 
różniczkowego. 

Weźmy pod uwagę naprzód układ » równań różniczkowych 
rzędu 1” z n+ 4 zmiennemi 


(AFB S:025 70303 WY WB OR RYSZ O OPIEWA) 7.4 
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gA FF iko EUSE a IARI e dra , 1 załóżmy że strony 
dz dz dx 

pierwsze tych równań są funkcyami algebraicznemi, wymier- 

nemi i całkowitemi ilości, które do nich wchodzą. 


Niech rozwiązania zupełne tych równań będą 
EA an PA CAE Tą. zest Cn AJ EO WSE. 1. 2 


i dajmy na to, że te równania dopuszczają rozwiązania 0850- 
bliwe: 


(Owale, Gozo windy tutti AAU, = 3. M 


Uogólniając pojęcie przestrzeni, czyli wyobrażając sobie 
przestrzeń (n + 1) wymiarową, możemu uważać rozwiązania 
zupełne jako równania pewnego szeregu n razy nieskończo- 
nego linij krzywych o n krotnćj krzywości a rozwiązania oso- 
bliwe jako równania drugiego szeregu (n — 1) razy nieskończo- 
nego linij krzywych, także o n krotnój krzywości. 


Istotną cechą rozwiązań osobliwych jest to, że dają one na 
pochodne z, X's.. Z'n takie same wartości, jak rozwiązania 
zupełne, gdy te ostatnie z niemi się zlewają (ustęp 347). Roz- 
ciągając znaczenie, jakie mają pochodne s), ©,... w przy- 
padku krzywych płaskich lub krzywych podwójnćj krzywości, 
do krzywych o n krotnój krzywości, możemy tę własność tak 
wyrazić, że każda z krzywych szczególnych zawarta w szeregu 
(3) ma z tą krzywą szeregu (2), którą spotyka, w punkcie 
spotkania spólną linię styczną, czyli że szereg krzywych (3) 
przedstawia obwiednie (powłóczące) szeregu krzywych (2). 


Ażeby więc zachodzić mogły rozwiązania osobliwe, to 
krzywe szczególne przedstawione przez rozwiązania zupełne, 
a odpowiadające dwom różnym układom wartości na parame- 
try cy, Cae. Cz, powinny się przecinać, a przeto każdy punkt 
(£, ©,,.., Ln), wzięty na którćjkolwiek z nich, można uważać 
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jako leżący oraz na drugićj krzywćj tego rodzaju. Uważane 
dwie krzywe posiadają w punkcie przecięcia linie styczne, 
kierunkiem w ogóle od siebie odmienne, co znaczy, że przy 
tych samych wartościach na z, £y,.., ©, zachodzić będą przy- 
najmnićj dwa od siebie odmienne układy wartości na 24, 
Ty... dy. A że te wartości powinny się dać obliczyć z ró- 
wnań różniczkowych (t), przeto ten układ równań musi być 
stopnia wyższego niż pierwszego, przynajmnićj względem 
jednćj z tych pochodnych. 


Dajmy teraz, że uważane dwie krzywe są z tych, nieskoń- 
czenie się mało różniących od siebie, które należą do tćj samćj 
powłóczącój i odpowiadaja dwóm układom wartości na para- 
metry c,,..,ćz. W tém założeniu, punkt przecięcia tych krzywych 
będzie zarazem punktem powłóczącćj iw tym punkcie będą 
one miały spólną linię styczną, a przeto w tym punkcie dwa 
przynajmnićj układy wartości na ©,.., Z'n będą pomiędzy 
sobą równe. Ztad wypływa, że przy wartościach na Z, 24... Ty, 
odnoszących się do rozwiązań osobliwych, równania różnicz- 
kowe (1) dać powinny przynajmnićj dwa równe układy warto- 
SOLARE 9.9 BZ. 


Podług znanego twierdzenia teoryi równań algebraicznych, 
będą przynajmnićj dwa układy wartości na zy.. © równem 
między sobą, jeżeli będzie: 


zł a 3 
NCR 


(4) Z=. 


Ten warunek jest konieczny i oraz wystarczający. A zatém, 
«jeżeli za pomocą równania warunkowego (4) wyrugujemy 
jedną pochodnę z równań różniczkowych (1), mieć będziemy 
wtedy n równań z n zmiennemi zależnemi ale tylko z n— 14 
pochodnemi. Całkując te równania otrzymamy na rozwiązania 
ich zupełne n równań pomiędzy n + 4 zmiennemi pierwotnemi 
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tylko z n — 1 stałemi dowolnemi. Te rozwiązanie przedstawiają 
miejsce geometryczne punktów, w których dwa przynajmnićj 
układy wartości na %',.., £n pomiędzy sobą się zgadzają, a 
przeto zawierać one będą pomiędzy innemi także rozwiązania 
osobliwe, jeżeli takowe rzeczywiście istnieją. » 


137. — Zastosujmy teraz teoryę dopiero wyłożoną do je- 
dnego równania różniczkowego rzędu n* z dwiema zmien- 
nemi 


(3)  W(wy,y,y,...„y)=0, gdzie yO = t ; 


gi 


W tym przypadku mamy : 
AE LYEY 313 DE SZYM OMB ży: DYZY NO 
D ndz > TETS Dep! 

a przeto 

IW, AER A OA A O db 

WE Ea E A A sy YW) y 
w skutek czego równanie warunkowe (4) zamienia się na: 
(6) a = 


A zatóm, « jeżeli między równaniami (5) i (6) wyrugujemy 
pochodnę y™®, otrzymamy wtedy równanie różniczkowe 
rzędu (n—1), które zawierać będzie w sobie pomiędzy in- 
nemi także osobliwą całkę pierwszą, jeżeli takowa istnieje ». 
Należy to tak rozumieć, że wypadek rugowania daje się rozło- 
żyć na kilka czynników, z których jeden tylko, zrównany do 
zera, będzie osobliwą całką pierwszą. 


Aby rozeznać, który z tych czynników przedstawia osobliwą 
całkę pierwszą — zróżniczkujmy równanie założone (5) co do 
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«e; otrzymamy wtedy 


W 0% , 0% dP dD 
Aa "W n n+) — 
(9 NZ ty HF y E DE ZUA it W y 0, 
ARON sta ać ; z 
lub, poniewa: Jy = a yt!) nie jest ogólnie nieskoń- 
czoną, 
W 0 , 0% , Fo RPM 


A zatém, « dla rozwiązania osobliwego powinny trzy ró- 
wnania(5), (6) i (8) dać jednę i tę samę wartość na y™. Je- 
żeli więc ilość y™® wyrugujemy między (5) i (6) tudzież między 
(5) i (8) otrzymamy dwa wypadki rugowania. Jedynie czynniki 
spólne w tych wypadkach rugowania mogą należeć do rozwią- 
zania osobliwego ». 


Jak widzimy, zachodzi zupełna analogia między tą teoryą 
a teoryą wyłożona w ustępach 62im i 63i%, dlatego dalćj nie 
rozwijamy jéj, aby się niepotrzebnie nie powtarzać. Zwrócimy 
jeszcze tylko uwagę na jeden wniosek dający się wyprowadzić 
z równania (7). Rozwiązując to równanie względem y*%, 
otrzymamy 


sb JOT 060 , W , 
— + y + ZY +... + n) 
y= r AW MDM Wyd”. 
M NJ 
dy ™ 


a że według (6) i (8) dla rozwiązania osobliwego mianownik 
i licznik po prawćj stronie przywodzą się do zera, przeto rozwią- 
zanie osobliwe daje pochodnćj (n--1)*i, wyprowadzonćj zrówna- 


* Za . rr . 0 rt 
nia różniczkowego, wartość nieoznaczoną z” Własność tę roz- 


wiazań osobliwych odkrył najprzód Lagrange. 
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PRZYKŁAD 1%y. — Mamy dane równanie rózniczkowe 
b 2, A BAŁA” ną zy) =0 
"WTF zg PY”PYĘ CY ZB 


Tutaj 


Ainii jena Is Kd 
wa z” +2y 2x(y — cy ) =0. 


Rugując y" między temi dwoma równaniami, mamy 


a? + 27 


Mdr a 


'— y 2 anh. 
y =y( teH 16) 


olrzymane równanie jest osobliwą całką pierwszą, gdyż ró- 
wnanie (7) sprowadza się tu do tożsamości 0=0. 
PRZYKŁAD 28i,— Niech będzie 
(a) - b=ry*—2yy' + c=0. 
Tutaj 
à , 
(b) a= ey — 26 z. 


W 30, O vą a 
JE "sy ye =1 +y —y = 


(c) 
Rugując y” między (a) i (b) mamy 
ay —a') 0=; 
agdy y” wyrugujemy między (a) i (c), wypadnie 
y? —a2 =0. 
A zatém tylko 
(d) y’— a =0, 


może być osobliwą całką pierwszą, Rozwiązaniem osobliwóm 
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możę więc być i jest iaowęioGii: całka ogólna ostatniego 
równania, to jest 


Całką ogólną danego równania jest 
F=ćr +3 + 304 — cy =0, 
a przeto jedną z całek pierwszych : 
w =3(2? + e —2cy ) =0. 


Rugując e z całki pierwszćj za pomocą równania warunko- 
kowego 


do) 


s Ag )=0, 


otrzymamy na osobliwą całkę pierwszą to samo równanie (d). 


PRZYKŁAD 3% — Niech będzie 


(a) p=y" + 4y" — y? -- 4y=0. 
Tutaj 
db upra „t OD 
(b) TNN. +-2)=0, (ejj ti iz "=—2y (y"+2)=0. 


Rugowanie y” od (a) i (b) jako téż między (a) i (c) daje 
na wypadek jedno i to samo równanie 


(d) y?+4y -+4—=0, 
które jest osobliwą całką pierwszą. 


Aby równanie (d) zcałkować, różniczkujmy je najprzód co 
do z; tym sposobem otrzymamy 


y (yY"+2)=0: 
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mamy więc albo 
y” +2=0, 
zkąd 
y = —2r + 2y, 
albo 
Ye m0; 
Wslawiwszy te wartości za y w (d) mieć będziemy odpo- 
wiednio 


(e) y= nt ył ry? 


(f) y=—1. 


Równanie (e), jako całka ogólna osobliwćj całki pierwszćj, 
jest rozwiązaniem osobliwóm równania założonego (a) ; równa- 
nie zaś (f) jest rozwiązaniem osobliwóm osobliwój całki pierw- 
szćj, lecz jak widzimy, nie czyni ono zadość równaniu zało- 
żonemu (a). 


Równanie założone daje się łatwo zcałkować. Jakoż, różnicz- 
kując je najprzód co do z, otrzymamy 


"m 


(Y' + 2(y" —y) =0. 


Temu równaniu czynimy zadość, albo zakładając y -+2—0, 
w skutek czego dane równanie zamienia się na osobliwą całkę 
pierwszą (d), albo tóż zakładając y'—y = 0, czyli 


Ry 


dż 9 Bi 


Całkując napisane równanie mamy 


y =ce” + AnA: 
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zkąd | 
y = ce” —c,6::F r Cs; . 

Wstawiwszy wartość dopiero otrzymaną na yw równanie 

założone, otrzymamy | 
KRECI: 

a zatóm 
(c) YE 668-067 — Ct Ef 
jest całką ogólną równania założonego. 

Aby otrzymać osobliwą całkę pierwszą, dość wyrugować 


stałe dowolne c, c,, pomiędzy całką ogólną (g), jéj pierwszą 
pochodną 


(k) y =e,e" + a 
i równaniem warunkowóm pl = 0, które ;się tu zamienia 
2% 
na 
KEjs=ć,, © (S>E 
(2) = ġe? — ce” — 2 =0. 


e(4) Fieri 
Wykonawszy to rugowanie otrzymamy znowu równanie (d). 


138. UwAaGA. — Przykład trzeci pokazał nam, że rozwią- 
zanie osobliwe całki pierwszćj osobliwćj nie czyni zadość da- 
nemu równaniu różniczkowemu. Przypadek ten przewidzie- 
liśmy jeszcze w ustępie 347%, mówiąc o rozwiązaniach osobli- 
wych w ogólności. Dowiedziemy teraz, że ten przypadek nie 
stanowi wyjątku, ale jest w zupełności prawidłowym. 


Aby tego dowieść, dość przypomnieć sobie, jak się otrzy- 
muje osobliwą całkę pierwszą, wychodząc np. z danćj całki 
28 
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drugićj. Wiadomo z ustępu 134° , że jeżeli 

(1) NO z, yayi razy, ec) 0 

jest daną całką drugą równania różniczkowego rzędu n°, a 
(2) QNT Y Ya ++. 779,0, c,)==0 


jest téj całki pochodną eo do x, to natenczas rugując c, e, 
pomiędzy równaniami (1) i (2) tudzież równaniem warun- 


kowóm : 

68) D E 

na wypadek otrzymamy osobliwą całkę pierwszą równania za- 
łożonego. 


Dajmy, że z równań (2) i (3) wypływa 


e= x(t, Ys Y's YOTI G5, Ys Ya 2: YOT), 
podstawiając tedy te wartości w (1), będziemy mieli osobliwą 
całkę pierwszą 
© QOL, Y, Y's +: 707, X 4,) FO. 
Aby teraz otrzymać rozwiązanie osobliwe tćj osobliwćj całki 
pierwszćj, czyli osobliwą całkę pierwszą równania różnicz- 


kowego rzędu (n— 1) (4), przypomnijmy sobie, że wedlug 
twierdzenia LAGRANGE'a, dowiedzonego w ustępie poprzedza- 


jącym, toż rozwiązanie dać 'powinno wartość nieoznaczona 5 
pochodnćj y'%, wyprowadzonćj z równania (4). 


Różniczkujmy w tym celu równanie (4) co do x, uwzglę- 
dniając przytém, że według (2) pochodna strony pierwszćj, * 
wzięta w założeniu, iż z iy, są stałemi, jest zerem; a otrzy- 
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mamy 


QA X 4% % „j.; Dody, dx, 
I [8 a a a A E AS jn 


EM 


zkąd wypływa 


00) `x SP: TEE SA 
ra dy dy” 


y= 
0 (2) -- IQ NZ 
dy dyad dx, dyo 


L WZ sa dł 
(n—1 
A lie W y+ yz | 


DQO dx _ QP Jm 
T WE a ye” 


Ażeby więc wartość na y% wypadła nieoznaczoną, po- 
trzeba i wystarczy, aby było 


ATDJO A (2) 
(5) —=0 1 s ZU 
K ch 


A zatém osobliwą całkę pierwszą równania różniczkowego 
rzędu (n —14)s° (4) otrzymamy, jeżeli z tego równania wy- 
rugujemyx i xı za pomocą napisanych dwóch równań wa- 
runkowych; lub ponieważ ilości y i x, zachodzą w równaniu 
(4) w ten sam sposób, jak ilości ci c, w równaniu (1), 
otrzymamy przeto osobliwą całkę pierwszą osobliwćj całki 
pierwszćj, jeżeli z całki drugićj (1) równania założonego 
wyrugujemy stałe dowolne cic, za pomocą dwóch równań 
warunkowych : 


NH 000 
(6) 


ZZA 
R de, 


Wiedząc to, nie trudno :poznać, dla czego rozwiązanie oso- 
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bliwe osobliwćj całki pierwszćj nie czyni zadość równaniu 
założonemu. Jakoż, jeżeli ilości c, c, wyżnaczymy z warun- 
ków (6), to wtedy stanie się wprawdzie zadość warunkowi (3), 
atoli z dwóch równań 

006% IQA de, o 

de de, de 


00 094? de, o 
de dca adC i 


które nas do równania (3) doprowadziły, stanie się wtedy 
zadość tyiko pierwszemu równaniu, a nie obydwom, jak być 
powinno, jeżeliby miało otrzymane rozwiązanie czynić zadość 
założonemu równaniu różniczkowemu. 


Także tego twierdzenia dowiódł Lagrange w swóm znako- 
mitóćm dziele Leçons sur le calcul des fonctions. 
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CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZA 
POMOCĄ SZEREGÓW NIESKOŃCZONYCH. 


139. Uwagi wstępne i podania przybrane. — Spo- 
soby całkowania, któremi dotąd zajmowaliśmy się, polegały 
głównie na oddzieleniu ilości zmiennych w danych równa- 
niach różniczkowych i na sprowadzeniu ich rozwiązania do 
zwyczajnćj kwadratury. Przypadki, w których takie sposoby 
dały się użyć, można nazwać wyjątkowemi wobec różno- 
rodności kształtów, jakie równania różniczkowe przyjąć 
mogą, co zdaje się pochodzić ztąd, że funkcye określone przez 
równania różniczkowe mogą nie należeć do rzędu tych funkcyj, 
jakie znamy z elementów matematyki. Jeżeli nadmienionych 
sposobów całkowania żadną miarą użyć nie można, nie pozo- 
staje nie innego, jak starać się obliczyć całkę sposobem przy- 
bliżonym, do czego najlepićj nadaje się przedstawienie całki 
pod postacią szeregu potęgowego. Wyłożeniem tego nowego 
sposobu całkowania zajmiemy się w niniejszym rozdziale. 


Przedewszystkićm należy nam dowieść, że funkcye okre- 
ślone równaniami różniczkowemi dają się rozwinąć na szeregi 
potęgowe. Dowód tego twierdzenia, podany po raz pierwszy 
przez Cauchy'ego a następnie udoskonalony przez PP. Briot'a 
i Bouquet'a, opiera się na następujących podaniach przy- 
branych. 
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I. « Jeżeli x) jest funkcyą doskonałą w obrębie i na obwo- 
dzie koła, opisanego promieniem » z punktu æ, jako środka 
zmiennćj urojonćj (dwukierunkowćj) x, mamy wtedy według 
znanego twierdzenia Cauchy'ego (Folkierski, Zasady rachunku 
różniczkowego i całkowego, tom II, rozdział 118') 


rot 


n! r 
AGa apli ngi 
zach | olfr + re”) eh. 
0 


plm(1,)== 
A jeżeli oznaczymy przez M największy z modułów funkcyi 
(x+ re) w obrębie granic całkowania, będzie widocznie 


M 
mod .st(z)<n! — w» 
ja š 
Podobnie 


IL. « Jeżeli (£, y, z,...) jest funkcyą doskonałą zmiennych 
urojonych £; y, z,..., kiedy te zmienne nie wychodzą 
poza obręby kół, opisanych -odpowiednio promieniami 7, 
r,r”, z punktów £, ø %,... jako ze środków, będzie na- 
tenczas i 


NERF AES) 


EYR ARN 
CEE EE S 


3 niw in"... i ri 
Inr”, Inr Inr” dzy 0 | n dzy n, pl Lotre”, yot e 


Bi z net, X NJET (ntn hin hte Vidodo'do” ; 


A jeżeli znowu; oznaczymy przez M największy z modułów 
funkcyi (z, + rei, yy + ret, z, +r'e'",...) w obrębie granie 
całkowania, mieć będziemy 


(ntn'ta'+* M 


y'n"! 
mod. o "(a Yo Ż 0 * S) <n!n I Ea Soja Ć s) 
Ly Yy Zye r ać adj 2464630 
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Ill. « Jeżeli założymy 


M 
4 — Le || 4 — 4 Gay 206 6 beke 
A a \ 7. J z: 


natenczas pochodne funkcyi (£, y, z,...) przy wartościach 
E=Ly YzZY, 5=2,... będą równe granicy wyższćj mob 
dułów pochodnych odpowiednich funkceyi (£, Y, z,...).» 


Jakoż funkcya Y(z, y, z,...) daje się widocznie rozwinąć na 
szereg, postępujący podług potęg całkowitych i dodatnych 
różnie m—ct,, y—y, 3 —z,... i zbieżny, gdy mod(e—xz,)<r, 
modfy—y)<r, mod(fz — z)<r',... Wyraz ogólny tego 
rozwinięcia jest 


M (£ 67 2)" (y — Mal (AEE Ar. ¿ 
n pn RZE pn 3 


a że, podług twierdzenia Taylor’a, spóiczynnik wyrazu, zawie- 


rającego w sobie (£ — z,)"(y —y,)* ..., wyraża się przez 


DIENG 
W (Ly, Yo 70.. 4, 
Zyl hiia 


nin!n'!... ; 


jest przelo : 


n(fnrFn/"t"**) M 
H 


ź ROLE E OSE EE A 
(Lor Yor Zo» Snin In hs 0 bd. 0. 


"2, Yy Zye 
140. Twierdzenie pp. Briot'a i Bouquet a. — Wiedząc 
to, dowiedziemy twierdzenia następującego, : 
« Jeżeli funkcya o(x, y) jest doskonałą, kiedy zmienne 
urojone x i y nie wychodzą po za pewne obręby, natenczas 
równanie różniczkowe 


Peak 
(4) di = (4, yY), 
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określa y jako funkcyę z, dającą się rozwinąć podług potęg 
rosnacych zmiennćj © na szereg zbieżny.» 


Jakoż, dajmy że wartość z = x, odpowiada y=:y,, tudzież 
że funkcya (x,y) jest doskonałą, kiedy zmienne z i y 
nie wychodzą po za obręby kół, nakreślonych odpowie- 
dnio z punktów «2, i yọ promieniami ę i », czyli, kiedy 
mod (c — z,)Śę I mod(y—y%y)Śr. 

Załóżmy dla uproszczenia : 

(2) z — ty =6, Y— Yn, $(%, "PG, n), 

mieć będziemy wtedy równanie 

; dy 

3 — —— UE 4 

w którćm wartość początkowa na ⁄ dla 5ż—=0 będzie także 0, 
a funkcya ©(Ę, n) nie przestanie być doskonałą, kiedy 
mod Sp i mod UŚ p 


Załóżmy, że istnieje funkcya doskonała 4 zmiennéj 6, czy- 
niąca zadość równaniu różniczkowemu (3) i przywodząca się 
do O dla$=0. 


Różniczkując wtedy równanie (3), otrzymamy : 


dn 

dE =P, n), i '$ 

dy IPE, m) | OBIE, n) dn, 

de 0 m.. dĘ 

(3) dą VDE, m) g VPE, n) dy VPE, n) (dn? 

TATA a T T (z) 
Ach, 1) dy 
3x  dĘ: 

y 


a gdy w tych równaniach podstawimy ķ=0 i 7=0, to, zwa- 
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żywszy że funkcya ©(Ę, n) jest doskonałą około tych wartości, 


wynajdziemy z nich kolejno wartości początkowe na g 
i l 
d'n da 


„4 A r 7 ar r < + di (ył 
det” dż” *"* które oznaczymy przez 4,490 Nois 


Weźmy teraz pod uwagę równanie różniczkowe 


M 


neu] 


w któróm M oznacza największy z modułów funkcyi Pf, n) 
w obrębie jéj doskonałości, i załóżmy że dla Ę=0 ma być 
także £—=0. Jeżeli istnieje funkcya 4 zmiennćj Ę doskonała, 
czyniąca zadość równaniu różniczkowemu (5) i sprowadzająca 
się do 0 dla 4=0, mieć będziemy tak samo jak pierwćj 


(5) =, > 


(F= 4, 0, 
a JY(Ę, ©) WE; 9) dą 
dE dE JĘ dE 
(6) dę VWE e) „96 2) dy NYC, 2) (5 i 
de 7 Na DC dE de dE 
dy(ę, z) dY 
+ ESTE., Te , 


a gdy w tych równaniach założymy 5==0 i g==0, to zważywszy, 
że funkcya v(ć,ć) i jéj pochodne przyjmą wtedy wartości 
skończone, rzetelne i dodatne, otrzymamy z nich także 
REG A: 4 

dE” Je , T 319155 
które PARAMI odpowiednio przez £, to g o 


wartości początkowe rzetelne i dodatne na 


Pórówiójni równania (4) i (6) pomiędzy sobą. Ponieważ 
według trzeciego podania przybranego (ustęp poprzedzający), 
moduły pochodnych funkcyi. (k, n) przy ķ=0, 7=0 są 
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mniejsze od wartości pochodnych odpowiednich funkcyi Y(£ z) 
także przy ķ=0, ¿=0, wypływa przeto ztąd, że moduły 
dk dE 
dy ad 
dE. GR 


wartości początkowych na .. sa mniejsze od war- 


tości początkowych na . tojest że 


(7) modry, © rywdRod yy MOJ. ŻĘ „e. 
Atoli funkcya £ istnieje rzeczywiście ; jakoż, przedstawiające 
równanie (5) pod postacią : 


(1—)ds=M 5 


i eałkujac mamy 
¿=$ =--Melg(1 m $) + C, 
lub, ponieważ dla = 0 ma być ķ=0, 


MER A A: 
(8) —-ż=— Melg(1 ‘) ; 


gdzie przez ig(1 —) rozumiemy tę wartość logarytmu, która 
P 
się staje O dla 4 =0. 


Tutaj jest gy funkcyą ilości č. Według zasad ogólnych pozo- 
staje ta funkcya doskonałą, jak długo < pọ, i jak długo oba 
pierwiastki równania kwadratowego (8), dającego wartość 
na 6 nie stają się równemi. Ponieważ nadmienione pierwiastki 
stają się równemi, jeżeli pochodna strony pierwszćj staje się 


zerem, to jest jeżeli 4 BADA S zkąd 4=r, największa więc 
p 


wartość na 6, którą przez ọ' oznaczymy, aihena się z wa- 


runku: 
M asoiy sbi 
3 Nels(i JE 
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to jest 


T 
(9) p hi —e s p<p. 


A zatém równanie (8) określa funkcyę g zmienńćj 6 dosko- 
nałą w obrębie koła zakreślonego z punktu 4=0 promieniem 
p <p, sprowadzającą się do 0 przy 4=0i czyniącą zadość 
równaniu różniczkowemu (5). Nie trudno także poznać, że 
gdy ¢ rośnie od 0 do g, to i funkcya z rosnąć będzie od 0 
do r. 


Jakoż, rozwiązując równanie (8) względem £, mamy 


=r =ni ip Meyy (1 ar 
r p 


zkąd wypada, że, wziąwszy pierwiastek co do wartości bez- 
względnéj, aby było 4=0 dla ż=0, funkcya z będzie ciągle 
rosnąć od 0 do r, gdy 6 rośnie od 0 do g. 


Funkcya z, którćj istnienia dopierośmy udowodnili, daje 
się rozwinąć na szereg potęgowy i zbieżny w obrębie dosko- 
nałości ; a mianowicie mamy : 


E f A 
(10) t=torttogq Fb oąjt*** 


spółczynniki zaś tego rozwinięcia dają się obrachować jeden 
za drugim z równań (6) i wszystkie te spółczynniki są ilościami 
skończonemi, rzetelnemi i dodatnemi, jakeśmy to powyżćj 
okazali. | 


Wiedząc to weźmy teraz pod uwagę szereg następujący : 


11 Ji ERC, £ ” g3 r" z zie 
( ) =p" FAlegp"F 1 031 sa-s') 


w którym spółczymniki ns no n w... Sa wartościami począt- 
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dy dy dx 
drugą z równań (4). Ponieważ według (7) moduły ilości x, 
ny A”... Są odpowiednio mniejsze od ilości gos% € oee» 
przeto szereg (11) jest także zbieżnym w tym samym obrębie 
jak szereg (10) to jest w obrębie koła zakreślonego promieniem 
p z punktu 40, i określa zatćm funkcyę 7 zmiennćj ć 
w obrębie tego koła doskonałą. Widoczna nadto z tego, co się 
powyżćj powiedziało, że w obrębie koła doskonałości moduł 
tćj funkcyi 7 nie może być większy od r. 


kowemi na dającemi się obliczyć jedna za 


Pozostaje nam dowieść, że funkcya x, określona szeregiem 
(11) czyni zadość równaniu różniczkowemu (3). 


Wstawiając w tym celu w równanie (3) wartość (14) na n; 
strona pierwsza zamieni się na : 


. U 
(12) TĘ = ta Sc ... 


Druga zaś strona równania (3) ©(, n), która z założenia jest 
funkcyą doskonałą przy wszelkich wartościach na 56 in, któ- 
rych moduły są odpowiednio mniejsze od pi 7, zamieni się 
teraz na funkcyę zmiennćj $, doskonałą w obrębie koła g < p, 
którą oznaczymy przez F(;). Ta funkcya daje się przeto roz- 
winąć na szereg potęgowy : 


č 


(13) PE) = F(0) + PIJĘ + F'(0) $ 


ae 


który będzie zbieżnym w obrębie koła 9. 


.Nie trudno okazać, że te dwa rozwinięcia są temi samemi. 
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Jakoż, ponieważ po wstawieniu wartości (11) na x 
FE) = Ok, n), ' jest więc tóż 


db db dy 
"JS Org 


vp Vp da So/dyy* AD d?r 
JĘ? dósndę | dy? (4 ) dn dE 


a gdy w tych równaniach podstawimyĘ=0i7—=0 i zauwa- 


3 A dn dx 
żymy, że pochodne zę” ZE zamienią się wtedy na 4, no's e. 


t. j. na spółczynniki rozwinięcia (12), których wartości obli- 
czyliśmy z równań (4), otrzymamy wtedy : 


FO=, FO)=r, FO) =n"; 


albowiem, strony drugie równań (14) są równe stronom dru- 
gim równań (4). 


A zatóm, rozwinięcia (12) i (14) są temi samemi, co dowo- 
dzi, żefunkcya n, określona szeregiem (11), czyni zadość ró- 
wnaniu różniczkowemu (3). 


Wracając do założonego równania (1) widzimy, że jeżeli 
druga strona tego równania jest funkcyą doskonałą około 
wartości £, y, t. j. przy wartościach na ziytakich, że 
mod(z — z) < p, mod(y —y,) <r, natenczas to równanie 
określa y jako funkcyę zmiennćj 2, doskonałą przy wszelkich 
wartościach na z takich, że mod. (£ — £,) < pi dającą się roz- 
winąć w tym obrębie na szereg potęgowy zbieżny 


$ 3 m =: 
= Yo -E yo Z —" + PREY Raz age 


w którym, przyjawszy dowolnie wartość początkową y=y, 
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dla r= £, spółczynmniki y,, y wy» :.. można obliczyć za 
pomocą danego równania (1) i następnych jego pochodnych. 


Jeżeli dane równanie jest kształtu ogólnego 


d , 
4 (z, u, z, )= 0, 


natenczas twierdzenie powyższe stosuje się do każdćj z war- 


tości na e. jakie z tego równania wypływają. 


PRZYKŁAD: — Niech będzie dane równanie różniczkowe 


A + y +22 =0. 
Mamy wtedy 
Y= (y + w) 
zy =y+ a — Ba” 
e — = 35800 
dy 


— =y+ I — Y + 00 —6 
Ona do Y 
ogólnie dla n = 4, 5, ... 


ch =(= seba a” — Ja” + bic — 6) 


Biorąc y=y, dla c= 0, otrzymamy z powyższych równań 
Jo =— Yo Y =Y Y Tv 
Y ==(—t)"(y0—6) n=4, 5, ... 
A zatóm 
4? g? A q$ 
Y=W—=V" tyra hraa (Ya— 6) 1234 


21 
— Wo—6) rzez 45 
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Ten szereg jest zbieżny jak długo moduł zmiennćj z nie 
przewyższa wartości 


gl e PME]. 


gdzie ri ọ są największe moduły ilości y i £, przy których 
—y— ać nie przestaje być funkycą doskonałą. A że to ma 
miejsce dla ¿=œ i r= æ, przeto szereg powyższy jest za- 
wsze zbieżny. 


Szereg ten daje się sumować ; jakoż pisząc go pod postacią: 


R aż a 
Js ft r+ GI + 3 


my r? qË 
-+ (1 SPR U e E 
mamy widocznie 


y (Yo — 6)e7* + 6(1 — c) + 3L — z. 


141. —Cośmy okazali dla jednego równania różniczkowego 
rzędu 1? z dwiema zmiennemi, daje się rozciągnąć na układ 
n równań różniczkowych rzędu 4° z n +1 zmiennemi, a 
mianowicie można udowodnić twierdzenia następującego : 


ee fly 


« Jeżeli funkcye gy(c, Ty, Laesi , La) gdzie 1=1,2 
są funkcyami n +4 zmiennych 2, z,, ... , Zn doskonałemi, 
kiedy te zmienne nie wychodzą po za pewne obręby, naten- 
czas układ n równań różniczkowych 

dz; : r 
(4) g eM CA WE A ER =R E A N 
określa zmienne 24, z,, «Za jako funkcye zmiennéj æ, da- 
jace się rozwinąć na szeregi potęgowe i zbieżne. » 


Załóżmy bowiem, że dla «= 0 zmienne 2, £, ... Za przyj- 
mują wartości początkowe także równe 0. Przypuszczenie to 
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nie zmniejszy ogólności wywodów, jak to z ustępu poprzedza- 
jacego wypływa. Dajmy nadto, że funkcye o, są doskonałemi 
przy wartościach na zmienne, dla których mod z <p, 
mod z, Kra; mod.1,  r;,..., MOdzn Śr, t. j. w obrębach kół 
nakreślonych odpowiednio promieniami p, 7,73, ... , ra z punk- 
tów c =0, z, =0, z, =0,..., «z, =0Q; niech » będzie wartością 
najmniejszego z promieni 74, 7, ... , 7, e 

Oznaczmy nareszcie przez M największy z modułów funkcyi 
p; w uważanych obrębach i połóżmy 

M 


2 By Bis Zgsłoww on BZ PEREŁ MACA m 
Bo a (EDEN CEEZY 
p r DA ochan iA 


Według trzeciego podania przybranego, dowiedzionego 
w ustępie 139vm, moduły pochodnych funkcyi v,, przy war- 
tościach z =0, c, = 0, ..., £n =0 są mniejsze od pochodnych 
odpowiednich napisanćj funkcyi y(z, 24, Za, ... , Zn) także przy 
Z m0, =... GaGEO, | 

Jeżeli porównamy równania założone (1) z równaniami na- 
stępującemi 


: dz . 
(3) Jr ZAŁ Zis Zas + Zn) 421,2... n, 


w których zakładamy, że wartości początkowe na z, z,,... ż,, 
są dla z =0 także równe 0, i przypuścimy, że tak funkcye 
Mys. Zn jako téż funkcye z,, ... , zn istnieją, dowiedziemy tak 
samo jak wpierw, że 


MOAL ję — (4 dw. MOGE ZE 
mod(© 1), < (Zw mod(z”',), < EPL 


...................iż... e. osi: 


gdzie (©) (Ev 121; (I7)p (T's) A , SQ Wartości począt- 
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2 2 
kowe na pochodne a a LECIE Ciy Ea, ...,, dające się 


obliczyć z równań (1) i z pochodnych tychże równań, a (z,o 
, 7 4 dz 
(Z4)ę» 12. „ (2,7), (247) -.«., SĄ wartości początkowe na „r 
de? T? daż de? T 
z pochodnych tychże równań. Nadto nie trudno okazać, że 
wartości początkowe (24), (22) rea CA (Ah ++.» Są nie 

tylko rzetelne i dodatne, ale oprócz tego takie, że 


(24), = (Gr) = e ; (24), = (247), FE 


Atoli funkcye z,, Z» ... , Zn istnieją rzeczywiście. Jakoż naj- 
przód, funkcye te są pomiędzy sobą równe; albowiem nie 
tylko ich wartości początkowe, ale także wartości począt- 
kowe ich pochodnych jednakiego rzędu są pomiędzy sobą ró- 
wne. Kładąc zatóm 


, dające się obliczyć z równań (3)i 


PREM 


mieć będziemy wskutek (3) i (2) na wyznaczenie z, równanie 
następujące : 


dz M: 


E rafa fap) 


Całkując to równanie i stałę całkowania Pyan, Z Wa- 
runku, że dla x= 0 jest także z = 0, mamy 


.„gfęjodo an p-(-3" H- s(1—3), 


gdzie należy uwzględnić tę wartość logarytmu, która dla 
x = 0 staje się zerem. Ztąd zaś wypływa 


npa A A L 
5 aday AT a TA E EE? 
NSE 


29 
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Równanie (4) lub (5) daje nam żądaną funkcyę. Ta funkcya bę- 
dzie doskonałą, dopóki æ< o i dopóki pierwiastki równa- 
nia (4) (n + 14)° stopnia względem z nie staną się równemi 
między sobą. Jeżeli przez p' oznaczymy tę wartość na z, dla 
którćj zajdzie nadmieniona równość, mieć będziemy widocznie: 


1 Me lg (1-7) — 0; 
4 P 
zkąd 


r 


Funkcya z istnieje zatóm i pozostaje doskonałą przy warto- 
ściach na z mniejszych odp, czyli nie wychodzących po za 
obręb koła nakreślonego promieniem ¢' < p z punktu z=0; 
a jćj wartość rośnie ciągle od 0 do r, gdy z rośnie od 0 doę. 
Funkcyę z można więc rozwinąć na szereg potęgowy : 


(7) Aea fi 


który będzie zbieżnym w obrębie koła ę. 


Weźmy teraz pod uwagę szeregi 
ad 
(8) zi==(2 DE + (x), aT EA DET u a IE, 


Ponieważ moduły spółczyknikóW (ża) a „(Żale ED E RAN 
w szeregach (8) są mniejsze od spółczynników odpowiednich 
Z Z'o Z +» W szeregu (7), a szereg (7) jest zbieżny w obrębie 
koła g, przeto takie szeregi(8) będą zbieżnemi w obrębie tego 
samego koła. Szeregi więc (8) określają zmienne 2, La... ©, 
jako funkcye zmiennóćj æ doskonałe przy wartościach na z, 
których moduł jest mniejszy od pọ; nadto nie trudno okazać, że 
największy moduł tych funkcyi w uważanym pięcie nie jest 


większy od r. 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ II. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. XVII. 451 


Pozostaje jeszcze dowieść, że funkcye określone szeregami 
(8) czynią zadość równaniom różniczkowym (4). W tym celu 
należy w równania (1) wstawić wartości (8) na «2, i okazać, że 
obie strony otrzymanych równań będą temi samemi rozwinię- 
ciami. 

W dowodzeniu tego twierdzenia przyjęliśmy tylko dla upro- 
szczenia, że wartości początkowe na 4, £a ... , 2n dla © =0, 
są także równe O. Jeżeli zaś zmienne 24, z,,... Zn przy T= Lys 
przyjmują wartości początkowe £, £9, ... , zn, i jeżeli funk- 
cye o; są doskonałemi przy wartościach na z takich, że 
mod(z — £,) < p; MOd(E, — 14) Ly +++ > mod(e, — Lr) < t'n, 
natenczas równania (1) określać będą zmienne 44, ... z, jako 
funkcye zmiennćj æ doskonałe przy wartościach na z, dla któ- 
rych mod(z — £) < p < p, i dające się rozwinąć na szeregi 


„n £—L A (=t 3 
(9) Li = 2; + (a, + (at, SF. śsef rec 


zbieżne w uważanym obrębie. Spółczynniki (£; )o (£i) +++ 
w tych szeregach dają się obrachować z równań (1) i z pocho- 
dnych tychże równań. 


142. — Twierdzenie ostatnie stosuje się do każdego układu 
równań różniczkowych kształtu (1), a przeto także do układu, 
na który można zamienić równanie różniczkowe rzędu n* 
z dwiema zmiennemi : 

n 2 n—1 

(10) zj =ę(0 wył: Eh oda”, za 

p Jeżeli więc oznaczymy przez Yo yy ++, y"71) wartości po- 
czątkowe dla = z, funkcyi y i n —1 pierwszych pochodnych 
tój funkcyi, i założymy, że w okolicy tych wartości funkcya o 
jest doskonałą, t. j. że ta funkcya i następne jćj pochodne 
codo z dla z= z, nie są nieskończonemi, natenczas funkcya 
y, określona tém równaniem (10), daje się rozwinąć na sze- 
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reg potęgowy : 


2 
y=yuty = opó ya A Zo 
(11) 
p (tr) „ (L=2)" 
A >f==dÓ + y97) PST 


i zbieżny w obrębie doskonałości funkcyi ę. Spółczynniki 
Yo Yos -+3 YT!) są ilościami dowolnemi, a spółezynniki na- 
stepne y, y,(**1),..., należy obrachować z równania (10) i 
z pochodnych tego równania. 


PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie różniczkowe : 


z dY ody P 
ai ae e ngy:=0. 


Różniczkując to równanie mamy : 


d; 
TATTA i 


ZY PADY ny dY 4 on dh L 0 


Pidi » da? da? da 


zd + nod + ny =0 


a ogólnie 
dm dm —1, (m dm=3 

DI mA + ne 4 4 (m —2)n 2 I—0. 

dz" dg” da 


Zakładając tu z =0, otrzymamy 


n 
ree | PRES h YEATS 
Y a =O, Y o= gio ¿= 0, 


3n 
Mol FFT 51 Yo =g Yv tre 
W ogóle 
(2) — ( —m m * (2m-+1) — 
Yo 1) dm + 10 Yo =0. 
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Według wiec wzoru Maclaurin'a będzie 
Ę 


PP PATA, (r APEA 
J==yo" "1.2.3 LOSAL o 


czyli, ponieważ szereg daje się sumować, 


sin.ryn. 


Y=YV zyn 


To wyrażenie zawierające tylko jedną stałę dowolną y, jest 
całką szczególną założonego równania; a że równanie założone 
jest linijném, przeto całkę ogólną otrzymamy sposobem prze- 
mieniania ilości stałych. 


Zakładając AET 
yn 
mamy 


-—„ sin.cyn, 
JO AC 


Podstawiając tę wartość w daném równaniu, otrzymamy 
na wyznaczenie C w funkcyi zmiennćj z równanie : 
PC M M 
TA +2Vn T ctg.xyn =Q. 


Całkując to równanie raz, mamy 


da y Bio: 
da sinteyn” 
a gdy jeszcze raz będziemy całkowali, wypadnie 
C= C + O" etg.zyn. 
Całką więc ogólną będzie 


__ C'sinzyn + O©'cos zyn. 


d L 
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143. Sposób spółczynników  nieoznaczonych. — 
Euler (Institut. calc. 'integr., vol. II, caput vIr et vir), po- 
dał sposób praktyczny na całkowanie równań różniczkowych 
za pomocą szeregów nieskończonych, który polega na przyję- 
ciu dowolném formy rozwinięcia funkcyi określonéj daném 
równaniem, i następnóm wyznaczeniu spółczynników w tém 
rozwinięciu tak, aby się stało zadość równaniu danemu. Spo- 
sób ten daje się stosować tylko do równań różniczkowych li- 
nijnych; albowiem w inrych przypadkach prowadziłby do 
rachunków zbyt zawiłych. Nadto, ażeby spółczynniki dały się 
z łatwością wyznaczyć, wyrazy danego równania powinny być 
dwojakiego rodzaju ze względu na zmiennę niezależną z i ró- 
żniczkę dz: jedne np. stopnia m, a inne stopnia n; gdyż tylko 
wtedy otrzymamy takie związki pomiędzy spółczynnikami, do 
każdego z których wejdą jedynie dwa spółczynniki sąsiednie. 

Rzecz tę najlepićj wyrozumiemy na przykładach. 


PRZYKŁAD 19: — Niech będzie daném równanie różniczkowe 
(a) U — 2°) E Z + mży =0. i 
Ponieważ wyrazy tego równania linijnego, jak je pomno- 
żymy przez da”, są jedne stopnia 0, a inne stopnia 2 wzglę- 
dem z idz, przeto zakładamy, że rozwinięcie funkcyi y jest . 
kształtu : 
i=w 
(b) Y = att + DC fr 
. t=4 
to jest że wykładniki potęgowe w wyrazach po sobie następu- 
jacych różnią się o 2. 
Ażeby wyznaczyć spółczynniki a,, a; tudzież wykładnik k, 
wstławmy w równanie (a) wartość (b) za y. Tym sposobem 
otrzymamy równanie 


h=% 
agk(k — 1)a = + Y fansi(k +2h + 2)(k + 2h + 1) 


h zżł0 


+ anm? — (k + 2h jer = 0, 


- 
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równanie, które stanie się tożsamościowóm, jeżeli założymy 
a,k(k tj 1) z: 0, 

tudzież 
An pilk + 24h + 2)(k + 24 + 1) + alm? — (k + 2h} | = 0, 
BESO T2. St, 
Pierwsze z tych równań daje 
ZU Mb ==, 


w skutek -tego otrzymamy z równań pozostałych dla k=0, 


iy _(m— 2)? 
(c) arg} = h- SĘ H1)(2h + 2) 35 * 
a przeto 
a PER y a _mn(m— 2) 
1 1.2 0» 2 1.2 3. 4 0? 


ia mê (m — Xm — 4°) 
"ról +,2,3.4,5.6 0 


adla kA 


i m* —(2h + 1)? 
Qh E EA (Eh, 
(d) h+1— | h+ 2)(2h + 3) 7 
zkąd wypływa 
m—l __(m—1)(m — 3?) 
UA Feb 7 9 | 05 d = u 3 4 5 < lly 
—_ Mo Aaaa =) 
dz = A O a a S 
2.3.4.0.6,7 0 
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Mamy więc dwie następujące całki szczególne równania (a) 


2 2__92 
IĄZ=G, |! — 2 +- m(m— 2) 2) tj 


(e) yí 2 2)( 2 4?) ; 
m*(m* — 2*y(m* — 
wezyr), | 
Y= a, (z A a 2 + (ce a ai z’ — 
(1) 


LEY ROR 32 2—5? ` 
Caan: Cota Jat nl; 


a zatém całką ogólną będzie 
y = Qy: + Czy». 
Ponieważ według (c) i fd) 


UM Uzi. 


przeto oba szeregi są zbieżnemi dla 4* < 1. Te dwa szeregi 
dają się także sumować. Jakoż szereg (e) jest rozwinięciem 


cos(m.arcsin.z) a szereg (f) rozwinięciem > sin(m.arcsin.z). 
Całką więc ogólną równania danego będzie 
(g) y = Acos(m. arc sin. £) + Bsin(m. arc sin. 2). 


PRZYKŁAD 28i, — Jako przykład drugi weźmy pod uwagę ró- 
wnanie 


dz 
a PER d eee T |) 
(a) da? j 


do którego sprowadza się równanie Riccarr'ego 


d Ur, 
A + by ace 
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w skutek podstawienia 
1 dz top, 
jë iz . i bc—=a s 


Przedewszystkiém sprowadzimy równanie (a) do kształtu 
dogodniejszego. W tym celu załóżmy w nićm 


vdr 
(b) zę S u, 


rozumiejąc przez u nową zmiennę zależną, a przez v funkcyę 
mającą się wyznaczyć, a otrzymamy 


du du dv 2 2„m ka 
dał Wig dz | ar") u=0, 


Zakładając następnie dla wyznaczenia funkcyi v 
v— aa" =(, 


zkąd 


tej 3 


(c) v= + ar ” lubvszkaz", gdy m =2m, 
mieć będziemy równanie żądane 


du m du RCM 
(d) iz * ar g trou =z0; 


lub odpowiednio 
| AEPYER UAB smi kę 
(e) dA 2a Ty 100 ul, 


Wynalazłszy rozwiązanie u równania (d) lub (e) i to rozwiąza- 
nie podstawiwszy w (b), czyli w skutek (c) w 


1 
zkac yk. 


— 


(7) z=e tr" u, 
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mieć będziemy rozwiązanie równania danego (a) w któróm 
m= 2n. ) 

Rozwiążmy najprzód równanie (d). Ponieważ w tém równa- 
niu, gdy je pemnożymy przez dx’, pierwszy wyraz będzie sto- 
pnia 0 a drugi i trzeci wyraz stopnia (n + 1)80 względem zi dz, 
przeto zakładamy, że w rozwinięciu funkcyi u wykładniki 
wyrazów sąsiednich różnią się o n+-1. Załóżmy więc 


(9) (==> bc” sk Mda" 1), 


Te 


(Tylko dla odmiany bierzemy rozwinięcie potęg zniżających 
się zmiennćj z). Wstawiwszy wartość (g) za u w równanie (d) 
otrzymamy 


h=% 


(2k + nyabrk+"—t +; balk — h(n + 1)7[E—k(n 1) — 1] 


h=©0 
AK brai ŻE — 2(h +4 \(n -tr 1) -+aaat"e—0—+ =0, 


równanie, które stanie się tożsamościowóm, jeżeli założymy 
2k +n=0, 
tudzież 7 ; 
bnyal2k —2(4+1)(n-1)-+n Ja+-b,[k—kh(n-1 |] 
X[k — h (n +1) —1]=0, h=0,1,2... 
Pierwsze z tych równań daje 
n=— 2k; 


w skutek tego wypływa z równań pozostałych : 


(25 +1)k— AJ[ (24 +1)k—h—1] 
hdna == — UP TEM ORGOR 1] = 
(A) bna 2(h + 1(2k — Ia o szacie: 
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taj 
po KE) p , _KlE—1)B k— 1Gk—2), 
r. a(8kDa "ot 2.4.(26 —1 a? z 


EC — 13k — BE 2Y5k —A5k — 3) 


ATA 2.4.6.(24— 1) 


Mamy przeto następującą całkę szczególną równania (d), 
w któróm n= — 2k : 


| u = De, ki GR ma q3k4—1 
(2) 2. - —1řa? 
MEORE: E Bet i R 
| 2. 4. 6 (2k — 17a 


Tak samo otrzymamy całkę szczególną równania (e) 


k(k —1) 
* łe 
USZU | TAA 
! k(k — -DOES 1)(3k — 2) 
i a 2. 4(2k — 1a? szy 
| kk — 1)GE— 1Y8k— 2(5k— 2(SE—3) „o, q | 
2.4. 6(2k— 1, „zew i 
albowiem, skoro równanie (e) powstaje z (d) przez zamianę a 


na — a, przeto tym samym sposobem otrzymać się powinna 
całka równania (e) z całki równania (d). 

Jeżeli teraz w wyrażeniu (f) podstawimy n==—%, a za u 
raz u,, drugi raz u, mieć będziemy dwie całki szczególne ró- 
wnania (a), w którćm m =2n=—44, t. j. równanie 

diz 


k ` — — 2 —tkz — 4 
(k) Tr act 0 
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A zatém całką ogólną tego równania będzie 
1—2k 1—2k 
ad ac 


z 137 Agh 
kaca u,, + Ge . üz. 


(Ù MGE 
Szeregi powyższe (t), (7) staną się skończonemi, jeżeli 
(2141)k — i=0, lub (24+1)k — (i+ 1)=0 
tj. 
i 


i s 
kei lub Sa 


1 +1 
1+1 


A zatóm równanie (a) jest całkowalnćm pod postacią skoń- 
czoną, gdy 
Wypadek ten zgadza się z tóm, cośmy okazali w ustępie 


44m, j 


Tak np. dla równań 


4 8 
dz z dz 75 

mó pg, | a) paka BE l RENTA 
daj 1 (2 PBI TEES J=, 


znajdziemy odpowiednio 
i L = b 
z=A(H — 3ax je” 4+ B(1 + 3ag" je zaz? 


2 1 1 


TI Sobad sy (8) bik 
z=A(1— dac" + War je" + B(3 + 15a +25au e” "ee 


1 
5 


Gej te 


144. Ciąg dalszy. — Sposób spółczynników nieoznaczo- 
nych można przedstawić pod postacią więcćj symetryczną, jeśli 
tylko równanie różniczkowe dane, sprowadzimy wprzódy 
do postaci symbolicznćj podług zasad wyłożonych w rozdziale 
XI, 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ 11. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. XVII. 461 
Jakoż, niech 
(1) KODY + AMey+ ADey + AD y =0, 


będzie danćm równaniem różniczkowóm linijaćm, sprowa- 
dzonóm do postaci symbolicznćj za pomocą podstawienia 
x = e’, i dajmy, że rozwinięcie 


(2) y = Xaj’! 
przedstawia całkę szczególną tegoż równania. 

Ponieważ równanie (1), gdy w niém podstawimy za y war- 
tość (2), zamienić się powinno na tożsamość, przeto uporząd- 


kowawszy wypadek podstawienia podług potęg ilości e, każdy 
spółczynnik powinien się przywieść do zera. 


Zakładając więc y =Za:e'9, znajdziemy 
f DY =f, Dae? =Sfi(iynei, 
fO)esy=Zf(D)aze+0= (i + Adel +0, 
f(D) y= Ef (i 2)aze6 1209; it. d; 
ogólnie 
f.(D)e*dy = Efil + k)b;elt th) 0, 

W pierwszóm z tych wyrażeń, /,(ż)a; jest spółczynnikiem 
przy e, w drugićm, /,(1 + 1)a; jest spółczynnikiem przy el—!)9, 
a przeto /ą(ż)a,—, będzie spółczynnikiem przy e'9; podobnie 
w wyrażeniu trzecióm, /,(2)a;_, jest spółczynnikiem przy e”; 
i t. d. A zatém, w wypadku podstawienia, spółczynnikiem przy 
ei? jest 

KOa; E KO) t AOne 2. hinn 
jeżeli więc to wyrażenie przyrównamy do zera, otrzymamy 


(8) MOm Aiai fliai + 12. + faii =0, 
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równanie warunkowe, wyrażające związek pomiędzy spół- 
czynnikami nieoznaczonemi rozwinięcia (2). 


Niech are” będzie wyrazem pierwszym rozwinięcia (2), t.j. 
wyrazem zawierającym w sobie potęgę najniższą ilości œ; na- 
tenczas należy założyć ar =0r—2 =... =0, w skutek czego 
(3) ea się do 


f (Mar =0. 
Skoro z założenia a, nie jest zerem, przeto mamy 
(4) fo) =0, 


równanie służące do wyznaczenia wykładnika » w pierwszym 
wyrazie rozwinięcia (2). Ponieważ równanie (4) jest stopnia 
takiego, jakiego rzędu jest równanie różniczkowe (1), przeto 
otrzymamy z (4) tyleż wartości na r, a przeto także tyleż roz- 
winięć (2) czyli całek szczególnych równania (1). Aże w każdej 
ztych całek jeden spółczynnik a, pozostaje zupełnie dowolnym, 
przeto dodając do siebie te całki otrzymamy całkę ogólną. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące 3 

« Jeżeli równanie różniczkowe linijne, którego strona druga 
jest 0, sprowadzimy do postaci symbolicznój 

(Dy + A(D)efy + „(D)edy + ... + f(D)ey =0, 

natenczas całką szczególną tego równania będzie 


pre yy” 
/ y =La;e, 


gdzie wartość skaźnika ¿ w wyrazie pierwszym jest jednym 
z pierwiastków równania /,(4) =0, odpowiednia wartość na a, 
jest stałą dowolną, a prawo spółczynników po sobie następu- 
jacych wyraża się przez równanie 


f Mas + Aaima + f4(1)ai—s +... + fadin =0. » 


Sposób dopióro wyłożony iie da nam całki ogólnćj, jeżeli 
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równanie, (4) t. j. /,(7)==0, posiada pierwiastki równe. W tym 
przypadku można tak postąpić. 

Rozwiązujemy najprzód równanie różniczkowe linijne o 
spółczynnikach stałych 
(5) f((D)y=0. 

Niech całką ogólna tego równania będzie 
(6) y=AP+BQ+0R-+ ... 


gdzie A, B,C, ... oznaczają stałe dowolne, a P, Q, R, ... pewne 
funkcye zmiennćj 6. Wstawmy wartości (6) na y w równanie 
dane (1), uważając A, B, C, ... jako zmienne, a wypadek tego 
podstawienia przybierze postać 


(7) A' P+ BQ+0R + ...=::0. 

Napisanemu równaniu stanie się widocznie zadość, jeżeli 
założymy 
(8) R SZU*" MRU Ta „[. 


Mamy więc na wyznaczenie A, B, C, ... układ równań róż- 
niczkowych linijnych (8). Rozwiązania tych równań za pomocą 
szeregów będą kształtu i 

j ES A a a e t a E A r O, 
przyczóm prawo formowania spółczynników ai, By, Cis.. , Wy- 
razi się przez układ równań, które otrzymamy z równań (8) 
jeżeli w nich każdy wyraz kształtu gx(DjekfA zmienimy na 

Tego samego sposobu należy użyć, jeżeli równanie (4) po- 
siada pierwiastki urojofie. 

Nareszcie, jeżeli równanie /,(r)=0, posiada dwa lub 
więcóćj pierwiastków różniących się pomiędzy sobą wielo- 
krotnością różnicy między skaźnikami wyrazów po so- 
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bie następujących w rozwinięciu Xat, natenczas potrzeba ró- 
wnanie /,(D)>=0 zastąpić innóćm, w którómby te pierwiastki 
były równemi jednemu z pomiędzy siebie; gdyż inaczćj, nie 
otrzymamy żadną miarą całki ogólnćj. 


Wyjaśnimy tę teoryę na przykładach. 


PRZYKŁAD 152%. — Niech będzie daném równanie różniczkowe 


d? md 
(a) da * du? = 0. 


Postać symboliczna tego równania jest następująca 


(b) DOD + m— 1)y + ney =0, 


a zatćm 
f(D)=DD+m—1), 4/(D)=0, /(D)=n. 


Równanie więc (3) zamieni się na 


(c) (i +m — 1)a; + na; =0, zkąd dysz — je 


li 
= (i+m—1) t 


a (4) na 
(d) r(r +m —1)=0, zkąd r=0, r= 1 —m 


Mamy przeto następujące dwie całki szczególne równa- 
nia (a) 


zaj tz proczda abin ax gy 
ó 1. lisa. Alm SE) 2.4(m + 1)(m + 3) 
© 
n? 76 3 
24.6(m + 1)(m + 3)(m -£ 5) +.) 
Ej 2 
Zb M4 AB: BA IE 
jkóry | 23—m)... 2AB—=m(ó—=m). 
(/) 


n? „6 
SEG me = m Em |" | : 
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gdzie a,,b,_„ są dwie stałe dowolne. Oba szeregi (e) i (7) są 
zbieżne, jeżeli tylko m nie jest liczbą nieparzystą odjemną lub 
dodatna; albowiem, jeżeli m jest liczbą nieparzystą odjemną, 
wtedy począwszy od pewnego wyrazu wszystkie wyrazy sze- 
regu (e) staną się nieskończonemi ; to samo stanie się z szere- 
giem (f), jeżeli m jest liczbą nieparzystą dodatną. Nareszcie 
oba szeregi staną się jednakiemi dla m=1 

A zatóm z wyjątkiem przypadków, kiedy m ==1, lub kiedy 
m jest liczbą całkowita i nieparzystą dodatną lub odjemną, 
całka ogólna równania (a) wyrazi się przez 


(9) Y=Yit Y 


Zastanówmy się teraz nad przypadkami wyjątkowemi. Niech 
najprzód będzie m=1. W tym przypadku równanie (5) zamie- 
nia się na 
(3) D*y + ney =0 
a przeto równanie (5) przywodzi się do 

2 


NR zkąd y =A + Bo. 


Podstawmy y =A + B0 w równaniu (%'), uważając A i B za 
zmienne, a otrzymamy równanie 
DA +-2DB + ne?’ A +- 6(D*B +-ne*/B) = 0, 
któremu stanie się zadość, jeżeli założymy | 
D*A + 2DB +-ne?$A=0 i D*B +-ne?B=0. 
Załóżmy w tych równaniach A=Za;ei ,B=>Lby;e', i przy- 
równajmy do zera spółczynniki przy e*9, natenczas znajdziemy 
Pa; + db; + nai =0, Èh; + NÓi...2==0, 
zkąd 


j n 2n n 
(c) BF GA SMC Di -2, bi — abia. 


30 
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Ponieważ r=e', a przeto 6=lgz, przeto całką ogólną ró- 
wnania (b) czyli 


będzie 

(9) Y= +a, + aT +... + lgze(b, H bir? + byt + ...), 
gdzie spółczynniki sr a,, ... , D,, 0, ... , Są połączone ze 
spółczynnikami -dowolnemi a, i b, za pomocą równań (Cc). 

Założmy teraz, że m= 1 + 2p. W tym przypadku równanie 
(b) zamieni się na 
(b”) D(D = 2p)y + ne? y=0. 

Biorąc zamiast równania D(D = 2p)y =0, równanie D*y = 0, 
a przeto zakładając w równaniu (b") y= A + B9, otrzymamy 
D(D-=2p)A -ne A + 2DB-= 2pB + 6[D(D = 2p)B + ne*9B] =0, 
równanie,'któremu stanie się zadość jeżeli założymy 

D(D E2p)A + nes A + 2DB +2pB =0, 
D(D +2p)B + ne? B= 0. 

Podstawiając w tych równaniach A=XZa;e', B= Zb,e”i 
przyrównywając do zera spółczymniki przy e'9 , otrzymamy 
(c) | i(i + 2p)a; + nai—2 + 216, + 2pb;=0, 

c - 
(i + 2p)bi + nbi—ą=0, 
lub odpowiednio 
(e) i(i — 2p)a; + nai—z + 210; —2ph; = 0, 
(i —2p)bi + nbi-3=0. 

We wzorach (c”) należy za č kłaść liczby parzyste począw- 

szy od 2p +2. Mamy więc całkę ogólną 


(g”) y=a,+ a,2* + a,2* +.., + Igz(5, + bat? ++ byt* +...) 
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lub odpowiednio 
(g) y= LP aap + dąp +ąy? + day ,T* + 2... + 
<+- lgz(bap+ bap TN -- dzą ;T* + Peki 


gdzie spółczynniki są określone równaniami (e') lub odpowie- 
dnio równaniami (c). 


PRZYKŁAD 28', — Niech będzie daném równanie : 


2 | 
(a) s? sA + z 4 + (n? + c*)y=0. 


Postać symboliczna tego równania jest następująca : 
(b) (D? + n*)y + ely = 0. 


Biorąc równanie (D? + n*)y = 0, mamy y = Acosn9 + Bsinnð; 
a jeżeli uważając A iB za zmienne wartość tę podstawimy 
w równanie (6), i przyrównamy do zera spółczynniki przy 
cosnó sinnó, będziemy mieli 


DA + 2nDB +e-9A—=0 i D*B— 2nDA + e*9B—=0. 


Wstawmy w te równania A=Xa;e, B=Xb;et? i przyrównajmy 
do zera spółczynniki przy e'9,a otrzymamy 


Va; + 2,0; + di2, =0, Pbi — Ania; + bi— = 0, 
zkąd 


—_ lai—2—2nbi „ __  übi—2+ 2nai— 
WNE (dn) * bi OET 
À zatém, całka ogólna danego równania jest kształtu : 
(d) y =cos(nlgzry(a, + a,x? + a,t* +- ...) 
+ sin(nlgz)(b, +b, + bt + ...), 


gdzie a, i , są stałe dowolne a spółczynniki następujące okre- 
ślone równaniami (c). 


http://rcin.org.pl 


Ld 
468 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


PRZYKŁAD 3“ .—- Weźmy jeszcze pod uwagę równanie (LE- 
GENDRE a równanie modułów): 


dy 1—3e dy 1 
(a —— —— — —- —— me 
sa) de zę c— c? de ESY 9 


Zakładając c= 61, otrzymamy następujący kształt symbo- 
liczny : 


(b) D*y — (D — 1}? e$y=0. 


Ponieważ D*y=0 daje y = A + B9, przeto podstawiając tę 
wartość w (b) otrzymamy : 


D*A —e*9(D + 1)7A -~ 2DB — 2e*9(DB + B) 
+ 9[D*B — 29(D + 1):B] =0, 
równanie, któremu stanie się zadość, jeżeli założymy 
D*A — e*0(D +1)A + 2DB — 2e%%(DB +B)=0, 
D?B — e*9(D + 1)%B = 0. 
Wsławiwszy w te równania A = Za,e'/, B==Zb,e'' i przyró- 
wnawszy do zera spółczynniki przy e*9, mieć będziemy : 
ta; —(i —1)ai—2 + 2ib, — 2(1 — 1)bi—2 =0, 
tb, —(1— 1)%;—2 =0, 
zkąd 


A) 2(1—1 —1) 
(c) a= di—2 + z ER ER „DiF7 Pa hia: 


Całka więc ogólna danego równania jest kształtu : 
(d) y=a tmt +b, + ... + lge(b, + be + bt +- ...), 


gdzie a, i „są dwie stałe dowolne a pozostałe spółczynniki są 
określone równaniami (c). 


UWAGA. — W najnowszych czasach podał Boore (Treatise on 
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differential equations.. Supplementary volume, str. 175) sposób 
inny czysto symboliczny, w którym tak kształt rozwinięcia, 
jako tóż prawo formowania spółczynników. same przez się 
podają się. Ponieważ jednak ten sposób jako nie zupełnie wy- 
kończony nie kwalifikuje się do dzieła, poświęconego zasadom 
nauki, przeto odsyłamy czytelnika do pracy BoOLE'a, 
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CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZA 
POMOCĄ CAŁEK OKREŚLONYCH. 


145. Uwagi wstępne. — Ponieważ wiele szeregów 
umiemy sumować za pomocą całek określonych, można 
przeto także rozwiązania równań różniczkowych przedstawić 
pod postacią całek określonych. Niekiedy prowadzą do tego 
celu sposoby bezpośrednie. Wszelako przy tym sposobie po- 
stępowania należy zachować pewne ostrożności. Przedewszy- 
stkiém trzeba dokładnie zbadać, czy całka określona posiada 
zawsze tub tóż tylko w pewnych granicach wartość oznaczoną. 
Powtóre może się zdarzyć, że funkcya pod znakiem całkowa- 
nia stojąca przy pewnćj wartości na zmiennę doznaje przerwy, 
okoliczność, która jest ściśle związana z wyborem wartości 
początkowych czyli stałych całkowania. Jeżeli nareszcie całka 
określona wypłynęła z sumowania szeregu; należy dokładnie 
zbadać, czy ta całka utrzymuje się w całym obrębie zbieżno- 
ści szeregu lub też nie; albowiem suma szeregu może mieć 
w pewnych granicach inny kształt, niż w inszych i na 
odwrót, granice całki mogą być obszerniejsze, aniżeli gra- 
nice sumy szeregu. W ogóle, sprowadzenie rozwiązania równa- 
nia różniczkowego do jakiejś formy, któraby dała zawsze wy- 
padek dobry, należy do najdelikatniejszych badań analizy, 
przyczćm trzeba uwzględnić także wartości urojone zmiennych 
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z powodu możebnego zmieniania się tćj formy przy przekra- 
czaniu punktów przerwy lub punktów wielokrotnych (punktów 
krytycznych). Jako wzór, jak w takich zagadnieniach trzeba 
postępować, służyć może rozprawa Riemann'a (Abhadlungen 
der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften, tom VII, str. 
3-29) o równaniu różniczkowóm linijnóćm, któremu zadość 
czyni szereg hipergeometryczny. 


146. Sposób przez sumowanie szeregów. — W wy- 
kładzie tego nowego sposobu całkowania ograniczyć się musimy 
uwagą kilku prostych przykładów, któreby jego istotę wyświe- 
ciły. Okażemy najprzód, jak rozwiązanie równania dane pod 
postacią szeregu, można zamienić na inne, któreby było 
wyrażone przez całkę określoną. W tym celu weźmy pod 
uwagę równanie różniczkowe 


dY +, m U =P 
(1) Baka" Mae ob waj SO, 


dla którego znaleźliśmy w ustępie poprzedzającym wyrażenie : 


| nei 
=e PIES 2 
(6 ; kæ 1.2,...i(m +4)(m + 3).. .(m + 22 — 1) 
na 


| pi—m nose aryszw19i ( J3095 diuayso 8 „gi J | 
kite |; xi z 4,2. A—m+-83)(—m-+5). $ inme s zd 


„Z 


W tém wyrażeniu oba szeregi są zbieżne, jeżeli tylko m 
nie jest liczbą całkowitą nieparzystą dodatną lub odjemną 
i (z wyjątkiem przypadku mt), przedstawia ono wtedy całkę 
ogólną równania (4). ` 

Aby te szeregi zesumować, uważmy, że 

E] 0 „2 2i 
cos( c ==4 (— ne) cos*w . 
(eau) = te Daa a 


Mnożąc to równanie przez sin”*—'wdw i całknjąc w grani- 
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nicach 0 i r względem w, otrzymamy 


r = 
J cos(wyncosw)sin""'w dw 


0 


b aena Ninata ui 
= | sin” ™tw dw D + | cosiwsin” "wdw 
J TF Lal .2.3...3i 
0 1 0 


lub, ponieważ całkując przez części mamy 


J cos*w sin” "wdw = 

piik 
a alar Saa di) Woda 
EEs l E A, 


4 


. LJ 
| f cos (zyncosw)sin”—'w dw = 


(3) 


e ( zaj 
m ; 0 kas iik 
J sin” —wdw. lg — W 


| z | 


Ponieważ pierwszy czynnik po prawej stronie posiada wartość 
stałą, a czynnik drugi jest pierwszym szeregiem w (2), zamiast 
więc wyrazu pierwszego w (2) po stronie prawćj możemy pod- 
stawić całkę 


IT 
e. T cos (gyn cosw)sin"—tw dw. 
e 0 A 


Zachodzi tu jednak ta okoliczność, że kiedy szereg pierwszy 
jest zbieżny także dla m < 0, to napisana całka ma wartość ozna- 
czoną jedynie dla m > 0, gdyż w razie przeciwnym funkcya 
stojąca pod znakiem całkowania doznaje przerwy na granicach 
całkowania. Podstawiając w równaniu (3) zam 2— m, co znowu 
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wymaga, aby teraz było 2 —m > 0 czyli m < 2, mamy 


T T 
fy cos(zyncos w)sint™”wdw = T sint—"wdw. 


0 0 


m D (->) | 


mi | AR ECK | 


izi 


(4) 


zkąd wypływa, że zamiast wyrazu drugiego po prawéj stronie 
w (2) podstawić można całkę 


caim + cos(zyncosw)sint-”w dw. 
0 
A zatém, jeżeli 0<m<2, byle tylko nie było m=l, 
całką ogólną równania założonego będzie 


l z l 
UE T cos (zyncosw)sin"—w dw 
0 
(5) 
m 
+ 0x'" f cos (zyn cosw)sint™ "w dw. 
k 


Jeżeli m=1, wtedy obie całki są sobie równe, i wtedy 
wzór (5) daje nam tylko całkę szczególna 


(6) y= “i cos (zyn cosw)dw. 


0 


Ażeby otrzymać w tym przypadku całkę ogólną, można użyć 
albo sposobu przemieniania ilości stałych, albo, co tu do- 
godnićj, pewnego sposobu podanego przez Euler'a. Pójdziemy 
B 


e= — —— 


tą drugą drogą. Załóżmy w (5) c =A + Jai) 


m—4 
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a otrzymamy 


T . 4 . 
- AE sin™—tw —(csinw)! 7" 
y | cos (ayn cosw) A sin” "'w+B a 1 ) dw, 
0 
Jeżeli teraz podstawimy m==1, wyrażenie 


sin” tw — (x sinw)! T” 
m— 1 K 


; 205; U ; , 
przybierze postać nieoznaczoną 5,20 prawdziwa war- 


tość tego wyrażenia jest wtedy równą lg(zsin*w), mamy 
przeto 


(7) y= T “cos (ayn cosw) [A + Blg(zsin*w)]dw, 
0 


na całkę ogólną równania różniczkowego 


„dy, dy RA 
(8) Zs oda PPŁ r). 


Zewnątrz obrębu od 0 do 2i na granicach utrzyma się tylko 
jedna z całek w (5) i mieć będziemy wtedy tylko jedną całkę 
szczególną ; całkę ogólną otrzymać można sposobem przemie- 
niania ilości stałych. 


147. Sposób Laplace a. — Z pomiędzy sposobów bezpo- 
średnich, podanych na całkowanie równań różniczkowych 
za pomocą całek określonych, na osobliwą uwagę zasługuje 
sposób Laplace'a polegający na tóm, że dajemy sobie kształt 
całki określonćj, mającćj przedstawiać rozwiązanie równania, 
i następnie funkcyę pod znakiem całkowania stojącą tudzież 
granice całkowania wyznaczamy z warunku, ażeby to wyraże- 
nie zadość czyniło równaniu założonemu. Sposób ten daje się 
z pożytkiem zastosować osobliwie do równań różniczkowych 
linijnych, mających za spółczynniki funkcye zmiennćj nieza- 
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leżnćj stopnia 1%. Równania takie można przedstawić pod po- 
stacią symboliczną 


(1) z(u ola = 0, 


gdzie ę(75 Z) i len ;) * funkcye symbolu KA całkowite 


o spółczynnikach stałych. 


Kierując się analogia, według którćj w całkach równań li- 
nijnych zachodzi funkcya wykładnicza, zakładamy 


W 
(2) y= Jf e""Udu, 
U 


gdzie U jest funkcya nieznaną zmiennćj u. Tę funkcyę tudzież 
nieznane nam granice całkowania u, u, chcemy tak wyzna- 
czyć, aby wyrażenie (2) zadość czyniło równaniu (1). Wstawiw- 
wszy w tym celu wartość (2) za y w równanie (1), otrzymamy 


SE ua peA u — 
xY ( 3) Je e'"Udu-+y ( =) Fi euwUdu = 0, 
0 0 


lub, ponieważ całkuje się tu względem u a różniczkowania 


wyrażone przez af c) i (z T) odnoszą się do zmiennćj z, 


fz sala) e""Udu-- f> (2) eUrUdu =0, 
Uo 


czyli wykonawszy różniczkowania, 
` 


A U 
i tce'"g(u)(Udu + J et'zy(u)Udu =0. 
u u 


0 0 


Przekształómy wyraz pierwszy za pomocą całkowania przez 
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części, a będzie ostatecznie : 
M4 U4 d ) 
[eet] f e=|2[9600]-4UUldu=0 
du ) 
ulo uo 
Temu równaniu uczynimy zadość, jeżeli założymy 


u. 
| [eo(r)U]=0, 
uo 


czyli 
OA Uo 
(3) [ieron f Taio, 
tudzież 
(4) .[e60U]-4(4) U=0. 


Ostatnie równanie można tak pisać 


d.ę(wU _ Ylu) 4 
O O 


Całkując je, mamy 
U = Mu) du, 


Ig. C Z) 
zkąd wypływa J 
y(u) 
sO du 
5 U=0—— 
6) | OJ 


Mamy zatćm kształt funkcyi U, którą należy wstawić w (2). 
Równanie (3) sprowadza się teraz do następującego : 

u u Ku) u 
| i e ży | (u) a 


(6) =0, 


w 


zkąd trzeba wyznaczyć granice całkowania, i w. 
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Jeżeli zrównania(6) potrafimy wyznaczyć tylko jednę wartość 
na w, i jednę wartość na u, natenczas będziemy mieli tylko 
jednę całkę szczególną. Niekiedy otrzymamy kilka odmiennych 
wartości a częstokroć dostateczną ich liczbę dla utworzenia 
całki ogólnćj. : 
148. — Wyjaśnimy to postępowanie dwoma przykładami. 
PRZYKŁAD 15%. — Jako pierwszy przykład weźmy równanie 
różniczkowe 


(a) z) +m U + nayc=0, 


któróm już dwa razy zajmowaliśmy się z powodu wielkićj jego 
ważności w zastosowaniach do zagadnień fizycznych. 


Tutaj mamy 


d\ dt ECO SOO 
kosa +(q:)=" ze: 


V(u) „ __ udu __m. A 
ES p m | a= z 8u +n). 


Równanie (5) i 5 zamieniają się przeto na 


azatóm, 


(b) U= e(n), 
aj 
(c) ać | etz(u--n) —=0, 
Ug 
Ostatniemu uczynimy zadość niezależnie od x, zakładając 
u=+ iyn, gdzie 't=V— 1, wszelako jeżeli m> 0. Możemy 
więe przyjąć u= —i\yn, u, = iyn. W skutek tego będzie 


+iyn z— 
pay T aa n du, 
—iyn 


rozwiązaniem założonego równania. 
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Jeżeli podstawimy w tém wyrażeniu u=ż/ncosw, naten- 
czas sprowadzi się ono do 
* icyncosw | 
(d) SZK sin” mw dw, 
f 0 
czyli, w skutek znanego wzoru Eulera, do 


n= cf [cos(zyncosw)+- isin(ryncosw) |sin"='wdw, 
0 


Widzimy więc, że pierwsza z całek szczególnych, otrzyma- 
nych w ustępie 146. (wzór 5.)równa się części rzetelnćj teraz 
otrzymanćj całki. 


Ażeby otrzymać drugą całkę szczególną, można tak postąpić. 
Uważmy, że postać symboliczna naszego równania jest 


n 


A IR sk WŚ ŻEM 2% SAY 
(e Ur Dba z". 


Jeżeli w napisanćóm równaniu podstawimy y= e070 z, 
otrzymamy równanie takiego samego kształtu 


PEEN MBA FT 8) 
(f) AHi i a r T Zaz. 


A zatćm, wartość na z otrzymamy z wartości na y, podsta- 
wiając w tćj ostatnićj 1— m za m —1, a przeto 2—m za m, 
co znowu wymaga, aby było 2 — m > 0. Całką więc równania 
(f) będzie według (d) ` 


„ [7 tryncosw | 
PREY DR | sin' 7 *wdw, 
0 


a przeto drugą całką szczególną założonego równania (a) 
lub (e) jest 


£ Ejqzyn cos W , 
(g) y=(z'"] 4 sin' 77% dw, 


0 
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Mamy więc na całkę ogólną w przypadku, gdy 0 < m < 2, 


. pix. Wy s 
siqzy/n coSW , Figy ncosw | 
(hjy=C | e sin"=wdw+Gz'-" | e ‘sint "wdw. 
0 


0 


Całka ogólna przedtóm otrzymana jest częścią rzetelną teraz 
znalezionćj. 


„ W przypadku gdy m==1, mieć będziemy 
© jgy/ncosw 
(k) ysż zk e [A + B lg(zsin*w)]. 
0 


Pozostaje nam jeszcze zastanowić się nad przypadkami, 
kiedy m leży zewnątrz obrębu od 0 do 2. Te przypadki dają 
się, przy pomocy twierdzeń dowiedzionych w ustępach 101 
i 102, sprowadzić do przypadku, kiedy m leży między Qi 2. 


154 dajmy że m jest ilością odjemną. Ażeby w tym przy- 
padku przerobić pierwszą całkę szczególną (d), gdyż tylko ta 
się nie utrzymuje, dość założyć m=m —%r, gdzie m leży 
między 0i 2. 

W skutek tego równanie (e) zamienia się na 


n 


Y+DpDm=d=1) 


267 =0. 


A gdy teraz założymy według ustępu 10280 


Te D +m — 1 3 EPES | , , 
(2) Y= n TL MEWA z =(D+m 1)(D-+m 3)... 
. „(D=+m—92r-+ i), 
mieć będziemy napowrót równanie kształtu (e) : 


płcią LL 1 E 
jiet jeuh ATEAN a a 
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zkąd 


* jzyncosw , | 
sasuil e sin” "wdw. 


A zatóm zamiast pierwszćj całki szczególnój brać należy 
według (2) 


d i d i 


Ę icyn Cosw 
(27 + m — 2r m) e sin” 7twdw. 


0 


(m) 


Niech np. m leży między O i—2; kładąc wtedy m=m— 2, 
mieć będziemy według (m) 


d ; = GBYNCOSW | 
Y =0(2 +m— 1) e sin” tw dw 
L 


0 


/ , y [e iæyn cosw Ż4 
tom) | e sin” tw dw 
i 0 
"/ R imy/neosw , 
BU, T +m+t)e sin”+'wdw 
i p” 


T deyneosw, 
=c f e (ixyncosw+m +4)sin"t'wdw 
0 
a zatém, całka ogólna będzie w tym przypadku 
= iyn cosw * 3 
y=c, f e va (izyncosw-+m-+14)sin”+iwdw 
0 


eR jes icyncosw 
+ (0,1'0% J e 


0 


sint wdw. 
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2re Jeżeli m jest większe od 2, wtedy założenie 
y sze —"W2 czyli. y sza "zy 


zamienia m na 2—m, t.j. na ilość odjemną; wracamy więc 
do przypadku poprzednio rozebranego, kiedy m jest ilością 
odjemną. Nadmienić jeszcze musimy, że całka ogólna równa- 
nia założonego daje się wyrazić pod postacią skończoną, gdy 
m jest liczbą całkowitą i parzysta; albowiem równanie to 
daje się wtedy, przy pomocy twierdzenia podanego w ustępie 
102", sprowadzić do kształtu symbolicznego 


n 
U s sail =0, 


D(D—1) 
czyli 
du 
T -+nu=0. 


Zebrawszy te wypadki, widzimy, że całka ogólna założonego 
równania daje się wyrazić pod postacią skończoną, przez 
całki określone przedstawiające sumy szeregów potęgowych, 
lub przez całki określone przedstawiające sumy szeregów 
potęgowych z których jeden jest pomnożony przez lgx. 

PRZYKŁAD 28i, — Jako przykład drugi, weźmy równanie 


różniczkowe rzędu n° 


dry 
a =A —gy=a 
(2) da s ; 
którego całkę ogólną znalazł Scherk za pomocą sumowania 
szeregów a Jacobi otrzymał sposobem bezpośrednim (Crelle 


Journal, tom XVII). 


Załóżmy znowu 
U, 
(b) y=], „CFU, 


U 


31 


http://rcin.org.pl 


489 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


mieć będziemy wtedy 


dno M M 
"a ewUdu — z e"wUdu =a, 
da” J u, 


czyli 
1 cuaUu"du— ja e""Uzdu=za. 
U Up 


Przekształcając całkę drugą za pomocą całkowania przez 
części, mamy 


U »U 
— | gu) 4- J eus(Uwtdu + dU)=a. 
Uo 


tlo 
Temu równaniu uczynimy zadość, zakładając 
(e) : Uu”du + dU =0, 


U 


(d) I pe) =— 4.. 


uo 


Pierwsze z tych równań daje 


urti 
T nti 
(e) U= Ge > 
a drugie zamienia się w skutek tego na : 
ui ug — P 
f) ofe =a, 


czyli 
md u" +1 ug" +1 
c Peg RFr__ "ar | 


Z tego równania powinny się dać wyznaczyć granice całko= 
wania w, w, tudzież ilość C. 
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Zakładając w nićm u,=0, I C(=a, mieć będziemy 


u” ti 
UT" 


nl E. | 


Temu równaniu stanie się zadość, jeżeli założymy u =% , 
PARE A SERTI EA, 
jeżeli tylko Aa ar <0, t.j. jeżeli u,” >(n--4)x, co ma 
zawsze miejsce dla nieskończenie wielkiego w; gdyż n jest 
liczbą całkowitą i dodatna. 
. 


Mamy więc całkę szczególną 


g unti 


(9) YZA A e T puid. 

Jeżeli teraz oznaczymy przez e jakikolwiek pierwiastek 
stopnia (n-+ 1)8% z dodatnój jedności, natenczas wartość (e) 
na U nie zmieni się, gdy za u podstawimy eu, Mamy zatém 
n +1 całek szczególnych kształtu : 


32 utti 
(h) y == a | e +t uzdu, 
5 


Załóżmy, że e jest pierwiastkiem pierwotnym, to wtedy 
należy we wzorze (4) podstawić za e kolejno y 


2 n 
E&E, E i . 


Ponieważ każda z tych całek szczególnych czyni zadość ró- 
wnaniu założonemu (a) przeto suma , 


5 urti 
(h) = A e "+ HCe""-+-0,e5"** + Giet? +-,.. + Gee"e]diz, 
0 


uczyni zadość równaniu różniczkowemu 
$ 


TY —uy = 0+01-+ Cat E ya 
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które zamienia się na równanie (a), przyjąwszy © + 0,+ C, + 
E OOP BE: A 

A zatém, wyrażenie (k) przedstawiać będzie całkę ogólną 
równania (a), jeżeli tylko jedną stałę wyrugujemy za pomocą 
związku C+ (©; +... +, = 

149, Sposób Euler'a. —Mnićj ze względów teoretycznych, 
niż ze względów praktycznych zasługuje na uwagę sposób całko- 
wania równań różniczkowych linijnych za pomocą całek okre- 
ślonych, jaki podał Euler w swóm dziele (/nstiłutiones calculi 
integralis, tom II, rozdział x). Sposób ten jest niejako odwró- 
ceniem sposobu LAPLACE'a, mianowicie, zamiast szukać funk- 
cyi, którćjby całka określona wzięta w pewnych granicach 
czyniła zadość danemu równaniu różniczkowemu, dajemy so- 
bie z góry kształt funkcyi i staramy się wynaleźć równanie 
różniczkowe, któremuby czyniła zadość całka określona tćj 
danćj funkcyi. Aby tę rzecz lepićj wyrozumieć, weźmy pod 
uwagę równanie różniczkowe linijne rzędu 2° 


(A) A x, + Xy =0, 


i starajmy się funkcye X,, X, zmiennćj z wyznaczyć z wa- 
runku, ażeby temu równaniu czyniła zadość całka określona, 


(B) è ; YSZE i EW utte — u) idu, 

. Ug 
gdzie P, Q są dane funkcye zmiennéj z, a litery a, B, €, w, Uys 
oznaczają ilości stałe, mające być także wyznaczonemi. Wsta- 
wiając w tym celu wartość (B) na y w równanie (A) otrzy- 
mamy 


dy y dy 2 
Tat ady + Xy = 


My 
Jee pe PO + PO" xro 
Uo 


+ (P"+ XP + X,P)], 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ JI. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE. — ROZ. XVII, 485 
gdzie 


AB > OAM l 4 055 
= 2 T h SE ETEEN D 2 
? r’ pi i dry” du 


Załóżmy, że wyrażeniepod znakiem całkowania w napisa- 
ném dopićro równaniu jest różniczką co do u wyrażenia 
Reduu*(c—u)*:, w któróm R jest funkcyą samego æ mającą 
się wyznaczyć, tedy będziemy mieli 


(C) dY + 2, a p +X, = "Renee u, 
JA 


tudzież 
H iReowe(e— u)] = eQ (c—u) [PRU + (2P'Q' + PQ” 


+ X,PQJu + (P" + X,P + X,P)]. 


Z drugiego równania, gdy pierwszą stronę rozwiniemy i na- 
stępnie spółczynniki przy tych samych potęgach ilości u po 
obu stronach zrównamy z sobą, wypływa : 


—RQ = PQ ?, [Qc—(x +5)]R =2P'Q' + PQ” +- XPQ’, 
acR =P"+X,P + X,P; 


a zatém 


PRO OR 
(gł 
Q ip e o 
(D) X, (GAR ia cQ T 
Pa PLATA FA YU LONE 
Xp |c+a5— 25 cQ | *o- P . 


Jeżeli więc R, X,, 3, wyznaczymy z (D), to natenczas po 
podstawienfu wartości (B) na y mieć będziemy tożsamość (C). 
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A jeżeli nadto ilości stałe «, ß, €, v,, w wyznaczymy z równa- 
nia warunkowego 


u 
(E) | t ReQuua(e —u)]= 0, j 


UM 


to natenczas całka określona (B) uczyni zadość równaniu (A), 
jeżeli w nićm za X,, X, podstawimy wartości otrzymane z (D) 

Tym więc sposobem możemy znaleźć spółczynniki w ró- 
wnaniu linijném (A), któremuby czyniła zadość całka okre- 
ślona kształtu (B). Przy dobieraniu wartości na ilości stałe 
a, B, C,u,, wą należy uważać, aby całka określona (B) posiadała 
wartość skończoną i oznaczoną. 

Załóżmy w szczególności, że funkcye Pi Q są następujące 


n 
| W AC ad Z 


, 0=w", 
gdzie a, b, A, m in są ilości stałe, mające się wyznaczyć. 
W tym przypadku równania (D) zamieniają się na następujące 


A, Wh cie? sieć ban 


tudzież 
JAE N 
X,;=[n(t — ap) + m] = na HAm] a 


Saa, 


+- [m(cy + 25) — nóla + 8) — nacy nz” 
-H naley 4- PAT k pa n*b(ey Ska BABE. 


Jeżeli więc w równaniu (A) za X, i X, podstawimy wartości 
(F) natenczas będzie ono miało za całkę szczególną: 


at 
gt b a - ms E paan 
(6) y=." R J [Puye '(c—u) du, 
e 
wg 
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jeżeli ilości a, b,c, u, B, Y, m, Nn, m, ju, tak wyznaczymy, 
ażeby 464 stało się zadość równaniu warunkowemu : 


m--n—2 ac--ba" | 
e 


uy 
(H) —n'yx i [er"ye(e — u): ]du=0. 
U 


i ażeby 2re całka określona w (G) miała wartość skończoną i 
oznaczoną. 


150. Zastosowanie.— Założenie poprzedzające wystarczy 
do wynalezienia rozwiązania równania różniczkowego linij- 
nego, mającego za spółczynniki funkcye zmiennćj niezależnćj 
stopnia 4°, t. j. równania kształtu : 


|3 


2 , 
(4) (H, +- ny + 2(K,/ + K) =. + (Lt + L)y =0. 


Istotnie w czasach|najnowszych (Sitzungsberichte der K. Aka- 
demie der Wissenschaften z roku 1873, zeszyt ze stycznia), 
oparł na wyłożonych powyżćj zasadach prof, Winkler całko- 
wanie równania (1). Dla dogodności zajmuje się prof, Win- 
kler; najprzód przypadkami szczególnemi, kiedy zmienna 
niezależna ć zachodzi tylko w ostatnim spółczynniku lub 
tylko w drugim i ostatnim spółczynniku, a potóm dopiero 
przystępuje do przypadku najzawilszego, kiedy £ zachodzi 
we wszystkich trzech spółczynnikach. W tym razie rozróżnia 
on nadto dwa przypadki : 46d kiedy H,L, — K,*, jest odmienne 
od 0 i 2e kiedy H,L,—K,/*—=0. Ponieważ postępowa- 
nie we wszystkich nadmienionych przypadkach jest jednakie, 
przeto dość nam zająć się jednym z nich. Weźmy pod uwagę 
przypadek, kiedy w równaniu (1) ć zachodzi we wszystkich 
trzech spółczynnikach, a przeto H,, Ko, Lo sa odmienne od 0 
i zarazem H,L, — K* nie jest równe 0, 
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Podstawmy w równaniu (1) 


(2) HA, +H=H,z 

i załóżmy 

(kaz A peti Ka H,K — K,H ck H,L —L,H 
0 


vj FELACU1 74 w TORTEN (2 
H, Ho? H, 
a otrzymamy równanie prostsze : 


z. dY 


ONE 


+ (kye + k) A + (lc + Dy =0. 


Porównajmy napisane równanie (4) z równaniem (A), 
w którém spółczynniki X,, X, posiadają wartości (F). Te dwa 
równania będą temi samemi, jeżeli w (F) założymy n=l 
i, co nie nadweręży ogólności, b==0 a oprócz tego : 

a + = Zm =2%, cy + 2a = — 2k, 
(3) l — a — b + m)m=0, — ala + B -— 2m) + (m— u)cy =/, 
a? + aCy = b 

Trzecie z pomiędzy tych pięciu równań daje dwie wartości 
na m : jedną znich jest m= 0, a drugą m RCR —1. osi 
széj wartości odpowiadają : 


(6) FN dog foida 
a=— k, DAĆ s ke a; DZ, ACZ 2yk,*— a 


drugićj zaś wartości na m odpowiadają : 

2k,k — l PT: 2kk— l 
4 2yk, — l IVk — H 
(7) 


| a=— k VA Zk, O DE en =Ni mhe — ly 
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Widocznie możnaby znaki wyrażenia pierwiastkowego za- 
wartego we wzorach (6) i (7) inaczćj pokombinować, atoli nie 
otrzymalibyśmy ztąd żadnych nowych kształtów na całki, 
któreby się nie dały otrzymać bezpośrednio przez zamianę u 
na c — u w całkach, odpowiadających wartościom (6)i (7), 


Z porównania wzorów (6) i (7) wypływa : 

d =1 — f, i = 1 — a, 40, 0y=>B, R=n, lij "CY, 
a nadto widzimy, że prócz ilości c i y wszystkie inne są wy-- 
rażone przez spółczynniki równania (4), a ilości ci y zwią- 
zane są tylko jednym warunkiem 
(8) EEA =2Vk è — hb. 


Podstawiając wartości (6) i (7) w (G), mamy dwie następu- 
jace całki szczególne równania (4) 


? — 4 a—1 pai 
(a) e= Et yie wz f e" u (c—u) du 
. UA 
1—2k — (ko i2 — U, yu R 
(b) a e Goryk, hej eu (c= u)-"du, 
u 


0 
z których przez zamianę u nac —u wypływają, uważając że 


cy = Wk? — ly jeszcze dwie inne : 


ETWA ora A EN E E, a-1 
(a) ME aa EEn T J FO (cu) du, 
ug 
; 1—2k ikk] U, —ytu 
(W) T j (ky fo Waf j u~e (¢ — u)-sdu, 


Uo 
151. — Pozostaje jeszcze wyznaczyć ilości c, yz warunku 
(8) tudzież granice całkowania u, u, tak, aby 15 stało się za- 
dość równaniu warunkowemu (H) i 2re aby całki określone 
były skończonemi i oznaczonemi. W tym celu rozróżnić mu- 
simy cztery przypadki. 
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4°. Części rzetelne ilości « i k są dodatne. W tym przy- 
padku, wziawszy dla y dowolnie wartość y = o =+ Że, i wyzna- 
czywszy e i r tak, ażeby część rzetelna iloczynu yz wypadła 
odjemna a część urojona ilości c, która się teraz wyraża przez 

L W A, 

AR G + ir 
wypadła odmienną od 0, natenczas możemy w całce (a) zało- 
żyć u, = 0, y=» ; wtedy bowiem ta całka będzie mieć war- 
tość skończoną i oznaczoną i równaniu (H) stanie się zadość. 


Podobnie można przyjąć w całce (a) u, = 0, ų = % , jeżeli 
tylko za y podstawimy wartość poprzednią wziętą ze znakiem 


rzeciwnym y = — (s + z), w skutek czego c= — b, 
P ; 6 + tr 
A zatém 
M( KULIK © (a tiz)cu TU g—1 
i EP (kity 0 W f è iia rS —u) Au 
0 G [49 
(9) 
k — (Eru DET en a I (o tir cu a—1 
Y =e hr ia f e uean Nii — h Ti u du 
sp uv 0 G -} w 


są dwie odmienne od siebie całki szczególne równania (4) 
w założeniu, że części rzetelne w « iß są dodatne. 


Jeżeliby chodziło tylko o jedną całkę szćzególną, to taką otrzy 
malibyśmy z (x), zakładając u =0, u, =1, c =1, y = 2yk7—1. 
Tym sposobem otrzymalibyśmy 


—(kęyk=L)e £" 2Vk 21 
(10) y=e (koty? Fi Vko Ta PET 
0 


Tak np. dla równania 


2 
(4a) r ENG mA 4 niy =0, 
* da? da 
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w którém, mamy m > 0, 
a przeto 
g =N => VEE —h= tyn: 


w skutek tego wzory (9) i (10) zamieniają się odpowiednio na: 


irn. P| (etis)zu yn PA 
icyn a [ / iyn - 

= e u Se F du 
eaa fala") | 


azja © (g-rir)ru Di qm 
AE KNA 


0 


(9a) 


m 


ust 3) 4 DT A AS 
(10a) jrzzga N f e FOO i — uj ° du. 
[U 


Można z łatwością poznać, że wzór (10a) wyraża pierwszą 
całkę szczególną równania (4) otrzymaną sposobem LAPLACE'a. 


Jakoż, kładąc w (10a) 2u — 1 =cosw, zkąd u = 1 + cosw 


w . s 
= cos*5,0trzymamy po wykonaniu łatwego uproszczenia 


* ix coswyn , 
yi f e sin” twdw. 
0 


Jeżeli ograniczymy się uwagą wartości rzetelnych ħa z, to 
natenczas dla z > 0 można w (9) napisać s==— 1, r=—1 a 
dla a < 0 przeciwnie e = +1, t= + 1. 


2re, Części rzetelne ilości « i ß są odjemne. W tym przy - 
padku należy w wyrażeniach (b)i (%') za y, €, u, i u,, podstawić 
takie same wartości jak pierwćj, w skutek czego otrzymamy 
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dwie następujące całki szczególne od siebie odmienne 


p zl: ss, S ke — h) 
= 


© (opiru IN k — l i 
f e (A £ °—u) du, 
U 


o+ tr 
(11) 
iro" —(k— Vkę—1 A 
Ya paa A h © 


„2 (eęijsu  jąjąs=i R 
f e EELA du. 
0 


a + tr 
Scie, Część rzetelna a jest dodatną a ilość $ odjemną. 


W tym przypadku wartości na y, w (9) i(11) będa dwiema 
całkami szezególnemi od siebie odmiennemi ; a zatém 


LG LIFZDz p* (etis)zu —— pd 
y, =e RR f e ay ARCH 4 _ du 
R 61% ? 


(12) YT 


1—2% bodi jeee 4 *(otirjru 
e e 


0 


4 M Gr! —u) pu. 

4te, Część rzetelna ilości a jest odjemną a ilości b dodalną. 
W tym przypadku całkami szczególnemi równania (4) będą 
widocznie wartości na y, w (9) i (11); a zatćm 


ri robia © (o+ir)cu 2yk2— I ip 
(13) a. * fæ L — a 
-(kc—Vk Zle (ais)ru ON ż— 4 
WA"! 
0 + tt 


W przypadku, kiedy 1 — 2k =0, obie całki szczególne po- 
dane w równaniach (12) tudzież (13) stają się jednakiemi; albo- 
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wiem wtedy według (6) «u — b= 2k = 1, a przeto « —: 1 = —ß, 
B—| = — a. W tym razie mamy tylko jedną całkę szczególną. 
Aby otrzymać drugą całkę użyć można pewnego sposobu poda- 
nego przez KULER'a. 

Załóżmy mianowicie w drugim wzorze (12) 1 — 2k = 8, ro- 
zumiejąc przez ô ilość nieskończenie małą, a będzie a =B—1 
+ ô, — B za — 1 + ò; a gdy nadto dla skrócenia założymy : 


Vk — l 

ru Vk o —Uu.| =Ż, 
o -40T 

wzór nadmieniony zamieni się na 


(kot yhed p e (2yk 1 8 
y =e (kort yaha f e (5 —u) zkdu, 
. 0 


7% 


lub, gdy za zê wstawiwszy 1 +- dlgz; albowiem dla ô nieskoń- 


z = lgz, i opuściwszy wyraz pierwszy jako 


równy wartości na y,, aw wyrazie drugim opuściwszy czyn- 
* nik è jako mogący wejść do ilości stałćj dowolnćj, 


czenie małego - 


u 
6 +- 17 


| TE CZE u) | du. 


Takim samym sposebem znajdziemy w przypadku 4™ dla 
| —2k=0, 


„GobVk=re PSÓW a( 20h „| " 
y,=e ja z (+) 


(424) 


Ję= 
(43a) 


6 +-1r 


STRA, wku u 71 (a sę: b su) 


Kief aa + sj 
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154. W przypadkach tu rozbieranych założyliśmy, że spół- 
czynniki H,, K, Lọ w równaniu (1) tudzież ilość H,L,— K 
są od 0 odmienne. 

Jeżeliby było H,L,— K? = 0, natenczas byłoby także 
k2— ł,=0, jak to z wzorów (2) wypada, a przeto « i ß były 
nieskończonemi. 

W tym przypadku zamienia się równanie (1) w skutek pod- 
stawienia H,ź +H=H,e na następujące : 


1 „a dy | (bay Dy — 
(44) r35 +2(kx +k) = + (kêz + Dy=0, 


z którem tak samo należy postąpić, jakeśmy postąpili z ró- 
wnaniem (4). 

Jeżeliby zas było H,=0, lub H, =0 i K,=0, natenczas 
mielibyśmy równania 


id dy m 
(15) Hz + + 2(K,t 3) Z +(Lf+L)y=0, 
lub odpowiednio 
(16) AEE TAN 


dt? 
które, gdy w nich założymy H = 14, co nie zmnie Jszy ogólno- 
ści, i podstawimy odpowiednio 


ita wyj 


Lit +- L=M, + M albo téż = Lx =+ K? 
sprowadzą się odpowiednio do kształtu : 


(ba) FY Ake k) H+ (kky =o, 
dyi od | 
(16a) T + 2k 7 + (lc + ky =0. 


Postępując z równaniami (15g)i (16a), jakeśmy postępo- 
wali z równaniem (4), znajdziemy ich rozwiązania, 
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RÓWNANIA 0 RÓŻNICZKACH ZUPEŁNYCH 


MB; Uk u 
STOS iE kips 


a 
4 sd! 


PAŃ 
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ROZDZIAŁ XIX 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ O RÓŻNICZKACH ZUPEŁ- 
NYCH RZĘDU I STOPNIA 41%. 


153. Warunki całkowalności.—Zanim przystąpimy do 
nauki o równaniach różniczkowych cząstkowych, zajmiemy się 
przedewszystkióćm równaniami o różniczkach zupełnych, któ- 
rych określenie i kształt ogólny podaliśmy w ustępie 77% roz- 
działu 180; albowiem do takich równań można sprowadzić 
wszelkie równania różniczkowe cząstkowe i całkowanie tych 
ostatnich przywodzi się w wielu najważniejszych przypadkach 
do całkowania pierwszych. 


Oznaczmy przez Z, £,...,%, ilości zmienne a przez A;, r 
gdzie i EE 472, .- „4 myk zeń; 2,0.., 7, *przyczóm AmS 
funkcye tych ilości zmiennych, tedy równania, których teoryę 
wyłożyć zamierzamy, można w skróceniu przedstawić pod po- 
stacią jednego równania : 


+ 


1=m 
(1) a t a Aik dry ARENO rn "MH; 
i=l 
Jeżeli m=1, natenczas mieć będziemy układ r=n— 4 
równań różniczkowych zwyczajnych pomiędzy r --1=n 
zmiennemi, określający przeto wszystkie zmienne z,,...,t, 
jako funkcye jednéj z nich in — 1=rstałych dowolnych. 
Pierwsze więc pytanie, jakie w przypadku ogólniejszym, kiedy 
32 
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m> 4, rozwiązać nam wypada, zależy na tém, czy także 
w tym przypadku ogólniejszym układ » równań (1) określa r 
zmiennych £m4;;. +-+, 2n jako funkcye m zmiennych niezale- 
żnych £,,..., Zm i r stałych dowolnych? 


Chcąc na to pytanie odpowiedzieć załóżmy, że układ (4 
także w przypadku, kiedy m > 1, dopuszcza r całek 


(2) fe (Eis Ty. . ., Ln) = Cn (== a PE N aS 


a przeto, że istnieje » funkcyi tny Tn+g +. +, Zn zmiennych 
niezależnych £,, £y..., © tudzież stałych dowolnych c, 
0,:..,Cr, które równaniom (1) czynią tożsamościowo za- 
dość. Jeżeli się tak rzeczy mają, natenczas podstawiwszy war- 
tości tych funkcyj, wypływające z równań całkowych (2), 
w równaniach (4), będziemy mieli tożsamości 


gdzie hi ioznaczają dwie którekolwiek od siebie odmienne 
liczby 1, 2,...,m. 

A gdy następnie użyjemy znaku d na oznaczenie .różniczko- 
wania przy założeniu, że ilości my1, Umag -3 TA Są funk- 
cyami ilości £4, Za- » +, Tm, będzie wtedy w skutek (3) : 


d.A p, wku, dA, _ 0. 
dz; dzy 


Atoli, ponieważ 


=" 


d.Ap,k __ JA pk Y JAk AT. 
dz; JE; rei Mim DZE 


lub, uwzględniwszy drugą tożsamość (3) dla k=/, 


I 
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i podobnie 


l=r 
d.Åi,x dÅ; U JAG;k 
—— Z—— + 2 Am Z , 
dip Lh ZI OT m +1 


przeto równanie ostatnie zamienia się na następujące : 


lær 
JA ę JA; 0 sk JA; J 
(4) z hk __ s ijk _- 2 (Am k — Api k \=0. 


Wprowadziwszy symbol operacyjny 


NR" d 
(5) i D AET TAN 
możemy równanie (4) krócéj tak pisać : 
(6) A; (Ami) — An (Aiz) 0, 


Ponieważ h, ż są dwie którekolwiek od siebie odmienne 
liczby 1, 2,..., m, a k oznacza którąkolwiek z pomiędzy liczb 
1,2,..., r==n—m, przeto równanie (4) czyli (6) przedstawia 


różnych równań. Tym równaniom powinny uczynić tożsa* 
mościowo zadość wartości na Tay, Zm+a. -+ Zn jakie wy- 
pływają z równań całkowych (2). Ponieważ jednak te wartości 
zawierają w sobie r stałych dowolnych, przeto równaniom 
warunkowym (4) uczynią tożsamościowo zadość powyżćj rze- 
czone wartości na £mą41,. .., £n tylko wtedy, jeżeli te równa- 
nia same przez się są tożsamościami. 


A zatóm : «jeżeli układ r równań (1) dopuszcza r całek, 
określających r zmiennych cy4,...,T„ jako funkcye m 
zmiennych niezależnych «£y,,..., £„ i r stałych .dowol- 
nych c,,...; Cr, fiatenczas społczynniki A;,y uczynią tożsa- 
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pa s B) 4 
mościowo zadość (n—m) ——— równaniom warunko- 


wym (4) ». 
Równania warunkowe (4) nazwiemy « warunkami całko- 
walności » równań (1). 
W szczególności, jeżeli mamy dane tylko jedno równanie o 
ej J J'BO J 
różniczkach zupełnych z.m + 1 zmiennemi 
(7) . dz =A;dx, + A,dz, + ... + Apdzp, 
gdzie A,, A„,..., Am są funkcye wszystkich m + 1 zmiennych 


©, Zis... Zm, natenczas w przypadku, gdy to równanie ma 


określać x jako funkcyę m zmiennych niezależnych z,,..., 


Tm, spółczynniki A; powinny uczynić zadość AA 1) wa- 


runkom kształtu è 


dAn dA; JA; JA; 
PNE u EŃ yi tj, pr aeta 
(8) TA T dc „6 oce 


gdzie h, t oznaczają dwie którekolwiek od siebie odmienne 
liczby 4, 2,..., m. i 


Podstawmy ogólnie dla ¿= 1, 2,..., m 


rozumiejąc przez X, X,,..., Xm funkcye zmiennych «, ż,,.. 
Um, natenczas równanie (7) zamieni się na 


9) Xdz + Xydz, + X,dź, +- .. + Xpdz==0, 


a równania warunkowe (8) przywiodą się po wykonaniu ła- 
twych działań i uproszczeń do następujących : 


brottet E A g żyjpEoiexi 
NZ - ,) + (z HOE Wn CTWERYCH AA 


1! 


to) x (37 
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Ostatnie równanie można symbolicznie pisać pod postacią 
wyznacznika 


X, CH Xi 
(11) JX, JX, JX, |==0. 
1 1 4 


— 5 — 


AL dup? dz 
Warunki całkowalności (10) równania (9) podał pierwszy 
Euler (Institutiones calculi mtegralis, tom III). 


154. Sposób całkowania podany przez Eulera. — 
Dowiedziemy teraz, że « nawzajem układ » równań (1) dopu- 
szcza r całek, określających r. zmiennych £n.,...,c, jako 
funkcye m zmiennych niezależnych 2z4,..., £mi rstałych do- 
wolnych c;,..., c,, jeżeli spółczynniki A;,,, dopełniają wa- 
runków całkowalności (4) ». W- tym celu okażemy, że jeżeli 
warunki (4) są dopełnione, natenczas można znaleźć r funkcyj 
Empis. -2n Z © statemi dowolnemi czyniących tożsamościowo 
zadość równaniom (1). 


Jakoż, uważając naprzód ilości ©s,..., %m jako stałe, spro- 
wadzamy dany układ równań (1) do układu r równań różni- 
czkowych zwyczajnych pomiędzy » +- 1 zmiennemi : 


(12) danti => A idz, > 1, Ży, . 7 


Całkujmy te równania i stałe całkowania uważajmy jako 
funkcye dowolne ilości z,,..., £m. Niech 


(13) Fs EEE Tm; One 1-1 Ta) FC, 8 A r, 
będą całki zupełne równań (12). 


Chciejmy teraz stałe całkowania c, wyznaczyć jako funkcye 
ilości ©s,..., £m tak, aby równania (43) uczyniły zadość ró- 
wnaniom danego układu (1). W tym celu różniczkując równa- 
nia (13) przy założeniu, że także ilości z,,...,cm tudzież c, są 
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zmiennemi, otrzymamy ` 
d 
W: de, + Ste dzą + RRES da,z=de,,8—=1,9,...,r 
JT va La JTn 
a gdy z tych równań wyrugujemy różniczki dznę4s:+., d£n 
za pomocą równań danych (1) a następnie zmienne Zn, . .Tn 


za pomocą równań całkowych (13), mieć będziemy na wyzna- 
czenie nieznanych funkcyj c, równania następujące : 


NĄ 
do, == p 2 Sangi z dii, 


lub, ponieważ według znanego twierdzenia o całkach układu 
równań różniczkowych zwyczajnych (rozdział 1v, ustęp 30) 
zachodzi tożsamość : 


de OP 1980 
(14) SE ia Ant Soala 104 s=l, .. DR T, 
przeto 
= $ 3 $ 

ges 2 (£ + 2 Ai, je ) dz; 
albo krócćj 
(15) de, 3,2, Ael) dry, 8771 2,,..,r 

i=2 


jeżeli użyjemy znaku operacyjnego A,, określonego wzo- 
rem (5). 


Z tych równań, w których jeszcze na stronie drugićj mamy 
ZA Cmąy-..,0ą podstawić wartości, wypływające z ró- 
wnań (18), należy wyznaczyć ilości c, jako funkcye ilości 2%,..., 
zm. Aby jednak to wyznaczenie było możebnóm, zmienna 2, 
nie powinna zachodzić w równaniach (15), co nastąpi tylko 
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wtedy, jeżeli przy wyrugowaniu ilości £m44s. -5 Ta ze spół- 
czynników A; (9;) zapomocą równań całkowych (13) wyruguje 
się jednocześnie zmienna æ, czyli, jeżeli według znanćj wła- 
sności wyznacznika funkcyjnego zachodzi tożsamość, 


JA; (gs) DA: (gs) || JA (os) 
dy || digg | Je DR, 


a EREA A TNO | 
JL, Pył Ay | =0, dla4=4,3,...,m; 
Zd) Z, 


Jr NA dor 
E E P OT 

Że napisane dopiero równania są tożsamościowemi, jeżeli 
warunkom całkowalności (4) staje się zadość, nie trudno oka- 


zać sposobem następującym : 
Uporządkujmy wyznacznik strony pierwszćj według skła- 


dników wiersza pierwszego, mieć będziemy wtedy 


————- 


p JA (9s) L= Ru JA; Cos) ZŁO. 4, złe R;, „dA: (ge) SZ 
oT, JU m1 n 


gdzie R, R,,,,..., Ry,, są wyznacznikami mniejszemi (mino- 
rami) odpowiadającemi odpowiednio składnikom 


JA; (gs) Ailg || DAG (os). 
BLA Oda 1 E, - 


a że z równań (14), gdy je rozwiążemy względem ilości A4.: 
wypływa 


— a Á a a ma > msza] 
s.’ 


przeto równanie ostatnie przywodzi się do następującego 


DA; (Qs) JA; (9;) JA; (9s)__q. 
"az, . = Ay Ami +. . PAY Sa = 0 3 
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czyli krócćj 


I=r 
z Si+ ye JA; JA; (Fs) 
ET R 


TIH SOSE NR T CEAT] 


Wstawmy w to równanie za A; (ę,) wartość 


k=r 
A; (e) = HE + a 


Baca. 


mieć będziemy wtedy po wykonaniu łatwych uproszczeń 


do = Am g 
DA > BAZ Ap zi. 


s >. je 
+ Zaw iat Do 
r ią rE AE iii pz » TA l 
k=r l=r 
3 DPs 3 JAk 
— æ 0: 
6 > Lm pk +5 Asi DA; gA: Em at : 


a że z równania (14), gdy je cząstkowo zróżniczkujemy raz 
względem z;, a drugi raz względem 2,.;, wypływa 


l=r l=r 
2 
A ANE NA LO WSM OAI DB 
DLT, 2 nl DLL +1 = "DU; da 
tudzież 
2 l=r 5 l=r 
0 Da "R, | d'Os JA, l RE 
YYY + Asz ZĘ TE 
OUmkÓT, 4 Saskim 10), gt Thik Emt. 


przeto równanie napisane przywodzi się do 
l=r 


k= 
OCZ PA A JAJ 
Dh SE Ae a Emh 
k=r l=r 


dys JAk < JAk 
„Śp FŻAw YZ : |- 0, 
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lub gdy w wyrazie pierwszym strony pierwszćj zamienimy 
skaźniki k i Z jeden na drugi, i oba wyrazy pod jeden znak 
sumowania podciągniemy : 


k=r =r 
c 0 JA; JA JA; 0A 

dOs th 13k AT A 1,k OE isk 0) 
el Wer NĄ HA 1: ÒL m+i aż) | j 


Przyszliśmy więc do równania, które jest tożsamością, 
jeżeli warunki całkowalności (4) są dopełnione. A zatóm, 
równania (15) nie zawieraja w sobie zmiennćj 2,, a przeto 
ilości c, mogą być z nich wyznaczone jako funkcye samych 
tylko zmiennych z,,...,Ty. 


Całkowanie więc układu (4) » równań o różniczkach zupeł- 
nych pomiędzy n zmiennemi 24,...,%, sprowadza się do 
całkowania nowego układu (15) r takichże równań pomiędzy 
n—4 zmiennemi La... jOa Cy..-;Cr. "Ten nowy układ 
możemy utworzyć dopiero po wynalezieniu całek (13) układu 
równań różniczkowych zwyczajnych.(12), co stanowi niedo- 
godność tego sposobu całkowania. 


Sposób ten, o ile dotyczy on jednego równania różniczko- 
wego, podał Euler (/nst. cale. int., vol III); rozszerzenie tego 
sposobu do układu równań o różniczkach zupełnych podaliśmy 
naprzód w Roczniku Tow. Nauk. Krak., tom XLI. 


155. Sposób całkowania podany przez p. Nata- 
niego. — Nadmienioną dopiero niedogodność usuniemy, jeżeli 
z Natani'm (Crelle Journal, t. LVIII, str. 304) do całek układu 
równań (42) wprowadzimy wartości początkowe zmiennych 
zależnych jako stałe dowolne, t. j. wartości, jakie w skutek 
równań całkowych (13) przyjmą zmienne zależne Zm. +-,Cn 
przy pewnćj wartości szczególnćj ©, na zmiennę niezależną £, 


Jakoż, niech 


(16) Vs(Z4, Lae e D= N 982 PAL Y, 
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będą takiemi całkami układu równań (42), w których stałemi 
całkowania są wartości zyy,. . 2n, jakie przyjmują zmienne 
zależne Zm; . Cn PrZY 24 "©, czyli tak zwanemi całkami 
głównemi. 


Rozwiążmy te całki względem zmiennych zależnych £m+::; 
Zn 


(17) lm+k= X(T, Tas .. „Tm; £ wię: .. EAD kest, kp . -f3 


co—mimochodem mówiąc—zawsze jest możebném, gdyż ró- 
wnania (16) przedstawiają układ całek zupełnych układu 
równań (12); i podstawmy otrzymane wartości w równaniach 
(1), uważając wartości początkowe 2'my,:-.,X» za nowe 
zmienne, otrzymamy wtedy 


i=m 


[a 
> dx? =X A; k — RY 
| OT ms ka ( i ONZ 


i=l 


lub, ponieważ teraz 


dyk 
Ara = i 


gdyż przy stałych wartościach na «%„4x równania (47) przed- 
stawiają rozwiązania zupełne układu równań (12), przeto 


s=r 


dXk 
T via. mgs =F (a - Zi)dsn k= 1, DP. . AB 


i=2 
W tych równaniach należy jeszcze ilości A,» wyrazić za 
pomocą (17) przez £,, £,,. nitmi mkrda n 


Jeżeli teraz ostatnie równania rozwiążemy względem 
damą; . ..,dx'„, otrzymamy równania posiadające tę samą 
własność jak (15), t. j, te równania nie będą w sobie zawierały 
zmiennćj 24, a przeto nie zmienią się, gdy za z, podstawimy 
jakakolwiek wartość szczególną. Ztąd wypływa, że już przed 
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wykonaniem nadmienionego rozwiązania możemy w ostatnich 
równaniach za z, podstawić wartość szczególną 2, byle tylko 
ta wartość była tak dobraną, żeby żadna z ilości A;, nie 
stawała się nieskończoną lub niewyznaczoną, gdyż w razie 
przeciwnym wartości odpowiednie na zmienne zależne prze- 
stałyby być dowolnemi. 


Podstawiajac więc w ostatnich równaniach s”, za £, i uwa- 
żając, że wskutek tego zz(1'4, Ta, -. Lm, Z'm+is . - +,1*„) zamieni 
się na 1n4+z, otrzymamy równania : 


i=m 
(18) da” ZY A dzi, k=4,2,...,r, 

=z 
w których A%% przedstawia wartość, jaką A; przyjmie 
w skutek podstawień 


—— ty 0 L= ' — „0 
zı =l 19 m+ T m -r43: e + gln =u.. 


Z tych równań, które widocznie przed zcałkowaniem 
układu (12) można utworzyć, mamy stałe dowolne, t. j. war- 
tości początkowe zmiennych zależnych wyznaczyć jako funkcye 
ilości zmiennych £a.. .;Tn. 


Te równania tworzą taki sam układ, jak równania (1), z tą 
tylko różnicą, że zawierają one o jedną zmiennę mnićj. 
Albowiem, ponieważ równania 


l=r 
DÅ nk JA; k JAk dA; k 
poz al dp E aa Az; ——— — A =; 
aei ala Y ep iae T 


są z założenia tożsamościowemi, przeto nie przestaną one być 
tożsamościowemi, gdy podstawimy 1, mtis.. -2n Odpo- 
wiednio za Zy, Zm,- Zn, t. je będzie także tożsamościowo : 


I=r 

Ara Mig +X( “a DA hd Aaa hy :) =0; 
OST t; "+ i FT" 

AL; NA A AT m DT mat 3 


http://rcin.org.pl 


508 WYKŁAD NAURI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


a zatém, spółczynniki w układzie (18) dopełniają także warun- 
ków całkowalności. 


Z układem (18) można więc tak samo postąpić, mianowicie 
przez zcałkowanie drugiego układu r «równań różniczkowych 
zwyczajnych sprowadzić go do nowego układu r równań 
o różniczkach zupełnych już tylko z n—2 zmiennemi, dopeł- 
niającego warunków całkowalności i dającego się bezpośrednio 
otrzymać z układu (18) tym samym sposobem, jakeśmy układ 
(18) wyprowadzili z układu danego (1); i t. d. 


156. Sposób całkowania podany przez p. Mayera. 
— Z równań (18) czytamy bezpośrednio, że jeżeliby było 


(19) aS da 3523, 0, ah ZNAĆ, 
natenczas te równania przywiodłyby się do 
Gd, 20, KBA OAE 

a przeto mielibyśmy 
(20) D mik = SIMEN RESA 2,4 437 

W tym przypadku, rozwiązania zupełne pierwszego układu 
równań różniczkowych zwyczajnych (12), wyrażone przez 2, 
i przez wartości początkowe 2m4 ise. HTa NA Umygja 2 Ens 
byłyby rozwiązaniami zupełnemi danego układu (4), jeżeli- 
byśmy te wartości początkowe uważali za ilości stałe dowolne, 


niezależne od Zy.. .,Tm. 


Do tego przypadku, pozornie bardzo szczególnego, można 
zawsze dojść przez stosowne przerobienie równań (1), jak to 
okazał p. A. Mayer (Mathematische Annalen, tom V, str. 448), 
rozszerzając sposób podany dla jednego równania przez 
p. P. Du Bois Reymonda (Crelle Journal, tom LXX, str. 299). 


Jakoż, wprowadźmy zamiast zmiennych niezależnych z, 
La. -Zm nowe zmienne niezależne %;, Ya,...,ym naprzód 
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za pomocą dowolnych pomiędzy sobą niezależnych podsta- 
wień 
(21) T= LLY Y «>Ym), 4=41,2,. Me 

Ponieważ teraz 


h=m 
dai =N < dy, 
fa yn 


przeto równania (1) zamienią się w skutek tyck podstawień na 


hm. 

(22) dzną == X Bradyn k=24, 244.437, 
h=t 

gdzie ogólnie 

(23) By, "Nag K 


Również, wykonywając podstawienia (24) w jakiejkolwiek 
funkcyi f zmiennych 2, Ls,...,2n, mieć będziemy 


ZE _VI Af da, 
dY, ka Ni dy, 


a przeto będzie dla p=l, 2,...,m 


0 dTi d 
A + Ýn, WIES + nA W, (t Shee) > 


i= 


Spółczynniki równań (22) dopełniają warunków całkowal- 
ności, jeżeli też warunki są dopełnione dla równań (1). Albo- 
wiem podstawiwszy w ostatnim wzorze za f 


=m 


dEn. 
BaS > Ak; fach, TrA N 0 
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otrzymamy 
I=r h=m i=m lær 
OBo,k e YB OBo,k _. => ya den JA5,k +DA DÅ h,k 
—— =— ial 
dye śm 3 Yia jaa EY dys Ni fA O Em 


i podobnie znajdziemy 


h=m i=m l=r 
JA; z 


l=r 
Bos + YB. 1 AB AA > dEn dTi (z + JA: l SA ) 
dYa l=l j AE m 41 h=i i dY NA dTi NEST] i Um+1 


jeżeli więc od pierwszego równanią odejmiemy drugie, za- 
mieniwszy w nićm uprzednio skaźniki 4, ż, jeden na drugi, 
mieć będziemy równanie 


Det Dat N(B dBe,4 zam ; et) 
DY E -A Mm 


h=m i= l=r 


Acz Acz] JA JA; k d 
-S Senap a PS 2d, Aa 
oY, Yol oTi ILh EE Lm UC m+-1 


z którego bezpośrednio czytamy, że warunki całkowalności 
dla równań (22) będą dopełnione, jeżeli są one dopełnione dla 
równań (1). 


Stosując zatém do układu (22), równoważnego układowi (4), 
sposób całkowania, wyłożony w ustępie poprzedzającym, 
musimy najprzód wynaleźć rozwi'zania zupełne układu 
r=n—m równań różniczkowych zwyczajnych 


(24) da myk FB, dy, k= 3,: GOL 


i stałe całkowania wyrazić przez wartości 4n44,...,4,, jakie 
zmienie zależne £n++.-,T» przyjmują przy wartości szcze- 
gólnój y, na y, Tak otrzymane rozwiązania układu (24) 
dadzą nam rozwiązania zupełne układu (22), jeżeli w nich 
za Emyn: et a podstawimy te funkcye ilości Ya; es d Um 
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które wypływają z rozwiązań zupełnych układu 


h==m 
(25) b din ra= D B'A KIYA, KN, Ź, 40a 0.5705 

h=2 
gdzie ogólnie B',; oznacza wartość, jaką przyjmie By 
wskutek podstawień 


Y= yY Uma ŻW — 45 -~a gln ss 4 


157. Ciąg dalszy.—Podstawienia (21), za pomocą których 
przeszliśmy od układu (1) do układu (22), chcemy teraz tak 
dobrać, aby w równaniach (25) wszystkie spółczynniki B'% x 
przywiodły się do zera. Widocznie dopniemy tego celu, gdy 
nowe zmienne niezależne %4, Ys,...,ym wprowadzimy za po- 
mocą podstawień 


(26) Ti =x; + (Yy — y xa 1=1,2,...,m, 


rozumiejąc przez yy i %; wartości szczególne, a przez x; 
funkcye zmiennych Yi, Yq,...,ym, które tak powinny być 
dobrane, aby równania (26) były pomiędzy sobą niezależne ze 
względu na ilości %4,.. -;ł/m. 


W skutek tych podstawień będzie według (23) 


| j i=m 43 
(27) Puk =ŻA,|x + (y, — yn) z | 
adlah>l 

> i=m 3% 
(28) Br, = (1 — PZA "mej 


Jeżeli więc ilości yy damy taką wartość szczególną, aby 
żadna z m funkcyj x; nie stawała się nieskończoną lub nie- 
oznaczoną dla y, = 4°, a nadto wartości szczególne a”y...,T”*m 
tak dobierzemy, ażeby także wszystkie spółczynniki A;,4 pozo- 
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stały skończonemi i oznaczonemi przy wartościach 2, = 2%, 
La =1y...yllm=1Xm, natenczas w założeniu y,;=y, będzie 
według (28) każda z ilości B}, dla k>4 równą zeru, gdy 
tymczasem ilości B, przyjmą według (27) wartości skończone 
i oznaczone. A zatćm, jeżeli użyjemy podstawień (26), w skutek 
których równania (1) zamienią się na równania (22), naten- 
czas rozwiązania zupełne układu r=n—m równań różnicz- 
kowych zwyczajnych (24), wyrażone przez y, i przez wartości 
początkowe na Zpay.+.;Tn dla y, zy), przedstawiać będą 
oraz rozwiązania zupełne układu (22), jeżeli nadmienione 
wartości początkowe będziemy uważali za ilości stałe dowolne, 
od zmiennych y,,...,ym niezależne. Z tych rozwiązań otrzy- 
mamy rozwiązania zupełne danego układu (1), jeżeli podsta- 
wimy w nich napowrót za y,, ya,...,ym Wartości z podstawień 
(26)wypływające. W najprostszy sposób uczynimy zadość wa- 
runkom, jakim poddaliśmy podstawienia (26), skoro założymy 


(29) T= y; 
tudzież dla t=2, 3,...,m i 
(30) ti= + (y —YDY 


dobierając przytém ilości stałę yy, %2... „Um tak, aby dla 
Ty ZY Tą ZU'y,...jlm=2m Żadna z ilości A; z nie stawała 
się nieskończoną lub nieoznaczoną. Wtedy będzie 


(31) B,k=A;,,k + YsA>k +... -t YmÅm, ks 
a dla >14 
(32) Br, = (Y, — Y'A nk. 


Mamy więc następujące prawidło na całkowanie układu 
równań o różniczkach zupełnych, których spółczynniki dopeł- 
niają warunków całkowalności : 
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« Ażeby zcałkować w zupełności układ r=n— m równań 
o różniczkach zupełnych 


1=m 


(a) dz AZ D Adan EE A 2. EETA 
1=4 
których spółczynniki A; dopełniają (n— m) mię wa- 
runków całkowalności 
l=r 
JApk JAG JA pk JA; k 
IF i e] i 907 1. A U = 
JT; NE +5 (a n ALm gu c) A 


gdzie h=1, 2,...,m—1, k<iŚm, a k=l,...,r, wprowa- 
dźmy za m zmiennych z,,...,%, m nowych zmiennych y;,..., 
Ym za pomocą podstawień 


(b) mı zy a dla i >A mia; + (7, —Y%Y» 


dobierając ilości stałe y',, £s. ..,%°m tak, aby żaden ze spół- 
czynników A; nie stawał się nieskończonym lub nieozna- 
czonym dla 2, zy, Tą T a : +, Zm FT 


W skutek tych podstawień dany układ przejdzie na układ 
nowy 


h=m 


(c) dEms = X Brdy, pi , 2, dt «yy 
h=1 

w którym spółczynniki 

(d) Byz = Aik SE YÅ sk sN i YmÅmks 

a dla h>1 


Bra "(4 —Y JAR 
dopełnią także warunków całkowalności 


l=r 


dB; k dB; k Byk | 
sięna di B; — B = 
dyi Yn +> ji Lmt m JT m+-1 


33 


514 (WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACE RÓŻNICZKOWYCH. 


Jeżeli wynajdziemy układ zupełny całek głównych układu 
r=n— m równań różniczkowych zwyczajnych 


(e) dn. = B,ydy,, k=4, 2,...,7, 


to te całki będą zarazem całkami układu (c), jeżeli tylko w nich 
wartości początkowe <tpsa,...,Xn ma zmienne zależne 
T©-1)*+ 71, Odpowiadające wartości szczególnćj y°, na zmiennę 
niezależną y,, uważać będziemy jako stałe dowolne od 
Yg:--;Ym niezależne. A jeżeli w tych całkach podstawimy 
za y;,...,ym zmienne pierwotne z,,...,c,, t.j. jeżeli w sku- 
tek (b) wstawimy w te całki 


e. ce 
—yh 


wtedy otrzymamy układ zupełny całek danego układu (a). » 


(7) YET WIAT, YZ 


158. Dla wyjaśnienia teoryi wyłożonćj rozwiążemy kilka 
przykładów. 


PRZYKŁAD 45y. — « Znaleźć równanie powierzchni, która 
należy jednocześnie do rodziny powierzchni obrotowych, okre- 
ślonych równaniem różnieczkowóm cząstkowóm py— qxz =0 
i do powierzchni stożkowych, określonych równaniem 
pz + qy =z (ustęp 18) ». | 


Z podanych powyżćj dwóch równań wypływa 


Podstawmy te wartości w równaniu dz = pdr + gdy, mieć 
będziemy wtedy równanie różniczkowe szukanćj powierzchni 


yz 
r? y? gy T 


Warunek całkowalności jest dopełniony. Aby znaleźć całkę 
tego równania, postapmy sposobem Eulera. 
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Uważając naprzód y za ilość stałą, mamy równanie ` 


PETAN 
czyli 
dz__ A 
z Ery 
którego całką ogólną jest 
z= Fy. 


Różniczkujmy to równanie, uważejgę | także yi i c zazmienne, 
mamy i 


dz=—F— dr+ M at +yz Fy? de; 
vty o o ye 
a gdy tẹ wartość za dz i jake |. za z podstawimy w daném 
równaniu, będzie 


Va Fy .de=0, t.j. c=stałćj. 
Równaniem więc skończonćm powierzchni szukanćj jest 


ENEFA, 
czyli 
2 
z + y? — > = (0 
przedstawia ono ostrokrąg, jak to łatwo można było przewi- 
dzieć. 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie dane jedno równanie o ró- 
żniczkach zupełnych z 4%a zmiennemi 
(y + z+ ujde + (z +u + zydy + (u + z + y)dz 
+ (£+ y + z)du=0. 
Kładąc X= y +3 +u, Y=z=+u+ z, Z=u +t + y, 
U=zr+y+z, 
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można sięłatwo przekonać, że wszystkim trzem warunkom 
całkowalności 


O REE | UA. E A UY, Z 
JU, 3X, DY NY AZ JU, dY, ƏZ 

s=(); ==Q, ==a 0; 
1 eA odoj wiadsjyke skał kokad 
du dr" dy du” dg” dz du’ dy” dz 


zadość się staje, a przeto, że dane równanie określa jedną 
zmiennę u jako funkcyę trzech zmiennych £, y, z. 

Celem wynalezienia tój funkcyi, podstawiamy w równaniu 
daném za zmienne niezależne z, y, z nowe zmienne 6, 5, £ 
za pomocą.podstawień 


w skutek czego otrzymamy : 
[2(n + 6 + n2)5-- (U+ n -+ g)u JdE +-(66 + u + Eiden 
+(u-+ 5 + nide + (1+7 +t)du=0, 
i całkujemy równanie między dwiema zmiennemi 6, u 
[2h+t-+no)E+(H+r+Q)u JdE+-(1--n+zEdu =0, 
które także tak pisać można i 
(n-+q-+ng)d(23)-+( +n-+e)d(gu) =0. 
Całkując to równanie mamy 
(nent) HA +7-+0)5u— stałej ; 
a gdy przywrócimy pierwotne zmienne, będzie 
cy +23 +yz+ cu+yu + zu =stałćj. 
Ostatnie równanie jest całką równania danego. 
PRZYKŁAD 3“ „— Niech będzie dane równanie 


| Lä) ;_ 
9 
duż |. opa tND Na Fady + EE. dz. 
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Ponieważ wszystkie trzy warunki całkowalności są tu 
dopełnione, a przeto równanie jest całkowalnóćm przez jedno 
równanie pierwotne, kładąc zatóm 


y=n, =, 


i całkując równanie między dwiema zmiennemi z i u: 


śe, PYŁY 2(0-ra) 
| ej nyv20(0-Fa) tg m |, 
czyli 
du 
da SZEŃ =(=} Vea 
otrzymamy 


u=yrF a| e + (ny2 jeh 


czyli, przywróciwszy pierwotne zmienne, 


u= yoray raj E, 
i to jest rozwiązaniem zupełném danego równania. 


PRZYKŁAD 4ty. -— Niech będą dane dwa równania o różnicz- 
kach zupełnych z czterema zmiennemi : 


dz =— zdy, 
du = —zdz + (yz — ujdy. 
Kładąc 
A=0, B=—z; A= —z, B=yz—u, 
w skutek czego mieć będziemy : 
dz = Adx + Bdy, 
du= A'dx + B'dy; 
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łatwo możemy się przekonać, że oba warunki całkowalności 


SM OB. 00 A E 
yy: dL ta dz HE du Wz du 
49) 3B' |afdhhy aA 9, 10B% wyABI 


są dopełnione; a przeto, że napisane równania określają z i u 
jako funkcye dwóch zmiennych x i y i dwóch stałych do- 
wolnych 


Aby otrzymać rozwiązania zupełne, dość podstawić w da- 
nych równaniach 
yY =ni, 
i zcałkować układ dwóch równań różniczkowych rzędu 4° 
z trzema zmiennemi 4, z, u 
dz=— zdz 
du = [— z + (nzx —u)n]dz. 
Pierwsze równanie daje 
z=ce "*; 
w skutek tego drugie zamienia się na 


du 3014 aiy 
A ; 


Całkując to równanie linijne, mamy 
2 
w e +c aa — cz | 


Przywróciwszy zmienne pierwotne, mieć będziemy jako 
rozwiązania zupełne 


z = eem, 


2 
"— Z 
u=ce hig m. 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ III. RÓWNANIA O RÓŻNICZKACH ZUPEŁNYCH. — ROZ. XIX. 549 


PRZYKŁAD 5tY. — Niech będą dane jeszcze dwa równania 


Oba warunki całkowalności są dopełnione, przeto napisane 
dwa równania określają z i u jako funkcye zmiennych nie- 


zależnych z i y. 
Celem wynalezienia rozwiązań zupełnych dość położyć 
Y= nT, 
izcałkować dwa równania różniczkowe zwyczajne z trzema 


zmiennemi Z, Z, u, 
dz du 


dz 
Cu—Dz  D(l-Fx*)c—(A+ Bnju ABG Fe 
Te dwa równania można widocznie zastąpić dwoma nastę- 


pującemi : 
zdz+-udu 


EN — U-Fr)z(Dz=Cu)” 


czyli 
(A+Bn)dz+-Gdz + Du=0 i A +r'*)edc+-zdz--ud 
Całkując te równania, mamy 
Ac+-Bnc+-0z+ Du=C, 
ana +2 +u =", 
lub przywróciwszy zmienną y 
Ar+By+Cz+Du=Q' 
ary +2 +UW=L'; 


C i C” są dwie stałe dowolne. 


€ 
O 


PLEI elt: pe E a S 
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CIĄG DALSZY. — ZAGADNIENIE PFAFF'A. 


159. Twierdzenie Pfaffa. — Poznaliśmy, że układ 
n — m równań o różniczkach zupełnych rzędu i stopnia 48° po- 
między n zmiennemi, określa tylko wtedy n—m zmiennych 
jako funkcye m zmiennych niezależnych, jeżeli spółczynniki 
równań dopełniają pewnych warunków całkowalności. Pozo- 
staje nam jeszcze zbadać przypadek ogólny, kiedy spółczyn- 
niki danych równań są zupełnie dowolnemi funkcyami ilości 
zmiennych, a mianowicie: na czćm zależy rozwiązanie takich 
równań i jak wynaleźć ich rozwiązania zupełne. Ograniczmy 
się wszakże uwagą jednego równania różniczkowego, przypad- 
kiem jedynym, który w dzisiejszym stanie umiejętności grun- 
townie i wszechstronnie jest zbadany. 


Niech będzie dane równanie o różniczkach zupełnych rzędu 
i stopnia 480 pomiędzy m + 1 zmiennemi 


(1) Xdz + Xydz, + Xdz, +. . . + X„dem=0. 


Jeżeli spółczynniki X, X,, X,,.., Xm są zupełnie dowolnemi 
funkcyami zmiennych z, 2,,..,%w, a przeto nie czynią zadość 
znanym warunkom całkowalności, natenczas równanie napi- 
sane nie określa jednój zmiennćj jako funkcyę m zmiennych 
pozostałych. Zachodzi więc naprzód pytanie : ile z pomiędzy 
zmiennych równania (1) jest zmiennych zależnych, czyli in- 
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nemi słowy, z ilu równań całkowych składa się rozwiązanie zu- 
pełne tegoż równania przy zupełnćj dowolności jego spółczyn- 
ników ? 

Aby na to pytanie odpowiedzieć, załóżmy, że rozwiązanie 
zupełne równania (1) składa się z k równań całkowych 


(2) fala, Tis a 10 a) cih, ipa et dawek a k<m+1. 


Jeżeli wtedy z tych k równań całkowych wyrazimy k zmien- 
nych z, Ls .,cy-, przez m—k-+1 pozostałych zmiennych 
Lks Cpęgy:' Lm tudzież przez stałe dowolne c; Cz,.., Cry W sku- 
tek czego 


JT; JT; JT; be 
dmęs SE dry it... + ja Tm 1=0, 41, 2, k—1, 


i tak otrzymane wartości za te zmienne i tych zmiennych róż- 
niczki podstawimy w równaniu (1), mieć będziemy równanie 
tożsamościowe : 


l=m R dr 
DES > sj )dzi=o, 
l=k i=0 


które z powodu, że zmienne £i ty,,,.., ©„ są pomiędzy sobą 
niezależnemi, rozkłada się na m — k + 1 następujących : 


R de, 
| p aż. = l= k ... . 

(3) X, 22 Ne, 0, k, k+4, m 

Równania (3), którym czynią tożsamościowo zadość roz- 
wiązania równań całkowych (2) względem z, 2,,.., zy__,, będą 
tożsamościowemi, jakiekolwiek wartości nadamy ilościom 
Cs., Ck, azatóm utrzymają się one i wtedy, gdy za cĉ. , Ch 
podstawimy odpowiednio całki /,,.., fr- 

Wiedząc to, wyraźmy za pomocą k równań 


lE falt, Tiz». .y/lm), 
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zmienne Z, Lise, Dri pPYZEZ Tp, kyn.» tm tUdzież przez funk- 
cyę fises fk, uważane za nowe zmienne, w skutek czego bę- 
dzie 


=M = 


da= Nz, do „da 1=0, 1, PPR „„,k— 1, 


i tak otrzymane wartości oy w pierwszéj stronie ró- 
wnania (1), mieć będziemy wtedy | 
Xdz + Xudz, + .. .-+ A ndem 
l=m ill h=k 


=y(x+X xi ja) + X Pdf 


I=k 
Inb, w skutek (3) 
(4) Xdz + Xuda, +... +-Xmdzen =F;,df, + F,;df4+-.. „+ Fxdfź, 
gdzie ogólnie 
i=k—l 


(5) Roz EE , K=41,2,.. k. 
=0 


A zatém : » jeżeli funkcye /,, fas.» fx- sa całkami równania 
(1), natenczas pierwsza strona tego równania daje się przy- 
wieść do postaci 


6) F,df, + F,df, +. . . -Fidfi, 
gdzie F,, F,,.., F są pewne funkcye zmiennych M BRI Duc B 


Nawzajem ; « jeżeli pierwsza strona równania (1) daje się 
przywieść do kształtu (6), i jeżeli /,, Fn są funkcye zmiennych 
Z, Ty s+», &m Od siebie odmienne, natenczas funkcye /,,.., 4 | 
będą całkami tegoż rownania ». 


Jakoż, jeżeli położymy 


frZECy 44% ,fUSZ tw, 
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wtedy równanie (4) przywiedzie się do 


d 


Xdr + X,dr, +. . . + X„dz,=0, 
t. j. stanie się zadość równaniu danemu (1). 


Możemy teraz wyznaczyć liczbę całek od siebie odmiennych 
równania (1) przy zupełnćj dowolności jego spółczynników. 
Jakoż, jeżeli fi, f.. fz Są temi całkami, to te całki powinny 
czynić tożsamościowo zadość równaniu (4), czyli co na je- 
dno wychodzi, m-+-1 równaniom 


X=F,h + P+... Pig 


—p A. p Sha dfr 
(z) X = Git odór" M, Di 


0 [e 
Xn=F, s h r, Su. WEA 


ztych więc równań powinny się dać wyznaczyć tak całki fn 
jako też funkcye F}. Ponieważ jednak mamy m+1 równań, 
z których trzeba wyznaczyć /,.., f%, F4,.., Fz t.j. 2k ilości, 
przeto liczba m-+1 nie może być większą od liczby 2k; albo- 
wiem w razie przeciwnym, po wyrugowaniu ilości /, 1 Fa po- 
między równaniami (7), otrzymalibyśmy m — 2% + 1 związ- 
ków pomiędzy spółczynnikami, te spółczynniki nie byłyby 
więc zupełnie dowolnymi. Ztąd wypływa, że liczba m + 1 po- 
winna być albo równą 2k albo też równą 2k — 1. W przy- 
padku pierwszym liczba całek równania (1), wchodzących 
w skład jego rozwiązania zupełnego będzie równą k, w dru- 
gim zaś razie równania (7), po wyrugowaniu z nich k funkcyi 
F,, dadzą k—ł równań pomiędzy k całkami /,, skutkiem 
czego jednę z nich można dowolnie obrać. 


Mamy zatóm twierdzenie następujące : 
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« Równanie o różniczkach zupełnych, w którćm spółczyn- 
niki są funkcyami ilości zmiennych zupełnie dowolnemi, po- 
siada liczbę całek od siebie odmiennych równą połowie liczby 
zmiennych do równania wchodzących, lub tóż połowie téj 
liczby zwiększonćj o jedność, według tego czy liczba zmiennych 
jest parzystą lub tóż nieparzystą. W przypadku drugim jedna 
całka jest zupełnie dowolną. » 


Twierdzenia tego dowiódł pierwszy Pfaff (Abhandlungen 
der kónigl. Acad. der Wissenschaften in Berlin, z roku 1814). 


Ponieważ według tego twierdzenia w przypadku nieparzy-- 
stój liczby zmiennych w równaniu (1), jedna całka może być 
dowolnie obraną, przeto, ustanawiając pomiędzy temi zmien- 
nemi jakikolwiekbądź związek, i za pomocą tego związku 
rugując jedną zmiennę z równania, otrzymamy nowe równanie 
z parzystą liczbą zmiennych. Całki tego nowego równania 
w połączeniu z nadmienionym związkiem będą całkami ró- 
wnania pierwotnie danego. Z tego więc powodu możemy się 
w dalszym ciągu ograniczyć uwagą równań o różniczkach 
zupełnych z liczbą zmiennych parzystą. 


160. Rozmaite rodzaje całek i związek pomiędzy 
niemi zachodzacy. — Biorąc pod uwagę jedynie równanie 
o różniczkach zupełnych z parzystą liczbą 2n zmiennych 


(4) X,dz, + X,dz, +... + Xs„dz., =0, 


wiemy już, że przy zupełnćj dowolności spółczynników X,,.., 
X, to równanie posiada n od siebie odmiennych całek, i że 
wynalezienie tych n całek sprowadza się do wynalezienia n 
funkcyi fa i tyluż funkcyi F», czyniących tożsamościowo 
zadość równaniu i 


(2) X,dz, + X,dz,+-. . . + XyndEyn = F dh HE Aht. o +Fnd/f,, 


P 


CZĘŚĆ III, RÓWNANIA O RÓŻNICZKACH ZUPEŁNYCH. — ROZ. XX. 825 


czyli krócéj 


i=2n h=n 
(2a) +" Xid; = X Frdfa. 
i=i h=1 


Nim przystąpimy do rozwiązania tego zagadnienia, dowie- 
dziemy, że dopuszcza ono nieskończenie wiele rozwiązań, 
wszelako takich, że z jednego można otrzymać wszystkie inne 
podług pewnego ściśle określonego prawidła. 


Jakoż, jeżeli r z pomiędzy całek /Ą, /,,..,/„ n p. całki fs., 
f» przyrównamy do funkcyi dowolnych'n — r pozostałych ca- 
tek f,.,,.., fa i n stałych dowolnych yis., Yn 


(3) JĘŻE LLF( ZOE Cyf ia Yije». sYa) E= I PAPER A 
natenczas równanie (2) zamieni się na : 
Xydzy + Xądzą ag SA +X d£ n ZP; dfe 4 


(4) 
+D, dft . . . + Bndf,, 


gdzie ogólnie 
(5) PD, =F p r HEM (Ar) Hr, Ar) ms +F, M(x); 
kastid na, 


i rozumiejąc przez H;(/,..1) pochodnę funkcyi II, co do f+; a 
zatćm, równaniu danemu (1) uczynimy zadość kładąc albo 


(6) fra = Cq+-13 fra = Oppe * 1 „fa = Cn, 
albo tóż 
(7) dh neon BsSEOS TRZ U. 


W przypadku pierwszym równania (3) i (6) przywodzą się 
do układu równań całkowych pierwotnie danych 


(8) CZ Tą.» En) EC hs= 4; 2, e.. h5 


w przypadku zaś drugim, rozwiązawszy równania (3) i (7) 
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względem stałych dowolnych %, %,.., Yn otrzymamy nowy 
układ całek 


(9) CZY Lazee. reS Yhy h cj r 2, s.. 


Jeżeli pierwotnie dany układ całek (8) nazwiemy układem 
całek zupełnych, to układ nowy całek (9), wypływający z roz- 
wiązania równań (3) i (7) względem stałych yn, z powodu, że 
zawierają one w sobie funkcye dowolne II, nazwiemy ukła- 
dem całek ogólnych. Dając funkcyom dowolnym II, coraz in- 
szy kształt, tudzież zmieniając ich liczbę r w granicach 4 i 
n-—1 otrzymamy nieskończenie wiele układów nowych całek 
zupełnych z równań? (3) i (7). 


Okażemy teraz, że nawzajem każdy nowy układ całek zupeł- 
nych otrzymuje się z układu całek zupełnych pierwotnie da- 
nych, sposobem tylko co wyłożonym. 


Jakoż niech 
(9) Palt, Pozen EARE Ji 1, Bah. ny 


będzie układ całek zupełnych równania (1), odmienny od 
układu całek pierwotnie danych 


(8) PEA RE PAPES a EE Oh =l, > REE A 
Mieć będziemy wtedy tożsamości 
Xydzy + Xądzz+. . . +X ndIm = Fydf, +. . . --Fndf,, 
jako tóż 


X,dzy + X,dz,--. . . +Xaqndzy "Wyd, +  s0W+...+Wdyn; | 


a przeto także 


(10) Fydf; + Fsdf, +.. +E nd fa == Wydy, + Wyd, +... Wdy. 


Uważając ilości 4, i Wy jako zmienne niezależne, a ilości fa i 
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F, jako ich funkcye, które otrzymamy, wyrażając że 

NEK(T Sus sTg) 

W, NAE Tą TA Ean), 
zmienne Z,, Ly.. Lan przez $n i Wy, i wartości otrzymane pod- 
stawiając w 

fi = filt Lazee. Lyn) 

Fi = Filli Tą, . + Cn)» 


mamy w skutek (10) 


k=n df, 
(44) W,= JF: zy nA h=1,2,...,n, 
k=1 
tudzież 
1 =n 
(12) 0= Myy, h=4,2,...,n. 


Z równań (12) czytamy, że funkcye /,, wyrażone przee Yi 
W, ze względu na ilości W, nie są pomiędzy sobą niezależne; 
albowiem według (12) wyznacznik funkcyjny 

Na, fas vafa) 

WW... W) 
przywodzi się do zera. Pomiędzy więc ilościami /, tudzież ilo- 
ściami dy zachodzić będzie pewna liczba np. r związków nie 
zawierających w sobie żadnej z ilości W,, w skutek których 
będzie 


1 3) hZZU(fr4-->/n> Pisses Pn), E E 


Podstawiając te wartości za, w równaniu tożsamościowém (10), 
mam y 


k=n—r l=r 
> [Fy PALK ra) (fess 
I=t 


k=A 
h=n l= h=n 

+ D Şir (Yn)dyr= ż Wdy, 
h=t =] 
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lub, ponieważ teraz według (43) i (11) 
I=r 

Y= Y Fpa), 
Hi 


przelo 
(14) Dr, dfr t B,.,0f,4,+-. 3 . +Ö,dfn = 0, 
gdzie ogólnie 

i=r 


(15) 10, += Frs X FACe), k=1, 2,...n—r; 
Ei 


a zatém musi być, albo 


(16) fr44 = Crys Tac Oa A Z Gu 
albo téż 
(AT) Dy, = 0/01, 0, ;/,)B, 20, 


Równania (16) i (13) prowadzą.do pierwotnego układu całek 
(8) , równania zaś (17) i (13) wykazują związek między układem 
nowych całek 4, a układem pierwotnie danych całek fa. Po- 
nieważ równania (13)i(17) nie różnią się niczćm odpowiednio 
od równań (3) i (7) , przeto układ całek nowych otrzymuje się 
z układu całek pier wemyýeh jedynie sposobem powyżéj wyło- 
żonym. 


Z kształtu równań (17), które wedlug (45) są linijnemii je- 
dnorodnemi względem ilości F,, F,,.., Fa, wypływa, że jeżeli 
z równań (13) i (17) wyrazimy całki nowe 4%, przez dawne fh 
tudzież przez ilości F,, to natenczas na 4, otrzymamy wyra- 
żenia kształtu : 


(18) h =h (fofo sl FE p Sz), ea 


Możemy więc wypowiedzieć jeszcze twierdzenie następu- 


CZĘŚĆ III. RÓWNANIA / RÓŻNICZKACH ZUPEŁNYCH, — ROZ. xx. 529 
jace: « Jeżeli fi; f,,.., fn przedstawiają jakikolwiek układ ca- 
łek zupełnych równania 


X dr, + Xda... +X mdm = 0, 


a F,, F,,.., Fn oznaczają takie funkcye zmiennych £; 24,.., Lans 
że zachodzi tożsamość 


Xyda; + Xada,+...-+XAudzy, =F dfi + F,d/,+...Fxdfn, 


natenczas każda całka nowego układu całek zupełnych jest 
pewną funkcyą całek tamtych tudzież stosunków pomiędzy 
ilościami F,, F.,.., F,. » 


161. Sposób całkowania, podany przez Pfaffa a 
udoskonalony przez Jakobiego. — Według twierdzeń, do- 
piero dowiedzionych, całkowanie równania o różniczkach 
zupełnych z 2n zmiennemi 


ain 


(1) MX: dei =M, 


=i 


przy zupełnéj dowolności spółezynników X:, sprowadza się 
do wynalezienia n funkcyj fa i tyluż funkcyj F; takich, aby 
było tożsamościowo : 


h=n 


(2) Sy, de; =N Frdfa. 


h=i kal 


Wynalezienie tych funkcyj polega na twierdzeniu nastopi 
jacém, dowiedzioném najprzód przez Pfaff a 


« Równanie różniczkowe (1) można zawsze za pomocą sto- 
sownie dobranych podstawień, wyrażających 2n — 4 ilości 
zmiennych przez zmiennę pozostałą tudzież przez 2n —1 no- 
wych zmiennych, zamienić na inne tego samego kształtu, za- 


wierające jednak tylko te nowe zmienne. » 
34 
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Dla udowodnienia tego twierdzenia pójdziemy drogą, wska- 
zaną przez Jakobiego (Crelle Journal, tom 1I, str. 347-357 
i tom XVII, str. 97-162). 

Załóżmy, że podstawienia 
(3) e= Cm Di Derea Arna) (EH THA 
w których z,,...,a*g, 1 SĄ nowe zmienne, dopełniają warunku 
wypowiedzianego w powyższćm twierdzeniu ; załóżmy nadto, 
że przy jakiejkolwiek wartości szczególnćj Zon = £n (x, może 
być także równe 0) zmienne z; przyjmują wartość 2%, co np. 
nastąpi, gdy założymy 

TZT; + (Lon — W a)zilT p Taye 001); 
i dajmy nareszcie, że drugie strony równań (3) są funkcyami 
pomiędzy sobą niezależnemi ze względu na nowe zmienne, a 
przeto,.że z nich można nawzajem wyrazić nowe zmienne 
przez zmienne pierwotne. 

Jeżeli w równaniu (1) za z; podstawimy wartości (3) a za 
dz; wartości 


dz;== 5: SB) P+ zh da yaaa Na 2,...,20—1 


mieć będziemy wtedy 


i=łn kzzżn—1 
(4) DRCZ = > A dx’; za py Bdzy,, 

i=l k=i 
gdzie 

i=n—1 Èi 
ka: A 
(5) A= M, Xipe k51, 2. Eep 
i=l 
tudzież 
i=2n—1 12 
2g Gia 5 

(6) B=Xu+ D Xe, 
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Według założenia powinno być tożsamościowo B=0, t.j. 


a Db 

X, + X; — = 
e > , a Lon i 

: « salsa 

lub, ponieważ =, przeto 
b) 
Lon 

1=2n „b, 


(7) PR ap 


a spółczynniki Az albo powinny nie zawierać w sobie zmien- 
nćj £z, albo, jeżeli ją zawierają, to ta ilość powinna wchodzić 
tylko do czynnika spólnego wszystkim spółczynnikom A;, 
skutkiem czego stosunki 


Ti 
To 5) 


j ET. E g. TAA 


powinny być niezależne od £n, a przeto nie powinny się zmie- 
nić, gdy w nich za £% podstawimy jakąkolwiek wartość 
szczególną z”. 


Ponieważ z założenia przy wartości zy = m zmienne 
Dy, Cae. Ema przyjmują odpowiednio wartości £), T'a 
<-i; przeto według (5) wyrażenia A, przejdą odpo- 
wiednio na X*;, rozumiejąc przez £% wartość, jaką przyjmie 
X; wskutek podstawień 


p — 70. m—70 f — i) 
L= 13 L= L aeee Emn ZL 2n. 


Będzie więc 
ASAL Z Agirętdy Ą EX, SE, FZĄ Fry A X i; 
lub ogólnie 


A KTT NX, y 
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czyli według równania (5) 


i=2n—1 Je 
a OT 
> X; Je, = NX, *k=1, 3,...,2n—1, 
i=l 


gdzie N jest funkcyą zmiennéj zy, którą mamy wyznaczyć. 


* 5 à RAW 
Równania ostatnie, które z powodu że so = —=(), także tak 
c. k 


pisać można : 


i==2N 3 
(8) PRS 2 diNya pigg phie gh igo 


i=i 


w połączeniu z równaniem (7) powinny nam dać podstawienia 
(3) tudzież wartość funkcyi nieznanćj N. 


W tym celu sprowadzimy te równania do postaci dogo- 
dniejszéj. , 


Różniczkując równanie (7) cząstkowo co do 2%, a równania 
(8) co do 13, w założeniu, że według (3) ilości z, są funkcyami 


BETETT j WRI t JL NA 
UOŚCI Zyję © 1 jez m. 1. DARNIECUJĄC, ŻE > * 20, ję ==, 
dL’ k OL2 
mamy 
i=2n j=ln. „, i=2n 
x 5 dX; NJ JT; > * NT; yt? 
„0 , 
i==1 j=l JE; NE k Lon =] YJ = 
tudzież 
i=ln J=n <> i=?n 
ATON, day da 0, 0% Frk 
Dr a dy DJ A a 
i jel CLj Oln CL k AI OL kKOLon Lan 


a odjąwszy równanie pierwsze od drugiego, zamieniając przy- 
tém w summie podwójnćj równania pierwszego skaźniki č, j 
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jeden na drugi, a za X, podstawiając wartość (8), będzie 


t=2n j=2n 


ie = dwi A N E de; 


At a. Dei) Oz dz N oa T 
Ng L 2 i=l 


i= j=1 
Jeżeli następnie dla skrócenia położymy 
A), i d j 
(9) pi = 


i zauważymy, że 


i=2n j=n i=2n 
< 260) ac; das __OIgN R. Az, Bi uei 
$ f 6 y = SB p) -p 2 OM LR. aa 
; pa WE Icy, DA Js, ma YA 2 Ży , , 
= —| = 


czyli raczćj 


i=2n—i j=2n N i=2n—1 
Z; JT; A1gN Ti 
S TEDi a = 3l 2 Xi jr ; k=1,2...,2n—1; 
i=| j=l Ten $ % 
{ JE. j 
albowiem = =0. 
OŁ. k 


Ponieważ z założenia podstawienia (3) mają być funkcyami 
niezależnemi pomiędzy sobą ze względu na nowe zmienne, 
przeto wyznacznik funkcyjny 

NC La, .. A MP 
0:47,, ds + eg Da) 
nie może być zerem i równania ostatnie przywodzą się do na- 
stępujących : 
j=2n 


x JISN , | 
(10) XG ATE Xpo i=1, 2,...,2n—l. 
JEI m 
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Aby jeszcze równanie (7) sprowadzić do postaci równań (10) 


d lgN 
pomnóżmy je przez a a potóm za X; : = podstawmy 
2n Lon 


w niém wartość (10), otrzymamy wtedy 


i=2n—1 j=złn—1 pk. 


dr; AT; AIgN 
2 2 (C D Tam ZA 9-2 set = - + Xa Lon ma € 


REA ID 
= 


lub, ponieważ wyraz pierwszy w napisanćm równaniu jest 
równy zeru, albowiem według (9) (4, /) = — (j, 2), (4, 7) =0, 
a wyraz drugi zmieni znak, gdy za (4, 2n) napiszemy (2n, č), 
ostatnie więc równanie można tak pisać : 


„JE y, Ag 
(11) DAC e en 


Równania (40) i (11) są zupełnie równoważne równaniom (7) 
i (8). Ponieważ zaś te równania zawierają w sobie tylko 
pochodne co do £a, a do ich spółczynników. nie wchodzą 
wcale nowe zmienne £’, £’... przeto zamiast tych równań 


możemy wziąć układ następujący równań różniczkowych zwy- 
czajnych : 


jen - 


(12) MG J)dr; = X; dIgN, i=1, 2,.. .2n. 


j=i 
Układ równań (12) nazwiemy układem równań Pfaftowych. 


Na wyznaczenie więc 2n—1 podstawień (3) i funkcyi N 
mamy układ 2n równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 4° 
pomiędzy 2n--1 zmiennemi 24,.. £o i IgN, z których ostatnia 
wchodzi do równań tylko swą różniczką, a przeto daje się 
łatwo wyrugować. 
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Jeżeli przez D oznaczymy wyznacznik skośny (gauche) 
(15%): wag sayin) 
(2, 4), (2, Dei saai (WA) 
(43) D= 
(2n, $), (2n, 2).. . „;(2, 2n), 


a przez D, to, na co napisany wyznacznik się zamieni, gdy 
w nim składniki kói kolumny zastąpimy odpowiednio iloś- 
ciami X;, X,,...,Xy;, otrzymamy z równań (12) 


a przeto będzie 


(14) dż, +dz, PA .:doy =>ŻR:.| .: 
Jeżeli więc wynajdziemy całki główne układu 2n —1 ró- 
wnań różniczkowych zwyczajnych rzędu 4° (14) 
CZE ... Z POT hel, 2, us ,2n — A 


i z tych całek wyrazimy zmienne 2,...,te,_, przez zmiennę 
Lyn i przez wartości początkowe 1%,...,0 -1 tychże zmien- 
nych 


(15) L= pi( Ton ret da t.. saw) i= A, 2, ... 2n E T 
to otrzymane wyrażenia będą żądanemi podstawieniami. 
Podstawiwszy następnie wartości (15) za x; w równaniu 
| pid 
ji ri dlgN, 


otrzymamy za pomocą prostój kwadratury 


D 
— dan 
(16 N= „(bs i 
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A zatóm : « jeżeli na pierwszćj stronie równania danego (1) 
podstawimy za z;fiz==1, 2,....2n — 4) rozwiązania zupełne 
układu równań Pfaffowych (12), wyrażone przez «3, i przez 
wartości początkowe «z, jakie zmienne s; przyjmują przy 
wartości szczególnćj 1”, na Zə, to natenczas mieć będziemy 


(17); Sx E E 3] K dr?, 
i=l 1 


gdzie X°; oznacza wartość, jaką X; przyjmie w skutek podsta- 
wień z, = 2, tę=ry.. . „tey 2, a przeto całkowanie ró- 
wnania (1) WAŁA, się do całkowania równania 


=21— 1 


ćw X; daj) =0. » GM MB; 
i=1 
Uważmy jeszcze, że wartość szczególna z”, na z, powinna 
być tak dobraną, aby żaden ze spółczynników X°, nie stawał 
się nieskończonym lub nieoznaczonym. 


162. Ciąg dalszy. — Napiszmy równość (17) pod postacią 


i=2n i=2n—l 


(18) RNG NX’ dz”, + N M XPdz, 


r=l i=2 


i weźmy pod uwagę równanie o różniczka. h zupełnych 


i=2n--l 


(19) b2 


j==9 


= 


X,daj —= 0, 


uważając w nićm ilość 2, za ilość stałą dowolną. Do tego 
równania, zawierającego w sobie parzysta liczbę 2n—2 zmien- 
nych, stosuje się znowu twierdzenie dopiero dowiedzione; 
t. j. można zawsze wynaleźć podstawienia, wyrażające 2n — 3 
zmiennych 2',,...,2%,_, przez zmiennę 2%,_,i 2n—3 no- 
„wych zmiennych, któreby sprowadziły równanie (19) do 
innego, zawierającego tylko te nowe zmienne. 
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Ponieważ równanie (19) wypływa z równania danego (1) 
przez podstawienie za 2», wartości szczególnćj w”, a za Z4,.. ., 
Lan— Wartości początkowych £’... z których pierwszą 
uważamy za ilość stałą dowolną, przeto na wyznaczenie nad- 
mienionych podstawień otrzymamy nowy układ równań Pfaf- 
fowych, jeżeli w układzie pierwszym (12) opuścimy pierwsze 
i ostatnie równanie, a w równaniach pozostałych wykonamy 
rzeczone podstawienie n £, ZD TF Łzy eo olnaq FFT ali 
Ty = Lm, gdzie 2%» jest wartością szczególną a zy ilością 
stała dowolną. 


Tym sposobem otrzymamy układ 


j=2łn—1 
(20) > (i, jdt; =X*dIgN", i= 2, 3,...,2n— 1, 
J=3 
rozumiejąc przez (ż, j) wyrażenie 
XP JX. 


9 A . Wa SEE. AJ 
(24) (2,7) dej Acz” b 


a przez N? funkcyę ilości 2,4. 

Wynalazłszy układ całek głównych układu równań (20) 
i podstawiwszy w pierwszćj stronie równania (19) za zmienne 
Lize eLm Wartości wyrażone z tychże całek przez a” _, 
tudzież przez wartości początkowe Tye. elana tych zmien- 
nych, odpowiadające jakiejkolwiek wartości szczególnćj MP r 
na Lampy otrzymamy równość podobną równości. (18), mia- 
nowicie 

isz2n—1 i=2n—2 

(22) 2 Kd =N NY rdze, 


f 


1=2 i=3 


= 


gdzie X,” oznacza wartość, jaką przyjmie X% w skutek pod-. 
stawień zp = 7, 09, =m a N* jest funkcyą ilości 
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A . 2 2 . . 
L'am; i nowych zmiennych z,” ,... 2m dającą się wyzna- 
czyć za pomocą prostćj kwadratury. 


Łącząc równość (18) z (22) mamy teraz 


+=2n 8ni3 
Y Aidei = NX dz, NNK Pde NN" N) Xde. 
m i=3 


Postępując znowu z równaniem 
i=2n—2 


2. Xp dz = 0, 


1=3 


tak samo, jakeśmy postąpili z równaniem (A) i (19), znaj- 
dziemy 
t=2n—2 i=2n—3 


X def =N R det aN N Xda 


i=3 ER 
a przeto będzie 
i=2n ° 
Y X'dze, = NX’ dæ, + NN'X "dary *+NNON* X P da, 
i=l 
i=2n—3 ` 
+NN'N* N K Pdað, itid. 
z =t 
A zatém, jeżeli zcałkujemy w zupełności n układów równań 
różniczkowych zwyczajnych odpowiednio pomiędzy 2n +1, 
2n—1, 2n—3,...,3 zmiennemi, które dają się otrzymać 
z układu pierwszego (12) przez opuszczenie pierwszego i osta- 
tniego równania, dwóch pierwszych i dwóch ostatnich równań, 
trzech pierwszych i trzech ostatnich równań, it. d. i przez 
podstawienie w pozostałych równaniach wartości początko- 
wych za zmienne zależne układu poprzedzającego, uważając 
przytćm wartość początkową pierwszćj zmiennćj zależnćj za 
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ilość stałą dowolną, natenczas znajdziemy równość 
i=n | ; 
pa. E 3 o 2 0 No oży © 3 
(23) > NX de + Ndza K? dzy" +NNNOXg" dwp + 
+ NNN*%, NOT Ade", 


Ta równość zamieni się na tożsamość, jak skoro za pomocą 
rozwiązań zupełnych zcałkować się mających n układów ró- 
wnań Pfaffowych wartości początkowe zmiennych zależnych 
w tych układach 


pd 0 o 
K ag Las ...% L animis 


wyrazimy przez zmienne pierwotne Zi, Za, .. , Tan. 
Ponieważ strona druga równości (23) jest kształtu 
F,df, + F,df + ... +-F,df,, 
przeto widoczna, że 
(24) M, = C LE =6, ..., La = Ch 
będzie układ zupełny całek równania danego (1). 


Jeżeli niektóre spółczynnizi w t1ównaniu (41) są zerami, na- 
tenczas zmniejszy się liczba układów równań różniczkowych 
zwyczajnych mających być całkowanemi 

Na uwagę osobliwą zasługuje przypadek, kiedy w równaniu 
()n— 41 spółczynników jest równych zeru, wtedy bowiem 
wystarczy wynalezienie rozwiązań zupełnych pierwszego 
układu, t. j. układu (42) dla otrzymania n całek równania (1). 
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Jakoż, jeżeli 
(25) Xay = Xn+2 = b: ARE = 0, 
wtedy także 
. 


X SEA Ks — uu: A ną = 0, 
a przeto, według (17) : 


i==2n 
26) N Xidir; ENX dz, + Xda si. HX den’), 

i=l 
zkąd wypływa, że układem zupełnym całek równania (1) hę- 
dzie w tym przypadku: 


aw PR REX az 
(27) PT YN LEE Ce, SDM) Ln =(Ly: 


Sposób całkowania tu wyłożony znany jest pod nazwą 
zagadnienia Pfafła. W nowszych czasach. zajmowali się 
tém zagadnieniem liczni uczeni przeważnie niemieccy, po- 
między innymi Natani (Crelle Journal, tom LVIII, str. 301- 
308) i Clebsch (Crelle Journal, tom LX, str. 193-251 i 
tom LXI, str. 146-179) i doszli do bardzo prostych rozwiązań 
tegoż zagadnienia. Ponieważ jednak te nowe rozwiązania wy- 
magają uprzednićj znajomości teoryi równań różniczkowych 
cząstkowych rzędu 19, która będzie przedmiotem rozdziałów 
następujących, przeto ograniczamy się tą wzmianką, odsyłając 
czytelnika do prac specyalnych powyżćj przywiedzionych. 

Równania różniczkowe cząstkowe rzędu 4° dostarczą nam 
najważniejszego zastosowania wyłożonćj dopiero teoryi, tutaj 
objaśnimy ją tylko jednym przykładem. 

PRZYKLAD. — Niech dane będzie równanie o różniczkach 
zupełnych z 6 zmiennemi : | 
(a)  ządz, + rdx, + a,dcs+- tdr, + rdt, + dr = 0. 

Ponieważ tutaj 


XET AS X, = Z; INST By X, =D; Racza, X,=l, 
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a przeto 
(1, 2)=1, (1, 3)=0, ((,4)=0, (1,550, (1, 6)=0, 
(2, 33=41, (2, 40, (2,5)=0, (2, 6)=0, 
(3, 4) ==, (3, 5) =>0, (3, 06)=0, 
(4, 5) =Z4, (4, 60=>0) 
(5,6)=1, 
pierwszy więc układ równań różniczkowych zwyczajnych, 
mający być w zupełności zcałkowany, jest następujący : 
dm; 2 TAN, 
— de, + dx, =z,d1gN, 
oai — dz, + dz, = a,dlgN, 
i — dzy + dr; = t;dlgN, 
— dz, + dc, = tęd1gN, 
— dz; = dlgN. 
Zcałkowawszy w zupełności ten układ i oznaczywszy przez 
Ty, Ma, Ty, Tę. Wartośii, jakie szmienne, Lis Las Ż,, 4, Z, 
przyjmują w założeniu z, =0, mieć będziemy 


X b 4 
| L= LP + (zę + 1)2, + £; + OŁ 


Tę, 


= M NE 
Ly = Ly + Ty + zły”, 


(c) 
z, =e-(2, — LLE) 
BER 
M SZE% |- (LQ 4:,)C; + 5 Ta 4, | A 


i Nase m", 
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a po podstawieniu tych wartości w danćm równaniu, uważa: 
jac wartości początkowe zy, cy, ty, z, z”%ęza nowe zmienne, 
będzie 

Tadzy + LAL, + L AL, -r LAL, + tgdz; + dzę 


(d) =e-%/dze + zę dzy + cą de + 2, dzy” 
+ 0.dz). à 
Weźmy teraz pod uwagę równanie z czterema zmiennemi 
(e) wg dzy” + 24 deL + 2, dr} + 0.dr} =0, 


którego jeden spółczynnik jest zerem. Układ czterech równań 

różniczkowych zwyczajnych, temu równaniu odpowiadający 

otrzymamy, gdy w poprzedzającym układzie (%) opuścimy dwa 

równania ostatnie, a w pozostałych podstawimy £, £2, zy, t,”, 

0, N° odpowiednio za 2, £2, £s, Zy Zy N. Mieć więc będziemy 
dire tr dlgNo, 


p: Km Z, =rgdlgN", 
(f) 
— dr? + dr} = xP dlgN", 
i — dr? =0. 
oboje ten układ w zupełności i oznaczywszy przez 
rę”, cy”, a, wartości, jakie przyjmą zmienne z, zy IDĘ, 
w założeniu zę = 0, będziemy mieli 


T? 
9 Tm? 
RZE 3 
NIEZ: e $ 
E E 
NEN ew 
(g) o 
wS \ 
m UZ 3 ge 
Ai 2 Ah (iż ) 
Ts 
0 
Ti 
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a gdy te wartości podstawimy w równaniu (e), będzie 
2, 
í mao 
zde, + cda; +2 d, +0. dr, =e % (1dr +r tdr), 
a przeto w skutek (d) 
Ladt + Ty dL + 2, dz, + r d2, +2, dz, + dzy 
(h) zy 


T? 


— 3 2 2 2 2 
s=ę: "eee (GZ dr kaj dzy ). 


Ztąd wypływa układ zupełny całek danego równania (a): 
2 2 
ZEE 2, Sly M zc 
czyli wyraziwszy 2, 2;”, x? przez zmienne pierwotne za po- 
mocą równań całkowych (c) i (f), 


. 


z 1 
e (2a + BTs + 1, T + 5 z, z) dzą, 


1 
= a TS 
Tı — By — L + z Ts 


17.2 
Lz — Ly — g Ts 


ZZ e NA 0 O a 
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s 
$ 


jc wartości póczą! 


Makara AB „0 posbęyeeję +is | 


dz, zyl, + tą zw | 
ty, H E erde + st dz; + NZ. 5 
Weimiy i teraz R Rt Ró, 3 gi karais 
te): cg6 ac p p d 
| 
Er nahi 


CZEŚĆ IV 


RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZASTKOWE 


ROZDZIAŁ XXI 


TEORYA OGÓLNA RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH RZĘDU 18°, 


164. Gałkowanie równań różniczkowych cząstko- 
wych rzędu 18 jako przypadek szczególny zaga- 
dnienia Pfaffa. — Podobnie jak dla równań różniczkowych 
zwyczajnych, istnieją również dla równań różniczkowych 
cząstkowych dowody ogólne, wykazujące istnienie i naturę 
funkcyj, określonych przez te równania. Te dowody podane 
przez Cauchy'ego (Comptes rendus, t. XV, str. 25, 44, 85 i 131), 
Przez Darboux (Comptes rendus, t. LXXX, str. 101 i 317) tu- 
dzież przez Zofię Kowalewską (Crelle Journal, t. LXXX, 
str. 1-32), polegają na rozwijaniu funkcyj, określonych zało- 
żonemi równaniami różniczkowemi, na szeregi postępowe, 
dlatego zamieścimy je, a właściwie tylko ostatni z nich, jako 
najprostszy i zarazem najogólniejszy w rozdziale XXVII, 
w którym będzie mowa o całkowaniu równań różniczkowych 
za pomocą szeregów potęgowych. Niniejszy zaś rozdział i pięć 
następującyel: poświęcimy wyłożeniu teoryi równań różniez- 
kowych cząstkowych rzędu 48° i 280 dla których istnienie i 
natura całek daje się wykazać bez pomocy szeregów nieskoń- 
czonych. 

Niech będzie dane najprzód równanie różniczkowe czą- 
stkowe rzędu 180: 
dz 02 dz ) AA 


1 Wła, Bo. Za, Z. = aN ji cy S ED 
) 2 :74499,99 2 1789 Jæ de, | NEn , 
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w któróm z, z,..., Zn sa zmiennemi niezależnemi a z oznacza 
zmiennę zależną. 


Kładąc 
dz dz 0801: 
(2) EŃ wić 3a MIR a 7 
mamy 
(3) Pirita Ta ZyPy Pis. PAs 


równania więc (2) i (3) są zupełnie równoważne równaniu (4). 


Zamiast równań (2) możemy pisać : 


(4) dz =pdz + pydzy + ... + p,dzy ; 
albowiem, z będąc funkcyą zmiennych z, 2,..., ©», mamy 
PARZONA +... + Oroi, : 
dr dr, dYa 


odjąwszy zaś to równanie od poprzedzającego, otrzymamy 
— z do+ 84 dr, +- au sko dzy ==0 
p Ja, Pı dz, aahidi Pn ST n=V. 
zkąd, z powodu niezależności zmiennych z, 2,,...:c„, wypły- 
wają związki (2). 

A zatóm, równanie założone (1) możemy zastąpić dwoma 
równaniami (3) i (4) lub, jeżeli równanie (3) rozwiążemy al- 
gebraicznie względem jednćj z ilości p 
(5) PAEL 2.3. , da, BYT. PRO; 

i tę wartość podstawimy w równaniu (4), jednóm równaniem 
następującóm : | 
(6) dz = — Hdr + p,dz,, + ... + ndz. 


Równanie (6), równoważne równaniu założonemu (1), jest 
równaniem o różniczkach zupełnych rzędu 48° pomiędzy pa- 
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rzystą liczbą 2n +2 zmiennych 


Ly Mig a dy Cn; Pis -` Pn, 


i jako takie, z powodu nieoznaczoności funkcyi H, określa 
(n +4) zmiennych jako funkcye (n + 1) zmiennych pozostałych 
i (n + 1) stałych dowolnych. 


Całkowanie więc równania różniczkowego cząstkowego 
rzędu 180 jest przypadkiem szczególnym zagadnienia Pfaffa. 
Dla wynalezienia układu (n+1) całek zupełnych równania 
o różniczkach zupełnych z (2n-+2) zmiennemi, potrzeba 
zcałkować w zupełności (n + 1) układów równań różniczko- 
wych zwyczajnych , i tak postąpił sobie Pfaff z równa- 
niem (6). Ponieważ jednak do równania (6) nie wcho- 
dzą wcale różniczki n zmiennych py,,..., Pn, przeto według 
uwagi Jacobiego (ustęp 162), wystarczy do wynalezienia 
(n +1) całek zupełnych równania (6), zcałkowanie zupełne 
pierwszego układu równań Pfaffowych, liczba których jest 
w przypadku uważanym równą n+ 2, 


Aby ten układ równań otrzymać, rozciaągnijmy w równa- 
niach Pfaftowych ustępu 16180 summowanie co do č od O do 
2n +1 i załóżmy w nich 4=0,4, 2,..., 2n +1, tudzież 


Xe 8, AZ, a: "> Xan", ) PRZE: Ma O, |. AE —1, 
KZ Ty Ly Zdye: Tn == Ln, dn = Pise Lon = Pns Lnr = 5. 


Pamiętając, że w tylko co podanych równaniach wyobra- 
źnik (i, J) oznacza wyrażenie 


Da AA 1. OJĘ 
(z, ZĘ” 


©, =——, (0, n+lj== i, (hin-Eh)=, (h=1,2,... n) 
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tudzież 


on -jH — == ma z 
( ? 1) dz ? 


wszystkie zaś pozostałe wyrażenia (ż, 7) będa zerami. 


W skutek tego pierwszy układ równań Pfaffowych, od- 
powiadający równaniu (6), sprowadza się do : 


RI /JH dH ðH 
(a) pt dEn + Zan) + s; #5 HdgN, 
dH 4 śL 
(b) gaas + dpr =pudlgN, (h =1, 2,...,n), 
(c) ki Aliny Zedo 
` APR 
dH 


Rugujac za pomocą równania (d) wyrażenie dlgN z równań 
(a), (b), (c), otrzymamy zamiast równań (c) i (%) 


równanie zaś (a) zamieni się na 
S/W dH ` dH 
— dry Ad — dz = — 
» (sz; r+ m) sh sg; dz H 


h=l 


dH 


sem 
` 
öz 


dz, 
lub, w skutek równań (7), na 

dz > ðH 
(8) E e > Ph zx —H. 


Jeżeli teraz znajdziemy rozwiązania zupełne £a, pu Tó- 
wnań (7)1(8)i te rozwiązania wstawimy w równanie (d), 
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otrzymamy z tego równania za pomocą prostój kwadratury 


Z =z(t, wę .... cy 2, P4** ..y 2% 
(HOR ITA Ms Cas no? AT parah dS, 3300)» 
Ph ™Œ PrE, 20.1, La's 2 Pr. +, Pa”), (h=2f, 2,... n), 


będą rozwiązania zupełne układu (2n + 4) równań (7) i (8), 
wyrażone przez zmiennę niezależną œ i wartości dowolne 
Lh, p 2, jakie zmienne zależne z, py, Z przyjmują przy ja- 
kićjkolwiek wartości początkowój 2” na zmiennę niezależną zr. 
Wprowadzając te wartości początkowe, jako nowe zmienne do 
równania (6), za pomocą podstawień (10), będziemy mieli toż- 
samość : j 
w dz — Ada + p,dz, + ... + pudr, 
(11) me Ha 
| =Ne zoz y A dz? 4- p} dz? +... Pr? dan’). 
Ponieważ strona druga téj tożsamości jest już wyrażeniem 

(n +1) wyrazowóm t. j. kształtu ; Fdf + Fydf, + ... + Fndfn 
przeto (ustęp 163) wypływa ztąd, że wartości na 3°, 2,,,,., Zn, 
wyrażone za pomocą rozwiązań (10) przez £, Ziy.. Tnz 
Pi». Pn 

Kc Binor R Bic nar) FRZ. 
(12) 

EAE a s Daj KB «nr BJ SEL, MET na R) 


będą całkami zupełnemi równania o różniczkach zupełnych 
(6), jeżeli tylko 2%, 2°, uważać będziemy jako stałe dowolne. 


Ponieważ zaś równanie (6) jest równoważne równaniom (3) 
(2), przeto, jeżeli z (n + 4) równań całkowych (12) wyrazimy 
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z piui Pny PrZEZYC misiona Disa GOT tO, te wartości 
uczynią tożsamościowo zadość także równaniom (2) i (3). A że 
nareszcie równania (2) i (3) sa równoważne równaniu zało- 
żonemu, przeto wartość na z, wyrażona z równań całkowych 
(12) przez £, Zi.. -Eny £y,,..., X”. 2 będzie rozwiązaniem ró- 
wnania założonego (1) z (n+ 1) stałemi dowolnemi z4,..., 
Dn, Z 

165. Ciag dalszy. — Takie rozwiązanie równania różni- 
czkowego rzędu 4° z (n--1) zmiennemi niezależnemi, które 
zawiera w sobie (n + 1) stałych dowolnych, nazwiemy idac 
za Lagrange'em « rozwiązaniem zupełnóm ». 


« Ażeby więc otrzymać rozwiązanie zupełne równania ró- 
żniczkowego cząstkowego rzędu 4° z (n + 1) zmiennemi nieza- 
leżnemi 


BG; 16,000) OREP D BI BR PRYSZO, 
czyli, rozwiązawszy to równanie względem p, 
p + H(Z, £4,1:., Zn, Z; Pise, Pn) ż= (0; 


potrzeba zcałkować w zupełności układ 2n + 4 równań ró- 
zniczkowych zwyczajnych rzędu 182 


do, _0H mięk A A ron 
dzóż dY dER in Puze) OS Bye), 


ðZ 
dz ję h=n JH 
iS DA, TA 


Jeżeli 
Ż=z(T, Dy... Bą, 20, A Pn) 
Lh =E LL, D aes © ns 20050 sie PWN SET, 2...R), 
Ph = PrE, DĄ, m, En, 2, Piyeee Pn), (24, 2,...n) 


są rozwiązania zupełne tego układu, wyrażone przez zmienne 
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niezależną z i przez wartości początkowe r4,..., £n, Piyee Pn 
zmiennych zależnych, odpowiadające jakiejkolwiek wartości 
szczególnćj © = »* na zmiennę niezależną, to natenczas rugując 
pomiędzy(n + i) pierwszemi z tych rozwiązań nilości p'%,... P”n, 
otrzymamy na wypadek rozwiązanie zupełne 


4 ze F Llzesos Pa zł Lrt 2) 
równania założonego. » 


Dła wyjaśnienia tego postępowania rozwiążemy następujący 
przykład. 

PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie 
ðZ 


àz 
OS EITE OE 


Zakładając 
dz dz dz 
= — IZ — ) == — 
R Ta E T at EES Jat 
mamy 
r z 
IMRE TNS, 
Dyba 
a przeto 
Hz m 2. 
PP 


Układ pomocniczy równań różniczkowych zwyczajnych 
(7) i (8) sprowadza się więc w przypadku uważanym do 
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Całkując te równania, otrzymamy najprzód 


2(c+6 
Pı = b Pa p= acan a) 
1 


a przeto 
A TEED Ah (1b 
p, EVET, pE yE, 
1 


a następnie 


— cyb, 


c 
z=c(c+-b PIZZA SCYT ŻY: Tia 
( 5) , 1 22%, 12 NE 2 


3 
2 


gdzie ay, a,, D,, b, e są stałe dowolne. 
Niech dla c=0 będzie z,= m’, ta = 2, z=2, p, =p, 


pa = p4', mieć będziemy wtedy 


0 A 
sp 4, l = 2P, b, =2L, b a BUD, czary) * 


"8 0 mo 
P? 2 iP a 
rozwiązania więc zupełne układu pomocniczego będa 
r z0 2r 
ie ri DE W E at + Dy, s= i 
P? P'ą pps P+ Pa 


IEN ES Pı pe, maij er (a Pa). Ppr), 


A jeżeli teraz pomiędzy trzema pierwszemi z tych rozwiązań 
wyrugujemy p,”, p, otrzymamy wtedy 


2 OP IMIE N. A PRO 
Z3=2z*+- 2V 2 (21— 2° )(L2— Ty), 


ako rozwiązanie zupełne równania założonego. 


f+ 166. Dokończenie. — Oprócz rozwiązania zupełnego, 
możemy znaleźć jeszcze innego rodzaju całki równania ró- 
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żniczkowego cząstkowego rzędu 4°. Jakoż jeżeli z Gauchy'm 
(Exercices d'analyse et de physique mathématique, t. II, str. 238- 
272) założymy (porównaj ustęp 1607), 


(13) RZ p zA.a AK 


gdzie o oznacza funkcyę dowolną, natenczas równość (11) 
przywiedzie się do kształtu : 
— dz —Hdz + pydz, + .. . Pydzy 


òH 


ad —d2a h=n J 
x0 dz C ,0 
—Ne > (pr za dE w 
i gą NA 


i strona druga tój równości przywiedzie się do zera, a przeto 
stanie się zadość równaniu (6), skoro położymy 


(14) p =. az 795 nT W ya 


A zatém, jeżeli pomiędzy równaniami (13), (14) i (n+1) 
pierwszemi rozwiązaniami (10) wyrugujemy 2, 2,...,£'p, 
Pih- -Pn tO natenczas otrzymamy nowe rozwiązanie równa- 
nia założonego (1), które z powodu, że zawiera funkcyę do- 
wolną, nazwiemy «całką ogólną ». 

Zamiast równania (13) możemy także przyjąć następujące 
(15) 20 == p(x0,,...,%0,), gdzie m <n, 


rozumiejąc znowu przez ọ funkcyę dowolną. Równość (11) 
zamieni się wtedy na 


—dz=Hdc + pdz, + .. .pdzy = 


_(f dar" d 
N% Ka gz j (p'r "a gaz deep gat k SĘ ... red | , 
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i druga jćj strona przywiedzie się do zera, jeżeli założymy 
d 
(16) L cpp . =p, 
1 n 


i uważać będziemy ilości 4«ma,,...,4”, jako stałe dowolne. 


Otrzymamy więc nowe rozwiązanie równania (4), jeżeli po- 
między równaniami (15), (16) i n +4 pierwszemi równa- 
niami (10) wyrugujemy 2, 24,...,1m, Pp. .+:P7„. TO nowe 
rozwiązanie będzie w sobie zawierało (n—m) stałych dowol- 
nych 4/n+g...,27, i fankcyę dowolną g, m ilości. 


Te dwa sposoby otrzymywania całek równania (1) dopro- 
wadzą nas do rozwiązania zupełnego tegoż równania w przy- 
padkach, kiedy sposób, wyłożony w ustępie 164%" zawodzi, 
a które to przypadki zachodzą wtedy, kiedy strony drugie 
równań i 


UT). AZA(z, Pysk, Dol AGB (B= A 204), 
za pomocą których należy wyrugować P+. -Pn Z równania 
(8) 2 AŻ 01,0% ZPPA 


celem otrzymania rozwiązania zupełnego, nie są niezależne 
pomiędzy sobą ze względu na ilości p',,...,”n. 


Jakoż, załóżmy najprzód że z równań (47) daje się wyrazić 
tylko (n—=—m) ilości 9, „4s..P”n DTZEZ X, Z4...Żą, L eE hy 
z’. W tym przypadku, jeżeli założymy w szczególności 


P=a+ UH Hanm, A prZEtO 04 = P,..1,0m 2 Pm 
czyli 
(19) z =q+ phe Hp mT’ m; 


i pomiędzy równaniami (17) (18) i (49) wyrugujemy 2, £%,..., 
Tm Pm+1+..,07», otrzymamy natenczas rozwiązanie zupełne 
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z (n= 1) stałemi dowolnemi, któremi będą ilości a, p'ri... pm 


KU FAU 
L myste ne 


Załóżmy teraz, że ilości p'...p'» wcale nie zachodzą w ró- 
wnaniach (17). Kładąc w tym przypadku 


— 0 0 — m ama 
z = a+ a, +.:.-HQnT"n, 04 "P",,1 An =P'h, 


czyli 
(20) z? = a -+ pati. e HP nEn 


i rugując z’, w'y,...,x”» pomiędzy równaniami (17), (18) i (20), 
otrzymamy rozwiązanie zupełne z (n +- 1) stałemi dowolnemi 
a, Pise Pns To rugowanie daje się zawsze uskutecznić; albo- 
wiem, skoro rozwiązania (47) „dla «=x"” przywodzą 
się do «x%, przeto wyznacznik stron drugich równań (17) 
CCA A staje się równym 4 dla =z’ gdyż wtedy 
1? 32097 n 

staje się gi = 2n ly o eS hatad zaś” Wynika, że tén 
wyznacznik jest zawsze odmienny od zera, a przeto że strony 
drugie równań (17) są od siebie niezależne ze względu na 
ilosci Aissa th 


To uzupełnienie sposobu całkowania, wyłożonego w ustę- 
pach poprzedzających, podał p. Mansion (Comptes rendus, 
t. LXXXI, str. 790); atoli już poprzednio zauważyli potrzebę 
takiego uzupełnienia p. A. Mayer (Math. Annalen, t. III, 
str. 434-452) tudzież p. Darboux (Bulletin des sciences math. et 
astron., t. VIII, str. 249-255). 


167. Przypadek, kiedy dane równanie różniczkowe 
cząstkowe nie zawiera zmiennej zależnćój z pod po- 
stacią skończoną. — Na osobliwą uwagę zasługuje przy- 
padek, kiedy zmienna zależna nie wchodzi do danego równa- 
nia różniczkowego cząstkowego. Do tego przypadku szczegó!- 
nego daje się z łatwością sprowadzić przypadek ogólny. Jakoż, 


3J 
=) 

m= 
O 

= 
oc) 
O 
FEU 
©) 
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jeżeli mamy dane rownanie różniczkowe : 


z dz dz 
biz, A E Z 8 Mo r = ee 0 
, 19 suny A de? TAH ? Ln , 


zawierające w sobie także zmiennę zależną z, natenczas 
wystawiając sobie rozwiązanie tego równania określonćm 
przez równanie 


V(x, Tis . p +9ln4 zes 0, 


mieć będziemy 


dV- òV 02 ag 
JT; dz iaiia is 
zkąd 
dy 
dz IDUR 
Tr TE T? GOTA De 
dz 


w skutek czego równanie założone zamienia się na : 


dV dV dV 
do dr, YA 

p Ly Ligsrsg Eny r r AE A . LAW == 0. 
YMEBYJ Dz. 


Mamy więc równanie, zawierające w sobie tylko zmienne 
niezależne i pochodne cząstkowe zmiennćj zależnéj V, którego 
rozwiązanie zupełne, przyrównane do zera 


ys 
da nam rozwiązanie zupełne równania założonego. 
Można także postąpić sposobem następującym. Kładąc 


Vasih 
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i zakładając, że z nie zależy od ź a przeto 70 0, mamy 


dV 4 0V ðZ j 
Jsi 7 NTV? (==; 4 Żyóiyt) 
[o 2 n 


W skutek tego równanie założone zamienia się na 


dV 10V 13V A Bio 
Li 


i nie zawiera wyraźnie zmiennćj V, lecz za to powiększyła się 
w nióm liczba zmiennych niezależnych o jednę, £. 
Niech 
NTG Zo BiT ZZO; 


będzie rozwiązaniem zupełnóm równania przerobionego; jeżeli 
w tém rozwiązaniu podstawimy napowrót V = zt, 


F(2/, sky ME AR Pa E0; 


następnie wyrugujemy é za pomocą równania warunkowego 


OF dF 
TAAT, 
AE] "YTL 

dy 


otrzymamy natenczas rozwiązanie zupełne równania założo- 
nego. Ponieważ tak otrzymane rozwiązania zawierać będą 
o jedną stałę dowolną za wiele, możemy więc za jedną stałę 
dowolną podstawić jakakolwiek wartość szczególną. 


Niech więc będzie dane równanie pomiędzy (n + 1) zmien- 
nemi niezależnemi £, 2%4,...,77 i (n + 1) pochodnemi 


0,08 ROŚ = dż 
Pt Pa= ja, ARET N 
(1) D(t, Lizeri Eny Ps Pis Pn)=0. 
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Rozwiązując to równanie względem p, mamy 


(2) p+ Hlz, yu, ati Piro PaE O. 

Ponieważ teraz H niezawiera w sobie zmiennćj z, przeto 
układ pomocniczy (2n + 1) równań różniczkowych zwyezaj- 
nych [(7) i (8) w ustępie 164%] sprowadza się do : 


dz, __0H dpn _ dH eA k 
(3) ` dz Pr 1 TTL a Drein), 
dz h==n JH 
4 — = zr" ——H. 
p da a" Pn 


Całkując równania (3), niezawierające w sobie z, otrzy- 
mamy 
(5) Ta SE Tyt, By sca o dł ASD N Pa OEA 
(6) pa= pL, Liese 8, Phisos p), (k=1, 2,... N), 


a jeżeli te wartości na z, i p» wstawimy w równanie (4) i wy- 
konamy kwadraturę, mieć będziemy 


5 £ rin JH j de 
(2 =+ | | ($$) je 


gdzie nawiasy () mają oznaczać, że ilości w nich zawarte są 
WYTĄZONE PIZZA, D Arias £g5.P 1200 aa 


Aby teraz otrzymać rozwiązanie zupełne równania założo- 
nego, trzeba rozróżnić trzy przypadki. 


19 Drugie strony rozwiazań (5) sa od siebie niezależne ze 
wzgledu na p, ..., pw. W tym przypadku rugując z równania 


(T) pispa za pomocą (5), otrzymamy rozwiązanie zupełne 
kształtu 


(8) z ze +f(Ż, E e en Dk Eh) 
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z (n+ 14) stałemi dowolnemi, z których tylko jedna 2? jest 
dodaną. 
. Z równań (5) daje się wyrazić tylko (n— m) z pomiędzy 
ilości Pra 
W tym GG» zakładając 
=Stała + p, zy +... + pp Lm, 


i rugując z równania 


= Stała + pr, +... + pn m 


+ fs > (pi) 5- (A) |æ, 


ilości gte Am Patista Pn, ZA pomocą równań (5), otrzy 
mamy rozwiązanie zupełne kształtu 


Opi = Stata + Atatu GRUSZA W Pacan Ta). 


39 Równania (5) nie zawieraja wcale ilosci p°. W tym 
przypadku należy wyrugować ilości «',,..., 2” za pomocą (5) 
z równania 


h=n 


z = Stała + 2 pry + ję JEŻ (m (5 = LEN mle. 


a wypadek rugowania będzie rozwiązaniem zupełném kształtu: 
(10) z == Sa | (By; e En aey Pen) 


UwAGA. — Przypadek trzeci zachodzi zawsze wtedy, kiedy 
dane równanie różniczkowe cząstkowe jest linijnćm i jedno- 
rodnóm, t.j. kształtu 


(11) xĘ tk +. X, = =0; 


n 


a jego spółczynniki X, X,,..., X„ nie zawierają w sobie zmien- 
néj z. 


36 
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Jakoż wtedy 


'a przeto pierwsza połowa równań (3) przywodzi się do : 


at de, 4 tka 
(12) WXP X 4 


n 


Te równania nie zawierają w sobie zmiennych z, py,..., Pn 
Całkując je, otrzymamy zamiast równań (5) następujące roz- 
wiązania 


(413) Tyczka, A. makahe ani g ian 
Ponieważ teraz widocznie 


h=n 


W |:| 
ph TER — H= > 
nel dph 
dz f 
przeto mamy aT 0, zkąd z =2 
da 


Rozwiązanie więc zupełne równania linijnego (44) otrzy- 
mamy rugując za pomocą rozwiązań (13) ilości £e., L'n Z Tó- 
wnania 


(14) z =a+ QD + +1. + hTy, 
gdzie a, a,,..., a, są stałe dowolne. 


Jak widzimy, w przypadku uważanym nie potrzeba wcale 
całkować drugićj połowy równań (3). 


PRZYKŁAD 152%, — Niech będzie dane równanie 
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Określając rozwiązanie tego równania przez równanie 
z(E, Ty, T, ,) = FZ | 0, 


otrzymamy równanie różniczkowe przerobione 


(PEP: +p) =r p, 
gdzie 
dz dz Z 
aE Aa DT zg, Bą ya, 


i nie zawierające wyraźnie zmiennćj zależnćj, 


Napiszmy to równanie pod postacią 
1 


— „(PY + p) =0, 


l jów R” 
mamy 
1 
e 
FRAG > (Dy Es 
a przeto układ pomocniczy przywiedzie się do 
ZY ETET HO: okej 2p, 
Aga | 7 Kg” ZZ À 
dz yr? = gy aypy + Pa da y ai PND KT 4 


Całkując te równania, otrzymamy : 


p” 
= PZF «w, Zęse 5 z V7? — 1% + 27 
uż 0 rze ei -a y= u 2) 


PEP; PEP» 222. 


Rozwiązanie więc zupełne równania przerobionego otrzy- 
mamy, rugujac zy, zy, za pomocą dwóch pierwszych napisa» 
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nych dopićro równań z równania 
z= + pa”, + pt. 
Tém rozwiązaniem jest więc 
z=a + p° tt D'aT — Vp” +p” e—a; 
rozwiązaniem zaś zupełnóm równania założonego będzie 


(a + pt; + pis)” 


p==7 — 3 — 
Vp” + pyt 
lub kładąc 
4,0 
ELE - = COS 4, 
Vp” + Pa 
a przeto 
~Pa =sina, 


Yp” +p4' 
2? =r*—(a + L Cosa + Z, sing)’; 
a 1 « są dwie stałe dowolne 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie dane równanie : 


© 1 
p- +a Pi — £+0 2) = 0. 
Układ pomocniczy równań różniczkowych zwyczajnyct 
jest w tym przypadku następujący : 


dr WE 2u d pe 
= == mz + 7 (2p — 2p), E= E (z (0, Pı — 2a Pa). 
dta ___ zb c; zibi 


(ipi — ty pə), Get gr (©, Pa — 1, Pa) 


SEEM < 
TEM Fik 174 — To Pa)”. 
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- Rozwiązania zupełne tych równań znajdziemy takie 


2(1,p1—20*p"ą) — 1 —2(00,p 1 — tp), 
A] E A w 
ł 1—2(2,p,— 299%) 2(0,p4—1%49,) 
Pp =p1T  AESZE ù 


a= (00 — zdpjigo. | 


Ponieważ z dwóch pierwszych rozwiązań niepodobna wy- 
znaczyć p, i p°» oddzielnie, gdyż wychodzą one na nastę- 
pujące : 


Tı 
i EA 
W E y e e g a Pa A A S r pE g D 
p Pa=g 2lgz a 
przeto chcąc otrzymać rozwiązanie zupełne z trzema stałemi 
dowolnemi, potrzeba wyrugować p°, 2”;z równania 


z= Stała + p's, + (2, ph — a, p'jlga 


za pomocą napisanych dopiero dwóch równań. Tym sposo- 
bem otrzymamy 


Stała +7 Pe erb q Be+lge — igr’, 
2 


TY 


168. Wyprowadzenie innych całek z rozwiązań 
zupełnych. — W ustępie 166v” okazaliśmy, że każde równa- 
nie różniczkowe cząstkowe rzędu 18% z (n =-4) zmiennemi 
niezaleźnemi, posiada, oprócz rozwiązania zupełnego z(n + 1) 
stałemi dowolnemi, całkę ogólną z funkcyą dowolną n ilości, 
tudzież całki z funkcya dowolną m ilości, gdziem <n, i z (n— m) 
stałemi dowolnemi. Okażemy teraz, że wszelkie możebne całki 
dają się wyprowadzić z jednego i tego samego rozwiązania zu- 
pełnego, opierając się w tym wykładzie na pracach Lagrange'a 
(OEuvres, t III, str. 572), który wykrył związek zachodzący 
pomiędzy całkami rozmaitemi, tudzież na pracach Jacobiego 


# 
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(Vorlesungenitber Dynamik, str. 411-509), który uzupełnił me- 
todę Lagrange'a. 


Przedewszystkićm należy nam ściśle określić, co należy 
rozumieć przez rozwiązanie zupełne. 


Niech 
A) 0 (a, qe. dy ży —) My, —— 


będzie daném równaniem różniczkowóm cząstkowćm rzędu 
150 z (n+ 1) zmiennemi niezależnemi. 


Rozwiązaniem zupełnóm tego równania nazywamy równa- 
nie, wyrażające zmiennę zależną z jako funkcyę (n= 1) 
zmiennych niezależnych Z, 2y,..., £, i (n + 1) stałych dowol- 
nych a, 044.11, dn 


(2) dza AEE AIA ACTA 


które, czyniąc tożsamościowo .zadość równaniu (1), nie czyni 
oraz zadość żadnemu innemu równaniu różniczkowemu czą 
stkowemu rzędu 18% pomiędzy temi samemi zmiennemi, a nie 
zawierającemu stałych dowolnych a, 44,..., an. 


Według tego określenia, jeżeli (2) jest rozwiązaniem zupeł 
ném równania (1), musi być tożsamościowo : 


(3) 0 (Briss Ens pE pli 3) =o, 


dL ÒLI KANNS Ain 
a prócz téj tożsamości nie powinien zachodzić żaden inn? 
związek tożsamościowy pomiędzy ilościami 


A Bl, „Al 


ETY ... 
OW. 008, -.. Odig 


L, Lizer. „dny fi 


Ponieważ między dwoma równaniami różniczkowemi z temi 
samemi zmiennemi można wyrugować jedną pochodnę np. 
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ž, przeto, jeżeli (2) jest rozwiązaniem zupełném równania 
(4), natenczas pomiędzy ilościami 

dp waj. 2. NB 


Ly leggere Lng fi = a na T N 
1 DLE Umą TnDÓ 


nie może zachodzić związek tożsamościowy, lub co wychodzi 


na jedno, wyrażenia $ 
WAW DA 
A świ 
NY r Depa, 


uważane jako funkcye ilości 
a, Go dary 2, Oz; 


nie powinny być zależnemi od siebie. Rozwiązania zupełne, 
których sposób otrzymywania wyłożyliśmy w ustępach po- 
przedzajacych, dopełniają widocznie tego warunku. 


Wiedząc to, uważmy, że toźsamość (3) utrzyma się, jakie- 
kolwiek damy wartości na ilości a, 4,..., @n; za te ilości mo- 
żemy więc podstawić funkcye zmiennych z, £, ..., £,. 


Uważając jednak ilości a, a,,... a jako funkcye zmiennych 
Ly Liy ...,d%, i przy.tóm założeniu różniczkując równanie (2) 
cząstkowo eo do każdćj zmiennćj, mamy 


Z Ra AM Lae raeęfazty EE df da, 
d. 


M9 oada |, dd, Ja, AL 
Z= + 1/3 a Dfa dow, 
dy doa NSn Ary da Li dan dL, 
dO fiw fda df dun 
=n RT S PSE R, 
YIMIERYENY PY JA, dn dan Li 
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Ażeby więc, pomimo zmienności ilości a, 04, ...an, równanie 
(2) nie przestawało czynić zadość równaniu założonemu (1), 
należy te ilości wyznaczyć jako funkcye zmienych z, £ii, Z» 
z układu (n + 1) równań 


d/0a , df da W AB. 

„rid zo”, "eg doi, 

df da +. AE da, A Jan = 
(4) daoni oai omia 27, Ody dtl | 


....... |... 0,02: 0000, 9 kN 


df da df da 7 Jan 
RYSY "WGA UŚ > raka 


albowiem pod tym tylko warunkiem będziemy mieli 


dz __of dz aa Df PAA il 


— —— wh _—— D m — — o 


dc » JENE DDATOD ŻW CENAR O AEK 
Równaniom (4) możemy uczynić zadość dwojakim sposobem : 


10 zakładając 


(5) Lh Sa iiD DLL że): 


W tym przypadku wyznaczywszy z równań (5) wartości na 
a, Q,,..., An i, te wartości podstawiwszy w rozwiązaniu zupeł- 
nóm (2), otrzymamy nowe rozwiązanie bez stałych dowolnych, 
które nazwiemy « osobliwóm » lub « szczególnóm » według 
tego, czy powyżćj podane wartości na a, a,,..., a, są funk- 
cyami zmiennych Z, z,,... Zn, pomiędzy sobą niezależnemi 
lub zależnemi albo tóż ilościami stałemi. 


« Równania różniczkowe cząstkowe, niezawierające w sobie 
wyraźnie zmiennćj zależnćj, nie posiadają rozwiązania osobli 
wego» albowiem w tym przypadku jedna stała dowolna w roz- 
wiązaniu zupełnćm jest ze zmienną z po łączona tylko znakiem 
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dodawania, a przeto jedno z równań (5) staje się niedorze- 
czném 1 =0. ` 


2° Zakładając 


PIT: AR PERTAIN, ) 
6 SDM so () 
(6) EAE TE AEG 


a przeto, uważając jednę lub więcej z pomiędzy ilości a jako 
funkcye dowolne pozostałych ilości a. 


Napiszmy więc 
(7) a; Alama: aa (EZ 0; 4, 2... M r 1), 


W skutek tego równania (2) i (4) zamienią się odpowiednio 
na 


(8) a zj ów, Liz 4:14 Lng A, Alaia Ands Am3:+*3 An); 


AL 87 A df DA, M dl ARAN 

RAE ZNANE . + — 

aw ( ) 0 dlk NA Jay. A not da, Ja; Nak 
(Kemi ESENY, 


Pomnożywszy zaś równania (9) odpowiednio przez dz,..., dz, 
i dodawszy je do siebie, będziemy mieli równanie 


(L) + ( ii ) dansı + (2) dan = 


W Am +1 


które x powodu niezależności am, ..., a„ rozkłada się na 
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(u —m + 1) następujących : 


(1) (sz) =" (|= (za 


czyli wyraźnićj 


PDA. OPOAG | Of ddmny, Ag 


12 — SU "Rai 
) JA ZA dA; Jay ty DAmni olk day 


A zatém, jeżeli pomiędzy stałemi dowolnemi a, @1,... a, 
ustanowimy jakąkolwiek liczbę m <n-+1 dowolnych związ- 
ków (7), wyrażających m z pomiędzy tych stałych przez 
(n — m - 1) pozostałych, i te wartości wstawimy w rozwiązanie 
zupełne (2), w skutek czego zamieni się one na (8), natenczas 
to rozwiązanie nie przestanie czynić zadość równaniu założo- 
nemu, jak skoro wyrugujemy zeń pozostałe ilości a za pomocą 
równań (12), t. j. za pomocą pochodnych cząstkowych równa- 
nia (8), wziętych co do stałych dowolnych pozostałych i przy- 
równanych do zera. Tak otrzymane nowe rozwiązania nazwał 
Lagrange, « całkami ogólnemi ». 


Najogólniejszą będzie całka wtedy, kiedy zachodzi w nićj 
„jedna funkcya dowolna n ilości t. j. gdy m=1;albowiem 
wtedy poddajemy ilości stałe a najmniejszćj liczbie warunków. 


Z tego sposobu wypływa także możebność wyprowadzenia 
nieskończenie wielu rozwiązań zupełnych z jednego i tego sa- 
mego rozwiązania zupełnego. Jakoż, dość wtedy jedną stałę 
dowolną a, w rozwiązaniu zupełnóm danćm, uczynić równa 
jakiejkolwiek funkcyi, któraby zawierała (n--4) nowych stałych 
dowolnych, a potóm wyrugować n pierwotnych stałych spo- 
sobem dopiero wyłożonym Wypadek rugowania będzie za- 
wierał wtedy (n + 1) nowych stałych dowolnych, i mówiąc 
w ogólności, będzie także rozwiązaniem zupełnćm. 
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~} 


i 


or 


Pozostaje nam jeszcze okazać, że jeżeli 
(43) CE ea da) 


jest jakiémkolwiek rozwiązaniem równania (1) odmienném od 
(2), natenczas to rozwiązanie daje się zawsze otrzymać z roz 
wiązania (2) przez podstawienie, w niem zaa, 14,..., da, War- 
tości określonych przez równania (4). 


W tym celu uważając, że zachodzi tożsamość (3) i że zacho- 


dzić musi tożsamość 


o(a, Boś: u a W Ma sad |=" 


AŻ "dar" 1/99 
widzimy, że z pomiędzy (n + 2) równań 


(14) PODROZY 


PE 0” SA a O 


każde jest następstwem (n + 1) pozostałych. 


Jeżeli więc z (n= 1) ostatnich równań (44) wyrazimy 
A, 0,..., An, prZEZ 7, T4,..., Zn 1 Wartości otrzymane wstawimy 
w równanie pierwsze, natenczas to równanie zamieni się na 
tożsamość, a przeto będzie tożsamościowo : 


arn da dön dA, AA da Dz, DZ 


(R==0U, 1, 2... %), 
lub w skutek (14) 


df du df da, df dan 
= — + t. HM aM PERME D R), 
da dan 0a ul dan ACK 8 R j 4 


t.j. równaniom (4) sianie się tożsamościowo zadość za po- 
mocą- powyżćj podanych wartości na a, (4,..., dn. 


Ztąd wypływa, że rozwiązanie (13) jest koniecznie jedną 


s 
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z rozmaitych całek, jakie się dają wyprowadzić z rozwiązania 
zupełnego (2) podług prawidła Lagrange'a. Dowodzenie niniej- 
sze podał Jacobi. 


169. Wyprowadzenie rozwiazań osobliwych z sa- 
mego równania różniczkowego. — Rozwiązanie osobliwe, 
jeżeli zachodzi, daje się otrzymać wprost z samego równania 
różniczkowego. 

Jakoż, weźmy pod uwagę równanie różniczkowe cząstkowe, 
rozwiązane algebraicznie względem zmiennćj zależnój z, 


(4) EROL MaG. Sa, Ih TAS DA: 
Niech 
(2) 3 ZG; Dok Dag UAA), 


będzie rozwiązaniem zupełnóm tego równania. 


Uważmy, że jeżeli za p, 74,..., Pn podstawimy wartości 


Ohioa AAAs EENI 


pe SE) Ppi = a „se 5 
dT DZ, 
natenczas równanie 
Kz, Lissseg Eny O, O4y1:2, an) = (L, CETERI Ty, P, Pow» Pn). 


stanie się tożsamościowóm, a przeto będzie także tożsamo- 
ściowo 


Md WE 4 E y „dE, 
|da pazda Ap;dx da dpn dL, dA 
dhap a 0739 0% dyp ef 
=i + Ep BŁ 
(OTESH Y dpðrda, dpm ALA: MZ AEnda4” 
a _dę dy dy Of, de dy, 
"dan porada,  DpPı dLa, DPn Lnd in 
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Oznaczając przez R wyznacznik funkcyjny : 


A (£ A JĄ 


(4) dz” ZAK .., REAR i MB dR : 
AG. BIP. Gaj |? 1 p 
Lida 


otrzymamy z równań (3). rozwiązując je algebraicznie wzglę 


dem 


9 08, 3% 
dp I pi” lad, JP ? 
dg 
5 m PW t = 0a, 2550). 
( ) "Ap; POLE Ki aj ( 
Z równań (3) czytamy, że jeżeli 
( dg dy dọ 
d0 REN.. = 0, 
(6) Wyp A TA 
natenczas będzie tóż 
PS RL 93 
vi — 0, — = 0. t.. —— 0, 
(1) da da, PAREAN 3 


z równań zaś (5) wypływa, że jeżeli staje się zadość równaniom 
(7), natenczas musi się stać zadość równaniom (6); gdyż wy- 
znacznik R nie może być zerem na mocy określenia roz- 
wiązania zupełnego (ustęp 1680%v), 


Równania więc (6)i(7) są zupełnie równoważne; a że ró-- 
wnania (7) określają rozwiązanie osobliwe równania (1) przeto 
także równania (6) będą określały rozwiązanie osobliwe tego 
równania. 


Azatóm, « rozwiązanie osobliwe równania 
z = g(0; Ly, 145 tn P, p Pn), 


jeżeli istnieje, otrzymamy rugując z tego równania pochodne 
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P, Pis.. Pn, ZA pomocą równań warunkowych 


Jeżeli równanie różniczkowe cząstkowe dane jest pod posta- 
cią ogólną : 
(8) (z, Liz ese s Ln Z, P, Pistes Pn) =0, 


natenczas dla otrzymania rozwiązania osobliwego należy 


zeń wyrugować p, Pp ... , Pn za pomocą równań warunko- 
wych : 


Jp 0% 


m i TO (6=0,42,...;n), 


(9) 


zamiast których, gdy © jest funkcya całkowita, wziać można 


d pes 
(10) 0), 4 20, KU, ..- ; MR 


Pi 
należy się jednak wtedy upewnić, że wartości na p wypływa- 


AND 
. , . . . t, © 
jace z równań (10) nie czynią zadość warunkowi z = 0. 


(<= 


Różniczkując równanie (8) względem każdćj zmiennćj nie- 
zależnćj i uwzględniając przy tém równania warunkowe (40), 
otrzymamy (n + 1) nowych równań 


dP aP ? 
(11) POZY i =0Q,. ft== 0,4, 3,240 +00), 
ż s» 


którym powinny uczynić zadość wartości na p wypływające 
z (10). 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie : 
« Jeżeli równanie różniczkowe cząstkowe 


MWYTóGsos Eri Bv: Puzas fx) FE 0; 
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którego strona pierwsza jest funkcyą całkowitą, posiada roz- 
wiązanie osobliwe, natenczas jeżeli z tego równania wyrugu- 
jemy ilości p, raz za pomocą równań 


a dragi raz za pomocą równań 


dP dp h 
Rów pw a= Zzfyol(REPyA ddr D 
t Hy, 
to te dwa wypadki rugowania powinny mieć czynnik spólny, 
który przyrównany do zera będzie tém rozwiązaniem oso- 
bliwóm. 


PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie różniczkowe 


(a) (I + p” + q*)z2* =", 
gdzie 
pe dz ? NAK? | 
P> PT la `y . 


W rozdziale 167 v" znaleźliśmy na rozwiązanie zupełne 
J= rfe + reos- ysin a) 
gdzie c ia są dwie stałe dowolne. Z tego rozwiązania wypro- 
wadzimy sposobem Lagrange'a inne rozwiazanie zupełne. 
Napiszmy w tym celu 
c = — a C0s« —bsina 
gdzie a i są dwiema nowemi stałemi dowolnemi, mamy 
z? == 7*—[ c — a) cosa + (y — b)sin a |*, 
a gdy ztąd wyrugujemy pozostałą stałe dowolną « za pomoca 
równania warunkowegd | 


(c —a)sin « — (y —b)cosz==0 
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zkąd 


sina __ Cos« __ 1 


y—b s—a Vea yO 
będziemy mieli 
(b) (£ — a) + (y — bY + z= r°, lub z= yr? — (z— a} —(y—b), 
nowe rozwiązanie zupełne ze stałemi dowolnemi a i b. 


Ażeby otrzymać całkę ogólną z funkcya dowolną, dość zało- 
żyć 
b= gla) 
i następnie wyrugować a między dwoma równaniami 
(c) (x —a) + (y—ga)* +2? =°, c—a + (y — ga)y (a) =0. 


Rozwiązanie zaś osobliwe otrzymamy rugując z rozwiązania 
zupełnego a i bza pomocą równań warunkowych 


ba 3 DIY" 
da Z 0, TEM 


zkąd 
ZER GRY. 
Rozwiązaniem więc osobliwóm będzie 
(d) E 
| To samo rozwiązanie osobliwe wypływa wprost z samego ró- 


wnania różniczkowego. Jakoż rugując zeń pig za pomocą 
równań warunkowych j 


0 asy À 
wa 2pz* =0, i CY 


dp M 


PZW PYSEO 


zkąd 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. — ROZ. XXI. 


Ot 
R 
~i 


otrzymamy 


U ; 
będ" a 


2 


Rozwiązanie zupełne (%) przedstawia kulę o promieniu r, 
mającą środek na płasczyznie (z, y) w punkcie (a, b). Całka 
ogólna (c) przedstawia powierzchnię rurową, jaką rzeczona 
kula tworzy, gdy jéj środek porusza się na linii b=4(a). 


Rozwiązanie osobliwe (d) przedstawia dwie płasczyzny ró- 
wnoległe do płasczyzny (zy)i dotykające tak wszelkie kule 
(5) o promieniu r, jako téż wszelkie powierzchnie rurowe 
(c), jakakolwiek byłaby funkcya sg. Równanie różniczkowe (a) 
wyraża własność spólną tym wszystkim powierzchniom, którą 
czytelnik łatwo słowami wyrazi. 


37 ig 


ROZDZIAŁ XXII 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH CZĄST- 
KOWYCH RZĘDU 14° I LINIJNYCH. 


170. Prawidło Lagrange'a. — Teorya ogólna równań 
różniczkowych cząstkowych rzędu 4°, jaką wyłożyliśmy 
w rozdziale poprzedzającym, miała głównie na celu wy- 
kazanie istnienia rozmaitych kształtów rozwiązań tychże 
równań, tudzież wykazanie związku zachodzącego pomiędzy 
temi rozmaitemi rozwiązaniami. Aczkolwiek według tego, co 
się już powiedziało, potrafimy zcałkować każde równanie 
różniczkowe cząstkowe rzędu 19, wszelako sposób całkowania, 
jaki wyłożyliśmy, nie jest najprostszym. Przedmiotem roz- 
działu niniejszego i po nim następującego będzie wyłożenie 
sposobów całkowania najprostszych. Zajmiemy się najprzód 
szczegółowo równaniami linijnemi; albowiem całkowanie ró- 
wnań nielinijnych daje się za pomocą sposobów mających się 
wyłożyć, sprowadzić do całkowania równań linijnych. 


Niech 


dx 


de Z 
+ X; — +. Pla; 
oTa 


UA 


(HM X=X 


dth 


będzie daném równaniem różniczkowem cząstkowém rzędu 4° 
i linijnćm, w któróm spółczynniki X, Xy, Xs,...,X, oznaczają 
funkcye zmiennych niezależnych 2%,. .. ,T» i zmiennej zależnćj 
«©. Określając rozwiązanie z tego równania przez równanie 


(2) ili Ti, Vajs e» En) ==(0, 
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mieć będziemy | 


zkąd | 
dz 
it — (ih, 2.0), 
dr 


w skutek czego równanie (1) zamieni się na inne 
d 
(3) PR E N S D 0a 
z Z WZ 
które jest zarazem jednórodnóm i nie zawiera w sobie zmien- 
nój zależnój z pod postacią skończoną. 


Według ustępu 167 otrzymamy rozwiązanie zupełne równa- 
nia (3), jeżeli tylko zcałkujemy w zupełności układ a równań ) 
różniczkowych zwyczajnych rzędu i stopnia 4° 


(4) dreon dEi: UC. dz, 


— —— — — 
— — ...— 


i za pomocą rozwiązań zupełnych tychże równań 
(5) Ci AE Lp «Tu ), (=; 2,...,0), 


wyrażonych przez x i przez wartości z,,.. .,Z’, jakie zmienne 
Ty. . .,Zn przyjmują przy jakowćj wartości początkowćj z=u", , 
wyrugujemy ilości 2,, z+,.. .,stn” z równania 


(6) z=a KULL + 040 +. «PAT, 
w którem a, 0, dą, ...,dw oznaczają stałe dowolne. 
Jeżeli więc równania (5) dają 


(7) EPE fE Dy: i 151); (6=4, 2,...;0), 
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to natenczas 
(8) z =a-+-0,/, + 04/ +.  0,fn, 
będzie rozwiązaniem zupełnóm równania (3). 


Aby otrzymać rozwiązanie najogólniejsze, czyli całkę ogólną, 
dość w równaniu (8) założyć, że 


a = X(04, Gay. o o slu) 
i z tak otrzymanego równania 
Z= y(0%, Q4,. . .,0,) + 047, + lafa +... . + anfas 


wyrugować ilości a;,, a,...,an za pomocą równań (ust. 168), 
szafa | tade Qei, 


Ostatnie równania określają ilości a; jako funkcye ilości fi; 
podstawiwszy przeto te funkcye w równaniu przedostatnićm, 
otrzymamy na całkę ogólną 


(9) z =F(f, fs: efa) 


gdzie F jest funkcyą zupełnie dowolną; albowiem funkcya x 
była zupełnie dowolną. 


Zakładając w (9) z=0, mieć będziemy całkę ogólną ró- 
wnania (1) 


F(f, fass efa) 20, 
lub 
f= lf fase ssf), 
gdzie tak F jak ę oznacza funkcyę dowolną. 
Możemy więc wypowiedzieć prawidło następujące : 


« Ażeby zcałkować rówpanie różniczkowe cząstkowe rzędu 1° 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE — ROZ. XX. 584 


i linijne 
de DSN dE 
Arpłagz > Ange ara diz? 


należy w zupełności zcałkować układ pomocniczy równań 
różniczkowych zwyczajnych 


Jeżeli 


Zw | AA .. safa ZE Czy 


są całki zupełne tego układu, natenczas 


F(A, fae tisfa) = 0, 
lub 


fn=e(h, fe; ..., fa—4)» 


będzię całką ogólną równania danego; F i s oznaczają funk- 
cye dowolne». 


UwaGA 1.— Ponieważ funkcya dowolna n całek fi, fa.. -sfn 
układu równań (4) jest całką ogólna równania (3), przeto 
każda z tych całek będzie rozwiązaniem jego szczególnóćm. 
A zatóm równanie (3) posiada m odmiennych od siebie roz- 
wiązań szczególnych, których funkcya dowolna jest całką 
ogólną tegoż równania (porównaj ustęp 30% rozdziału IV80). 


UwaGA 2. — Jeżeliby w równaniu (1) brakowało kilku wy- 
razów np. jeżeliby było 


ZR ZA „I FRRO, 


wtedy k równań układu pomocniczego (3) 


m e m 9 mm 
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znosząc mianowniki, przywiedzie się do 
de ==0, drysgO,..., dł;z=0, 
zkąd | 
dą DRC La EC 93 4. MRZE CH 
Jeżeli przeto (n — k) pozostałych równań pomocniczych 


„uważając w nich ilości z,,...x, jako stałe, całki zupełne są 


frg ™ Cryn. rofa = Cm 


natenczas całką ogólną równania danego będzie 
F(t. sky fstas. e afa) 20. 


171. Sposób Lagrange'a. — Prawidło całkowania ró- 
wnań różniczkowych cząstkowych rzędu 4° i linijnych podał 
Lagrange w roku 1779 (OEuvres, tom TV, str., 624), a udowo- 
dnił w roku 1785 (OEuvres, t. V, str. 543) sposobem nastę- 
pującym. 

- Niech - 


= 08 
(1) X == Xii DR jz, ? 


i=l 


będzie daném równaniem różniczkowóm cząstkowóm rzędu 1° 
i linijnóm. Pochodne cząstkowe p, powinny widoeznie uczynić 
zadość równaniu różniczkowemu 


i=n 


(2) | dr= Y p;dz;; * 


EA 


jeżeli przeto za pomocą danego równania (1) wyrugujemy 
z równania (2) jednę z tych pochodnych, to pozostałe po- 
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chodne powinny być takiemi, ażeby równanie (2) było całko- 
walnóm i wtedy całka tego równania da nam żadaną wartość 
na £ wyrażoną przez z,,...,”r,. Zamiast wykonać rugowańie, 
osiągniemy ten sam cel jeżeli pomnożymy przez siebie siro- 
nami przeciwnemi równania (1) i(2); albowiem tym sposo- 
bem otrzymamy 

i=n i=n ` 


ZX ;pidz =LApid,, 


i=1 i=1 


czyli 
(3) | NpłXide — Xda;) =0, 
Gi 
równanie, które podzielone np. przez pn — zawierać będzie 
już tylko (n —1) ilości nieoznaczonych Pr, oi. Prze 
Pn Pn Da 


Załóżmy teraz 
(4) Xda — Xda;==0, (t=1,2...n), 


mieć będziemy natenczas v równań różniczkowych zwy- 
czajnych 


M du” dży > O'SA 
(47) p aani. seit: 0 $ 
Niech 
(5) Sifi RE EE E= 


będą całki zupełne tych n równań różniczkowych, rozumiejąc 
przez €,, Cs,...,C stałe dowolne a przez fo fa,...,/» funkcye 
zmiennych g, £4,...;ćn niezawierające tych stałych. 


Różniczkując równania całkowe (5) uważając także ilości e 
jako zmienne, mamy 


(6) de, = ide P de, k—1, 2,...n). 
k Je Amd; , E oz , 
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Atoli, ponieważ równania (5), uważając w nich ilości c jako 
stałe, są całkami równań (4), przeto napisane dopiero równa- 
nia powinny stać się tożsamościowemi z równaniami (4), 
jeżeli założymy w nich dcy:=0. A zatém, jeżeli w równaniach 


dfr í 10/3 
l. -+ ASM y HAY. 
NE dz 2 ZY dzęsz0, (hsżd,2..1R% 


za d£... d£, podstawimy wartości, wypływające z ró- 
wnań (4), to natenczas równania tym sposobem otrzymane 


Si UM 35 4 
py) x wejdę WZT, 8... 


i=l 


będą równaniami tożsamościowemi. 


W skutek tych równań, równania (6) IE WĄ się na 


Xdey= NIE (Xd — Nida), (I=, 2.. .n). 


i=1 


A jeżeli te równania rozwiążemy algebraicznie wzgiędem 
Xdx; — X,;dz, otrzymamy 


k=s 
(1) Xde; — Xydc=)'X Berite, (ił, TES 
k=i 


gdzie dla skrócenia 


(8) BIŻ. 1/4» R, . A 


"ZAB Laso o 2y4n) 
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w skutek więc równań (7), równanie (3) zamienia się na 


i=n k=n 


DA PRE Np, dcy = 0, 


i=l ksl 


lub, założywszy znowu dla skrócenia 


R 
(9) w» X e i = Ap, 
=l 
na 
10) k==n 
Ader 20; 
à 


czyli wyraźnićj 
Ade, + A de, + ... + Anden = 0 


lub 
i A An 
(11) 0% i KW PRAD 


Ponieważ to równanie zawiera w sobie różniczki tylko ilości 
Cis Casse Cn, przeto utrzyma się one tylko wtedy, jeżeli także 
spółczynniki RR A ch będą funkcyami samych tylko ilości 
1 1 
(4, Cays. „CJ; potrzeba więc, ażeby, podstawiwszy w tych spół- 
czynnikach za £,,... £, wartości wyrażone przez c,... iu 
za pomocą (5), ilość z także zniknęła. A zatem, powinno być 
A A 
D EN n 8 APE P Cis ... , Cn); 
co zawsze uczynić można za pomocą (n — 1) ilości nieoznaczo- 
nych 


jv £) 
O NJ > 


h Ti n ~ 
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Równanie (14) zamieni się wtedy na 
dei + Oy(€,, €gy11y Cn)dCą + ++ GC, €..., CJ)dC = 0, 
temu zaś równaniu stanie się zadość jeżeli założymy 
qzZ9(G.. Ch lib F(E,, 641.1; 01) 20; 
gdzie ọ lub F jest funkcyą dowolną; albówiem funkcye Par 
możemy uczynić jakiemikolwiek. 


Atoli według (5) jest c, =/,, Ca = fa -+ Ca™]n; podstawiając 
zatóm te wartości w równaniu ostatniém, mieć będziemy ró- 
wnanie skończone 


(12) F(fa, fae fa) =0, 


które będzie całką ogólną równania (4). 
172. Zastosowania. — PRZYKŁAD IY. Niech będzie daném 
równanie 
ytt A Reri > + (c+y + z) 24 =z +y +t; 
; JE dy Ti dé ; 
w tym przypadku należy zcałkować w zupełności układ pomo- 
eniczy trzech równań różniczkowych zwyczajnych : 


dz dy dt dz 


y+t+z c++ t+y+ż rry+/ł 
w tym celu wyprowadzamy z tych równań następujące 


dy— dx _dt— dz __dz— dz __ dx + dy + dz + dt 


qę—=y c—tć c= 3(0+ y + + t) 
Całkując te równania mamy 
(y — P(e + y + t +2) =Q, 
(t— z2)(c + y + t+ z) = 6a l 


(z — c)(c +y +t +z) = 6s; 
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a zatćm całką ogólną równania danego będzie 


F(c,, Cą, cz) =0 


dzie F oznacza funkcyę dowolną, a cy, Cz, Cz posiadają wartości 
powyższe. | 


PRZYKŁAD IIsi,— «Znaleźć równanie skończone powierzchni, 
przecinającćj pod kątem prostym szereg kul, których środki 
leżą na osi odciętych a powierzchnie przechodzą!przez początek 
układu spółrzędnych. » i 


Równaniem szeregu kul jest 
L + y*-+ 2” == 200, 


gdzie a oznacza odległość środka od początku układu. W punk- 
tach spotkania sżukanćj powierzchni z każdą kulą normalne 
do tych dwóch powierzchni są do siebie prostopadłe. Ponie- 
waż dostawy kątów kierunkowych normalnój do szukanćj po- 
wierzchni i do powierzchni kuli są NARC proporcyo- 
nalne do 


przeto warunkiem prostopadłości tych dwóch normalnych 
będzie 


Rugując parametr a z tego równania za pomocą równania 
kuli, otrzymamy 


(2 =y* — ag z + 2cy 3 w = 2rz, 
równanie różniczkowe żądanćj powierzchni. 


Aby wynaleźć równanie skończone, potrzeba zcałkować 
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w zupełności układ pomocniczy : 
dernan. ŚM: dz 


= a a w 


Całki zupełne tego układu są : 


By? +23 _ 


z Csi 


y— 
i Rash 
równaniem więc skońezonóćm żądanćj powierzchni będzie 
T + Y? + 2 =zo (2): 
gdzie ę oznacza funkcyę dowolną. 
Jeżelibyśmy chcieli, aby powierzchnie przecinające były 


stopnia 2%, dość położyć o (H) =% +22, a wtedy mieć 


Z c’ 

będziemy 
© + y* + z? = 292 + 2cy, 

równanie kul, przechodzących także przez początek układu 
spółrzędnych, lecz których promień będzie równy Vó* + ©, a 
środki leżeć będą na prostćj wyprowadzonćj z początku w pła- 
sczyznie yz i czyniącćj z osią y kąt, którego styczna równa 
się a Wypowiedzenie twierdzenia geometrycznego, jakie 
zawiera ten wypadek, pozostawia się czytelnikowi. 


PRZYKŁAD III. — «Znaleźć równanie skończone powierzchni, 
której płasczyzna styczna odcina na osi z część proporcyo- 
nalną do odległości punktu styczności od początku układu 
spółrzędnych. » 


Równanie różniczkowe szukanćj powierzchni jest następu- 
jace : 
dz dz 
Pea 798 L= zmn P y +37, 


JT Je 
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Temu równaniu odpowiada układ równań pomocniczy 


Gm ; dy, dz 


T Y z—=nya+y +z’ 


którego całki zupełne są następujące : 


z+Ya ry? + 2 


1 
yrn Cis T 
. z n 


lą. 


A zatćm, równaniem skończonćm szukanej powierzchni bę- 
dzie 


z PUMY jerzy REC e y 


PRZYKŁAD 1Vty. — Niech będzie daném równanie nie'inijne 


©, + Ta fą + o + En fa + f 20. 
gdzie ogólnie 


dD 
fi= filc — pst, — pąta— ++. — Pn Ln, Pis +s Pa), i= 
, 


Takie równanie stanie się linijnóćm, jeżeli założymy w nićm 
(a) U=C— p, Ty — P, T4— +s — x In, 
zkąd 

du ==— t;dpy — £ą dp, — ... — ©ndp, ; 
albowiem : 
dz — pydz, — pdz: — ... — padn = 0. 
Jakoż wtedy 


(b) Du ann Adiuo ROPA 
SM: i AEOOIAS O AAA ośw E 


w skutek czego dane równanie zamienia się na linijne 


Ju du Ju 
LET 20 ELLA LECZ 7 
fi dpi fa dpa f Pu f 
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Wyznaczywszy ztąd u przez p, Ps,..., p, i wartość otrzymaną 
wstawiwszy w równania (b) i (a), otrzymamy zmiennę z wyra- 
żoną przez z4...1, rugująe p,...p, pomiędzy równaniami (a)i (b). 

173. Gałkowanie pewnego układu równań różnicz- 
kowych cząstkowych rzędu 18 i linijnych. — Sposób 
Lagrange'a daje się zastosować do układu równań różniczko = 
wych cząstkowych rzędu 48° i linijnych : 

Xip + X: Pi, Hiob X Pin = | SE 


Xi Pay + Xo Paa. Xn Pan = Zy, 
(1) 


Xis Pm, + Xa Pm,2 + s.s + Xnpm;n = Zm. 
` a e dz; 3 
gdzie ogólnie Pik FRZ PAŃ siej Ansi Zgy aa) , Em, Oznaczają 
k 
funkcye n zmiennych niezależnych 24, ..., £n i m zmiennych 
zależnych Zis +++ > Zme 


Jakoż, pochodne Pi,k łaa 4 uczynić zadość równaniom 
różniczkowym 


(2) dzini dz, H Pia dą + ++ Din diys (=, v PARA m); 


a zatóm, jeżeli za pomocą równań (1) wyrugujemy z odpowie- 
dnich równań (2) po jednćj pochodnćj, to pozostałe pochodne 
powinny być takiemi, ażeby układ równań (2) był całkowal- 
nym przez m równań pierwotnych, i wtedy rozwiązania zu- 
pełne tych równań dadzą nam żądane wartości na z4,.., Zm 
wyrażone przez Z,,.., n. 
Zamiast wykonywać rugowanie, osiągniemy cel zamierzony, 

mnożąc równańia (4) przez odpowiednie równania (2); albo- 
wiem tym sposobem otrzymamy m równań: 

k=n 
(3) N (Zider—X,dzi) Pir™=0, (L=, 2,..., m); 

KE 
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z których każde będzie zawierało już tylko (n—l) ilości nieozna- 


czonych Dia, Pi jieti Pina ę 
Pim Pi,n Pin 


Załóżmy teraz 


(4) Z; dzy — X,dzi =0, (= i; 2, se. M, k=t;/2, 43 Wh 


czyli 

dz dz da dz 
4 A=, — Mm Pm a Ng LV, 
ke Ż | aka gie 


mieć będziemy teraz (n-+-m—1) równań różniczkowych zwy- 
czajnych. 
Niech 
(5) AzS fa tmh, ae. g ETEEN. =], 65 
będą całki zupełne układu (4). 
Postępując tak samo jak w ustępie 177177, znajdziemy 
(6) Zi dE Paen Xydz; = Ode, ae Blinde. .. i W gięcie 


gdzie B',,, oznaczają pewne funkcye zmiennych æ i z, w sku- 
tek czego równania (3) zamienią się na 
(T) A; do, EE dla + ... Aznym dł ym Z0, (=, 2,... m) 
gdzie ogólnie 

; kz=y 
(8) Ai se > BO pi 
lub rozwiązawszy te równania względem dep; de, lo deini 
() | de nen FE Oides + Corde +. . t Oni ndcy 1, 


(h=0, 1, 3,..m). 
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Ponieważ mamy do dyspozycyi m(n — 1) ilości dowolnych 


Paa a, Panian a Nm BYWĘT OŚ AC PAN 

Pin Pin Pi, n 
przeto możemy te-ilości tak dobrać, ażeby spółezynniki w ró- 
wnaniach (9) po wyrugowaniu z nich 2;,..,2, za pomocą ró- 
wnań (5) nie zawierały także zmiennych 24,..,2m, a wtedy ró- 
wnaniom (9) uczynimy zadość, zakładając 


CARTE PEC Ga; zs) KK EE (4. 2,47) m —-1), 
przy czćm funkcye e, będą dowolnemi. 


A. że według (5) ci == f, 0, = fu Gami arna 
przeto te wartości podstawimy w równaniach ostatnich. bę- 


dziemy mieli natenczas m równań skończonych 


(10) fan cia fa PETET „AE M (4=0, 1, 23m — (BF 


które dadzą nam żądane wartości na zy,24,..,2, Wyrażone przez 
Ty Tą: -Zne Zamiast równań (10) możemy pisać 


(10a) Bi (fu fso faza) EB „BB Ży 4 Mh 
rozumiejąc przez F, funkcye dowolne. 


Najważniejsze zastosowanie teoryi rozważanego tutaj układu 
równań różniczkowych cząstkowych podamy w rozdziale na- 
stępujacym. — Tym układem zajmował się pierwszy Jakobi 
(Crelle, Ii, 321-323). 


174. Teorya układu równań różniczkowych czaąst- 
kowych rzędu 1%, linijnych i zarazem jednorodnych 
z jedną zmienną zależną. Zajmiemy się teraz układem ró- 
wnań różniczkowych cząstkowych rzędu 48° i linijnych, które 
zawierają w sobie tylko jedną zmiennę zależną. Ponieważ 
każde takie równanie można przez wprowadzenie nowój 
zmiennćj zależnćj uczynić jednorodnóm (ustęp 170), przeto 
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przypuścimy, że dane równania są zarazem jednorodnemi 
względem pochodnych. 


Oznaczmy przez z zmienne zależną, przez £,, 25, ..., Z, 
zmienne niezależne, a przez m, gdzie m<n, liczbę równań 
w układzie danym. 


Wyrażając z tych równań, m pochodnych cząstkowych 
dz dz 
RI te A 
przez pochodne pozostałe 
dz dz 
dg ra BOGA NEM x 


i przenosząc następnie wszystkie wyrazy na pierwszą stronę 
znaku równości, sprowadzimy równania układu danego do po- 
staci następującćj 


tm 
i=m=w 
DJA 7 dz z 
4 EEr Azą —=——=0, rS 2,..., m 
( ) JE, mi izl CZE , ( aż kij, s) 


gdzie spółczynniki A;,4 oznaczają funkcye samych tylko zmien- 
nych niezależnych z, £2, ... Zne Układ równań (1) nazwiemy 
układem normalnym. 


Wprowadzając wyobraźnik A; na oznaczenie działania 
g y 0 
(2) AG =Z— + Ak ——) 
Cz |. s 


t. j. na oznaczenie szeregu różniczkowań połączonych z mno- 
żeniem przez funkcye A;,ņ, możemy równania (1) krócćj tak 
pisać : 
(3) EEN GEN 25844 a) 
Układ równań różniczkowych cząstkowych rzędu 48°, linij- 
38 
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nych i zarazem jednorodnych z jedną zmienną zależną posiada 
pewną własność charakterystyczną, którą dla układu normal- 
nego tak można wypowiedzieć : 

« Jeżeli Ays==0 i A;z=0, są dwoma równaniami układu 
(3), natenczas równanie A;(Anz) — Ay(A;z) =0, będzie także 
równaniem różniczkowóm cząstkowćm rzędu 4°, linijnóm 
ijednorodnóm, i temu równaniu uczynią zadość wszystkie 
rozwiązania spólne tamtych dwóch równań. » 


Jakoż, pisząc 


N k=n—m ) I=n—m ) 
fà 
TA pi An,k Hw. z A, = S+ ba Rai ais 
Lp k=l 1=1 € lm +1 


i wykonywając na pierwszćj stronie równania A„z=0 działa- 
nie A;, mamy : 


k=n—ml] 
dz 
AAE A; (sz ) -- 2 A; (An, J% 
CID: pi OL m k 
k=n—m 
EOY Ani Az = |: 
aa Emak 
czyli 
I[=n—m k=n—m 
dz a 037 dz 
WW A EEE, E OE PEA JRE > y ACAn 
v bę R 
JULA; pre $ TK Lm, l a A : iz ag 
k=n—m k=n—=m l=n—ni 32 
+ p: h,k ek 32 F Ai Ai — z 
k=l NZ se k=l msi i ż Nm kL nd 


Wykonawszy zaś działanie A, na stronie pierwszćj drugiego 
równania A;z = 0, otrzymamy podobnie 


J2> CZY ye S 
A,(A z) =-—— + A„(A, 
e a / hali So „( i) A T 
NY prac "dc że É mak = Tmt 
poan : A " k=n—m ~ 
A %/ OZ > 
AN Asror EF ») A Amoi ; 
Ned śm śm ZRYW 
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a jeżeli teraz odejmiemy od siebie te dwa równania, będzie 


k=n—=m I=n—nt 


dz 
ATE nan Y Alan) 


K==1 


lub zmieniwszy w wyrazie drugim strony drugićj skaźnik 
l na k, 


k=n=m 


(A) Alaz) — AA Y, LAs(Ana) — AM(A) | 
k=l soh 
A zatém równanie A; (A}z)— A}(A;z)=0, które tak pisać 
będziemy : l 
(5) '(A;An— An AJJZ=0, 


jest kształtu : 


dz Z JE 
(6) BO; = Pea Že BeZ zy) PELA 
dx Empi pk 1 Sanar > "OT 


gdzie ogólnie 
(7) A By = A;(A he, x) =", ALA, 2)» 


a przeto jest rzędu 1° linijnóm i zarazem jednorodnćm. 


To samo daje się dowieść dla każdego układu równań ró- 
żniczkowych cząstkowych rzędu 1? z jedną zmienną zależną, . 
które są linijnemi i jednorodnemi, t. j. że równanie sformo- 
wane podług szematu (5) z dwóch takich równań będzie 
także rzędu 14°, linijnóm i jednorodnóćm. Jeżeli równania 
są przywiedzione do postaci normalnćj, natenczas za- 
chodzi jeszcze ta okoliczność, że w równaniu (3) nie będą 
się znajdowały te pochodne, względem których te równania 
są rozwiązane, tak np. w równaniu (5) nie zachodzi ani po- 
chodna > ani tóż RC) wę bł 

JE 


Lh 
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Niech następnie z= /(24, ... , 2n) będzie spólnćm rozwiąza- 
niem uważanych dwóch równań Ayz=0 i AZ =0, t. j. 
tą funkcyą zmiennych niezależnych, która oba równania za- 
mienia na tożsamości. Ponieważ mamy tożsamościowo 


A,f=0 i A;/=0, 


przeto także wypadki działań A;, Ay wykonanych, na stronach 
pierwszych tych równań, będą tożsamościowo równemi zeru; 
albowiem te działania redukują się do różniczkowania w połą- 
czeniu z mnożeniem przez funkcye zmiennych niezależnych. 
A zatóm będzie także 


A;(An/)==0, i A„(A:f)=0; 
ztąd wypływa 
A;(AL f)—A„(A;/) =0, 


co dowodzi, że z =/(u4, +- £n) uczyni zadość także równa- 
niu (5). 


Ta druga część twierdzenia stosuje się nie tylko do nor- 
malnego, ale do wszelkiego układu równań różniczkowych 
cząstkowych, rzędu 48° linijnych i jednorodnych. 


175. Układ Jacobiego. — Może się wydarzyć, że ró- 
wnanie (2) będzie równaniem tożsamościowóm, jakąkolwiek 
byłaby funkcya z; przypadek ten zajdzie widocznie wtedy 
kiedy wyrażenia (7), t.j. B%,, dla k=1,2,...n—m będą 
tożsamościowo równemi zeru. 


- Jeżeli równania kształtu (5), sformowane z każdych dwóch 
równań układu normalnego (1) są tożsamościowemi, a 
przeto, jeżeli spółczynniki A; œ czynią tożsamościowo zadość 


m(m — 1) 
mia. 


(n — m) równaniom warunkowym By, ,, =0, gdzie 


| 
h==1, 2,...,m=l,h< iŚm,k =l,2,... n—m, natenczas 
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układ normalny nazwiemy układem Jacobiego; albowiem 
Jacobi pokazał pierwszy (Crelle, LX), jak w tym przypadku 
otrzymać można rozwiązanie spólne. 


Jeżeli układ dany nie jest normalnym, a równania sformo- 
wane podług szematu (5) są wszystkie tożsamościowemi, na- 
tenczas taki układ zowie się zupełnym. Sprowadziwszy układ 
zupełny do postaci normalnćj, mieć będziemy oczywiście 
układ Jacobiego. 


Układ Jacobiego posiada następującą godną uwagi własność : 
« Jeżeli Ayz = 0, A;z = 0 są dwoma równaniami, należącemi 
do układu Jacobiego, i jeżeli z=g(z:,. . ,r,) jest jakiemkolwiek 
rozwiązaniem pierwszego z nich, natenczas z = A;ę będzie 
rozwiązaniem tegoż równania. » 

Jakoż, z założenia mamy tożsamość Az =0, a zatćm bę- 
dzie także tożsamościowo A;(A„ę)==0; a że na mocy okre- 
lenia układu Jacobiego zachodzi tożsamość 

A;(Ax z) r" A (A;z) zz 0), 
jakakolwiek byłaby funkcya z, przeto będzie także 
A;(A, 9) — A, (A;9) =0. 

Atoli okazało się, że A;(A, 9)=0; z równości więc ostatnićj 
wynika A, (A;g)==0, co dowodzi, że z=A;g jest téż rozwią- 
zaniem równania A,z =0. 

To rozwiązanie będzie, mówiąc w ogólności, zupełnie no- 
wóm, chyba że wyrażenie A;ę jest funkcyą samego ę. 

Tak samo postępując z tém nowóm rozwiązaniem it. d., 
znajdziemy, że-.wyrażenia 

Aig, A;(A;$), AG[A.(A.)]; e.. 
które krócéj tak pisać można : 
Apro Arg AR lod 


są także rozwiązaniami równania Aģjz=0. 
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Ponieważ równanie różniczkowe cząstkowe Ayz==0, prócz 
(m1) rozwiązań oczywistych (ustęp 170 Uwaga) £y. ., £i, 
Wqj1,--; Lm posiada jeszcze tylko (n —m) od siebie odmiennych 
rozwiązań, przeto w szeregu napisanych powyżćj rozwiązań 
dojść musimy w końcu do rozwiązania A;'9, które już nie bę- 
dzie rozwiązaniem nowćm, lecz pewną funkcyą rozwiązań po- 
przedzających tudzież funkcyą nadmienionych rozwiązań oczy- 
wistych. 

W szczególności, jeżeliby się okazało, że A”; =0, to naten- 
czas Ao byłoby widocznie rozwiązaniem nie tylko równania 
Anz =0, ale także równania A:z=0. 

Dowiedziona dopiero własność odnosi się również do pe- 
wnego układu równań różniczkowych zwyczajnych. Albowiem, 
skoro na jedno wychodzi, czy powićmy , że z=g jest rozwią- 
zaniem równania różniczkowego cząstkowego Anz =0, t. j. 
dz 


P pa y. Anon maju 0, 
ln 


dz 
swe Aa : OZI I + Ar 


JZ 
pe R JT m—=l JE 


m+? 


czy téż, ę jest całką układu równańjróżniczkowych zwyczajnych 


NI: lud” OR hoat — AL 1 te > 
a — o o e — pawa == gy == m m pada = ...€ — więzi 
0 "0" "we" zał, 
Ł4 dE m2 _ da mt? —— <— dEn A 
Anı iTA 2 An, n—=m 


przeto z téj własności układu Jacobiego wypływa możebność 

wyprowadzenia z jednéj całki układu równań różniczkowych. 
zwyczajnych całego szeregu nowych całek i to tylko za pomocą 

różniczkowania w połączeniu z pewnemi działaniami algebra- 

icznemi. Zastosowanie tćj własności do dynamiki analitycznej 

wyłożymy w rozdziale XXIII" , 


176. Całkowanie układu Jacobiego sposobem p. 
A. Mayera. — Podobnie jak całkowanie jednego równania 
różniczkowego cząstkowego rzędu 48°, linijnego i jednoro- 
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dnego z n zmiennemi niezależnemi sprowadza się do cał- 
kowania układu (n— 1) równań różniczkowych zwyczajnych 
rzędu 180, również można sprowadzić całkowanie układu 
Jacobiego m takichże równań, do całkowania układu (n— m) 
równań o różniczkach zupełnych, rzędu i stopnia 18° i całko- 
walnych przez (n— m) równań pierwotnych. 
è 

Jokoż, napiszmy równania danego układu Jacobiego pod- 

postacią rozwiniętą : 


XJ- P) 3z 
cz [472 p 
| bt z + Ayn h + ... am F. ES lat = 0, 
7 Lm41 Otn 
m X -= d 
(ezo (+ v4 
—— + Az 34 + . <+ Ay n—=m J — 0, 
(4 ) RZA Ol m1 n 
z . . . . . > . . » . , . 
dz dz dz 
— 4- Am, 4 aj Te zę Au n-ne ZG! » 
Az. m Empl dz n 


i idac za przykładem Boole'a (Treatise on differential equations. 
Suplementary volume, str. 74), pomnóżmy te równania od- 
powiednio przez stałe dowolne d, %5,..,Xn. 


Dodając je następnie do siebie, otrzymamy 


Je dz dz 
ET A AT OOPERI I BEA 
AL, Lm RZ 
(2) | : 
-+ ... + M M TE + ... -+ An Am, adu) ag = 0, 


DEn 


jedno równanie różniczkowe cząstkowe, które z powodu do- 
wolności czynników %,.., ùm jest zupełnie równoważnóm ukła- 
dowi (1) 


Równaniu (2) odpowiada układ pomocniczy równań różnicz- 
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kowych zwyczajnych 


an Uw PRZ dzy a. 
1 dm À Aqua p zp NAA ++ dn Å mı j 


ALn 


dy AG, LK pws SB dm Amn—_m 
z którego, po wyrugowaniu czynników 2,,..., Am, Wypływa 
układ (x —m) równań o różniczkach zupełnych 


daaa dz, +... SB Am dra 


din +2= Ai, z dz, +... i: dzi, 
(4) 


. . . . . . . . . . s 


MEAE n—m dr; z cez a Am,n—ndtn. 


Ponieważ układ (4) jest zawarty w układzie (3), przeto jakie- 
kolwiek jego całki będa zarazem całkami układu (3); a że 
całki układu (3) są rozwiązaniami równania różniczkowego (2), 
przeto całki układu (4) będą zarazem -rozwiązaniami równa- 
nia (2). Atoli całki układu (4) są jedynemi rozwiązaniami ró- 
wnania (2), nie zależącemi od ilości dowolnych 3,,.., Amn, ztąd 
wypływa, że powyżćj podane całki uczynią zadość także ukła- 
dowi (1), któremu równanie (2) było równoważnóm, i będą 
jedynemi spólnemi rozwiązaniami jego równań. 


Widzimy więc, że związek pomiędzy układem Jacobiego 
(l)a układem równań o różniczkach zupełnych (4) jest taki 
sam, jak między jednóm równaniem różniczkowóćm cząstko- 
wóm linijnóm a tegoż równania układem pomocniczym ró- 
wnań różniczkowych zwyczajnych, i że przyczyna tożsamości 
tych związków jest jednaką w obu przypadkach. 


Na mocy określenia układu Jacobiego, spółczynniki A;k ró- 


wnań (1) czynią zadość (n —m) m (m— 1) wnaniom warun- 


- 
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kowym: 
(5) A;(AG:) — å, (Air p" 
czyli wyraźnićj 
JAJ k JA; 4 TR" JA; k dA; 
6 NO N A A LTZ ik =0, 
( ) dTi Dy. * 2 (A Umi ka i) 9 


gdzie A= 1, 2, .., Mm—4,h<i< m, k=4,2, ... , R — m. 
Ponieważ te równania są także równaniami warunkowemii, 
przy których równania (4) są całkowalnemi pod postacią 
(n — m) równań pierwotnych z (n—m) stałemi dowolnemi, 
przeto ułkad (n — m) równań (4) posiadać będzie (n— m) od- 
siebie odmiennych całek : 7 

(7) fi = l fa = ly +++; fun = Onm; 

a te całki będa (n—m) jedynemi a od siebie odmiennemi roz- 
wiązaniami spólnemi układu równań Jacobiego (1). 


Całką nareszcie ogólną układu Jacobiego (1) będzie 
(8) z= g(f1, fas s fn—m); 
gdzie ọ oznacza funkcyę kształtu dowolnego. 

Stosując do układu (4) sposób całkowania p. Mayera, wyło- 
żony w ustępie 1575” mamy następujące prawidło na całko- 
wanie układu Jacobiego : 

« Aby zcałkować układ Jacobiego m równań różniczkowych 


cząstkowych 


EM 


dz dz 


Q Az+ — + A; 2>31.,3..., 
) AL; k=? A TAR i ( i sa ; 2 


fcrmujemy układ pomoeniezy (e — m) równań o różniczkach 
zupełnych 


i=mM 


(b) drii s) Arr dc, (k=1,2,..., n=m.) 


i=l 
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Następnie za m zmiennych z,, La ..., Im wprowadzamy m 
nowych zmiennych y4, Y2, ».» „ Ym Za. pomocą podstawień 


(c) Ty ZY Tą ZT'4+-(Y — Y Ya Tm = Lm lysy —YdY m 


gdzie y? 2, ... 2”m są wartości szczególne i dowolnie obrane 
z tém jednak zastrzeżeniem. ażeby żaden ze spółczynników 
A;n nie stawał się nieskończonym lub téż nieoznaczonym 
przy wariościach LZY ZZA eera ToTFZ p. W pki- 
tek tych podstawień układ (6) zamieni się na 


(dy dź, języ: Bin dyi (k=4,3, ... , n— m), 
i=l 
a przeto układ (a) na 
K=EN—NL 
AZ 


dz n 
(e) Biz PEY T Biz nog 0, UET Bae 5 


k=l 


gdzie, dla k=1,2,.., n—m, 


(f) , B, = Aig M Y Å, k HE S E Ym A, k, 
a, MAZ 1, 
(g) Bior ™= (Ym Ya) Ait | 


i układ (d) będzie także całkowalnym przez (n— m) równań 
pierwotnych podobnie jak układ (b), a przeto układ (e) będzie 
układem Jacobiego, podobnie jak układ dany (a). 


Jeżeli więc 
(2) . fi = asa yo... 5 EG) = z Ż 


są całki główne układu (n — m) równań różniczkowych zwy- 
czajnych : 


( k) dy. — dz M+I ___ Atna a <A dc, 
ay, = "Biż ia eta ... © a y 
1,1 152 ,n=m 
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rozumiejąc przez £ni% wartości, jakie przyjmują zmienne 
zależne miasan W równaniach (k) przy y,;==y, to na- 
tenczas te całki będą (n — m) rozwiązaniami od siebie odmien- 
nemi układu (e) i zamienią się na rozwiązania danego układu 
(a), jeżeli tylko w nich za y,,..,y„ podstawimy napowrót 
zmienne £,,..,£, t. j. gdyw te całki wstawimy 


0 0 
l Y= L = POTY T ECRL NBL 
( ) Yı 19 Ya z£; y’ , y DaN y% 


Funkcya dowolna tych (n—m) rozwiązań będzie całką ogólną 
układu (a). » 
Zamiast podstawień (c) można użyć ogólniejszych 
sy Zm 0 z 
n= 1; + (Ymy DXU + -* » Ym); (Ł=1,2,..., n— m), 
rozumując przez x, funkcye dowolne ale niezależne pomiędzy 
sobą, a przez 1%, y, wartości szczególne i dowolnie obrane 
z tém wszakże zastrzeżeniem, ażeby 1? spółczynniki A,, były 
skończonemi i oznaczonemi przy 44 =, ..., Lm = Lm, i 29 
żadna z funkcyi 4, nie stawała się nieskończoną lub tćż mie- 
oznaczoną przy y; = y’ 
PRZYKŁAD. — Niech będzie danym układ dwóch równań ró- 
żniczkowych cząstkowych 


dz Jz 
BR R EE 
M1 JL, 
(a) à 
Z dz d 
E DEEE Nei — I — % — = U. 


Ponieważ widocznie równanie 


(AA: LE A,A) = 0, 


jest tożsamościowóm ; albowiem 


Xz RE PY yy Y2- 
A A Zz hw — ~ nt ie -C w pd O s% 
A= — Ez —— IM H — + 
DLL DLL, EEr PE RATA 
dz d?z 
+ (L2 — 2,) — Ly(Tąlz — La) , 


ZZA | 
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tudzież 
032 0%z dz 973 
AgA;z amand ——+ E O E £. —— — L 
A a i Gimin rii rAr, KANA 
+1. des z KARUP L) CE 
ŻYRYZANNEYH kh A da”, | 


przeto układ (a) jest układem Jacobiego. 
Temu układowi odpowiada układ pomocniczy dwóch ró- 
wnań o różniczkach zupełnych 
dx 2 dLa, 
(b) ipai 
Podstawmy w tym układzie, ponieważ można założyć 
Y 20, 
(c) P= Yis L= Yiyan 
a otrzymamy wtedy 
kat =— ydy — tyldy 
? "de, = (pyt; — Ly — Yat, dy + (Y1Y2t; — £, dyz, 
i zarazem układ (a) zamieni się na 


4 dz dz 
Biz=— kk Its z + W — 0— sz, JE = = 0, 


4 


d dz 
B;z=— y, "Ue IT, + (YY. — CY, 2 =ð. 
Weźmy teraz pod uwagę układ dwóch równań różniczko- 
wych zwyczajnych | 
dxe, == Udy 
(7) 
| dz,=lyy c — 2, — y)dy, 


w których y, uważa się za ilość stałą. Całkując pierwsze ró- 


| BET za J | J pr O a | 
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wnanie, mamy 
T = ce~ YY: 
lub, gdy ts = 2y dla yy = 0, 
(9) KOCICH zza, 


W skutek tego drugie równanie zamienia się na 


d. i 
dy, + yet, = (py? — Ajat eoh. 


Całkując to równanie różniczkowe linijne, mamy 
2,, 2 
szew |6+ (> — „) |; 
lub, gdy z, = x, dla yy =0, i uwzględniając (g) 
A A- 7 1 2,, 2 YY? — (U 
(4) Tn G a T E aaea 
Przywróciwszy zmienne pierwotne £%,,%» mieć będziemy 
1 m GQ » d 4 2 L 0 
(i) Let = L3 , |L, H L Ly — 5 Ly Ly) =T, 
r 4 


Pierwsze strony tych równań są rozwiązaniami spólnemi: 
obu równań (a), a całką ogólną układu (a) jest 


(k) Ark |r (z. +H TLT —; zę) ex | . 
177. Sposób Jacobiego. — Jacobi oparł całkowanie 
układu równań 
JE k=n=—m 
1 Az= < e Za ik 58h: g 
; i AL; ma 2, e OLmak 0, o i gh , m), 


ężyniących tożsamościowo zadość równaniom warunkowym 


(2) (AzA; — A;A;) z =0, 


DELON aa aa = 
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na tćj własności tego układu, którą wyłożyliśmy w: ustępie 
17577. 


Myśl zasadnicza tego sposobu jest ta, że szuka się najprzód 
jakiegokolwiek rozwiązania równania pierwszego układu, a 
następnie z tego rozwiązania wyprowadza się kolejno roz- 
wiązanie spólne dwóch pierwszych, trzech pierwszych i t. d. 
równań tego układu. 


Aby otrzymać rozwiązanie równania pierwszego 


(3) Aż + 


dość wynaleźć jedną całkę układu równań różniczkowych zwy- 
czajnych rzędu 480 
AC ya dz, 


a | kryzy ŻE! z 
(4) pan tra AE 
Ag Aj,n—m 


u 
w których £y.. Tm uważać należy jako ilości stałe. 


Niech 9 (£,,74,.., ©) będzie jedną z całek tego układu, czyli 
czyli jednóm z rozwiązań równania (3), odmiennćm od rozwią- 
zań oczywistych t4,..,1„. Podług twierdzenia dowiedzionego 
w ustępie 1757/m wyrażenia 


G) DIR Ady Qa ZALQ, eoe  Qr "A;'9, 


będą także rozwiązaniami równania (3). Atoli równanie (3), 
oprócz rozwiązań oczywistych £, ... , £n może mieć. tylko 
(n — m) rozwiązań pomiędzy sobą niezaieżnych, przeto dla 
pewnego r <n — m musibyć 


(6) Pre CH ++. » Emy Qy Dy esey r D T 


Jeżeli więc 0, (4... Qi SA funkcye od siebie nieza- 
leżne iod z,,...c„ odmienne, wtedy najogólniejszćm rozwią* 
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zaniem równania (3), do jakiego nas doprowadza rozwiązanie 
szczególne o, będzie 
(7) z=/f (Ly +... z Emy Ọs Byy twe 3 GBęrL4)5 
gdzie f oznacza funkeyę dowolną. 

Tę funkcyę dowolną chcemy teraz tak wyznaczyć, abyfwy- 
rażenie (7) uczyniło zadość także drugiemu równaniu układu 
(CHE | 


É k=n—m 
0 


(8) Asz e" 


śm yk 


Wstawiając więc w to rówanie za z funkcyę f i uważając, że 


z__ af Ly If dg 
Ją Yl m DPn dLa 
C oleinan E AA „dg 


— quake) 
dm k = AC ÒL mtk 


tudzież według (5) 


k=n—m 
Jop NZ sinat- Atid 
an 2 Aaz iiie a at  9= +1 
mamy 
' h=r—1 Ex 
d M- d. 
(8% Af = + pd Prya 4, =0, 


równanie, którego rozwiązanie będzie rozwiązaniem spólném 
dwóch pierwszych równań układu (1). 


Aby otrzymać jakieś rozwiązanie równania (8a), dość wyna- 


leźć jedną całkę układu równań różniczkowych zwyczajnych 
ędu 180: 


(9) drwi E as iad, ae nten CEA 
i Yı Oa Ọr—ı © 
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gdzie », według (6), jest funkcyą iłości 1a,,. Lms 9, Qiy., 91, 
a Lye. z„ uważać należy jako ilości stałe. 


Niech znowu. (tę see. Con, 75: Be et Pr) F9(ZT,,... 12) (jak 
skoro za 4, 1... 9, podstawimy wartości, wyrażone przez 
Tą... Za) będzie całką układu (9), czyli rozwiązaniem równa- 
nia (8a) odmiennóm od oczywistych z;,... £m. To rozwiązanie 
będzie więc spólnóćm rozwiązaniem dwóch pierwszych równań 
układu (1), i takiemiż będą także wyrażenia 
(10) a Ay, PZA, «+, Pr, 5 Ag. 

Załóżmy, że w, 91, o», Pr,—1 Są Od siebie i Od 23, ...., Lm 
odmiennemi a 


(11) p, =p (£3, ... 5 Lms o b] 01 s.. 5 Pr,—1); Ti ke r MPR m; 


natenczas spólnćm rozwiązaniem dwóch pierwszych równań 
będzie także à 
(12) Z == f (Ts. +. 3 dm 9, Pis sei Gri—t); 
gdzie /' oznacza funkcyę dowolna. 

Funkcyę f” chcemy znowu tak wyznaczyć, aby wyrażenie 
(12) uczyniło zadość także trzeciemu równaniu układu (4) t. j. 


k=n—m 


dz u dz 
13 A z= — + sk 2 =0. 
( ) 3 dz Ż A; k Jim „3 


Wstawiajac w tym celu w to równanie za z funkcyę /, 
mamy równanie 
af =r—1 NA 
í A 1 r g 
(14) i += + > Ti yz =0, 
3 h=0 Ph 
którego rozwiązanie będzie spólnóm rozwiązaniem trzech 
pierwszych równań układu założonego ; i t. d. 


Postępując tym sposobem, będziemy potrzebowali dlaotrzy- 


CZĘŚĆ Iy. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. ===. ROZ. XXII. 609. 
mania jakiegokolwiek rozwiązania spólnego m równań układu 
Jacobiego, wynaleźć po jednćj całce m układów równań różni- 
czkowych zwyczajnych rzędu 18%. Liczba zmiennych w pierw- 
szym z tych układów jest równą (n—m-+-1) a w każdym nastę- 
pujacym albo także równą (n—m +1), albo coraz mniejszą. 


Niekiedy liczba całkowań daje się zmniejszyć. I tak, jeżeli 
w szeregu rozwiązań (5) dojdziemy np. do g; = Ag, 4=0, 
natenczas o, 4 będzie już rozwiązaniem spólnćm dwóch 
pierwszych równań; w takim więc razie obejdzie się bez cał- 
kowania układu (9). 

Podobnie, jeżeliby było g,= stała =a, natenczas jedno 
z równań układu (9) przywiedzie się do 


dz, sie: z: 


a przeto spólnóm rozwiązaniem dwóch pierwszych równań 
układu (1) będzie widocznie g,_, —az,. 

Clebsch (Crelle Journal, LXV, str. 251-268) rozciągnął sposób 
Jacobiego do wynalezienia ogólnego rozwiązania spólnego. 
Poprzestajemy jednak na tćj wzmiance, albowiem sposób ` 
p. A. Mayera jest w tym względzie daleko prostszym. 


PRZYKŁAD. Niech będzie dany układ trzech równań 


0 d 
gaS 2 2,2 
DL, — + Tyl, — — qrr’, =0, 
i £ 
WA d 
«JH OT 
(a) DT, — — BEST BzZÓ), 
JB +0 
oT o£, 


kes n Me E EE) 
T ea m aa e a), 
\ 2 a rg * Dz, . 3 
Określając rozwiązanie spólne tego układu przez równanie 
(b) F(z, Lie Zas Lay gis g0, 


mieć będziemy układ równań jednorodnych 
39 
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dz az dz 
00) 2 2 2 
A Z= 2L Sri Hlg Tę z TE TEs g T O 
dz dz Az 
C == 4 —— IE (I + h ——=0 
(e at Oy * dz, dBy27 
dz dz 
A; PAY zz: ELLE >> + DOE, SER 0 


| „Układ pomocniczy, odpowiadający pierwszemu równaniu t. j. 
A;z = 0, 
jest następujący. : 


dz, 03 Se 
ZG, WU, DLS 


. ARR; A aS, 
a jego całki są 


dą X + Tla dęty. 
4 


Pi z | 21 m e p 1 ie 
isząc g= A mamy y, = A, = Aal = 29 ; rozwiązanie 
a 


więc wspólne dwóch pierwszych równań będzie ooo 
równania : 


ae Es 297 = = 
do 
zkąd 
du, __dę 
Ta o 4 


Całkując to równanie, mamy 


mapas stała. i YTY, 
Tą 


Pisząc przeto y= L= = 1, uważając, że A9 = 0, wi- 
z 4 
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dzimy, że 
L 
Ttg 
jest spólném rozwiązaniem wszystkich trzech równań (c). 
Wziąwszy o= 2,24, — 2,7”, mieć będziemy A= A, p= 0, 
a przeto drugićm rozwiązaniem spólnćtn wszystkich trzech ró 
wnań (c) będzie 
I=L L yz? pe 
Ponieważ układ założony może mieć tylko dwa od siebie od- 
mienne rozwiązania spólne, a jego ogólne rozwiązanie spólne 


jest funkcyą dowolną tych dwóch rozwiązań, przeto ogólnćm 
rozwiązaniem spólnóćm równań (c) jest 


i T 
z= F| — 3 zr; —zy,). 


Według więc (b), ogólném rozwiązaniem spóméň równań 
założonych (a) będzie 


r ` E =,=. 
Laly 
ezyli | 
L = Lat f (zyć, — r.) 
gdzie i f oznaczają funkcye dowolne. 

178. Całkowanie jakiegokolwiek układu normal- 
nego. — Całkowanie jakiegokolwiek układu normalnego 
sprowadza się do całkowania układu Jacobiego. 

Jakoż, niech będzie dany układ normalny 


() A;z=C+ 5 A 


h=t 


Jz 


ik Z 
da MERE 


=(0, ; (1=4,2;..,m). 
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Jeżeli z pomiędzy kan $ równań 
(2) (AA, — AGA;) z =0, 


niektóre nie są tożsamościowemi, natenczas dołączmy jedno 
z tych równań do układu (1). Otrzymamy wtedy nowy układ 
(m-+1) równań, który według ustępu posiadać będzie te same 
rozwiązania, co układ dany (1). 


Sprowadźmy ten nowy układ do postaci normalnćj 


k=n—m 


a Aia mAs LN 29960: NASIGA 
(3) A'iz = 1; a p> Agi Sa 5 (2 ==A,2, M + 1) 
A i (m + 1)m , ; 
1 U tworzmy BU" AEN rownan 
(4) (AGA — AGA”) 0; 


Jeżeli niektóre z tych równań nie są jeszcze tożsamościo- 
wemi, natenczas dołączmy znowu jedno z nich do układu (3), 
a otrzymamy nowy układ (m + 2) równań, który znowu spro- 
wadzamy do postaci normalnej 


j i z NEA 

(5) A z=% p> AG Z =o, E == mE). 
Ten nowy układ albo już będzie układem Jacobiego, albo 

też jeszcze nie; w każdym jednak razie rozwiązania spólne 

równań (1) będą rozwiązaniami spólnemi równań (5) i na od- 

wrót. Jeżeli układ (5) nie jest jeszcze układem Jacobiego, na- 

leży znowu z nim postąpić, jakeśmy postąpili z układem 


(1) i (3). j 


Powtarzając to postępowanie kilka razy z rzędu, albo 
w końcu dojdziemy do układu Jacobiego, albo tćż otrzymamy 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. — ROZ 
n równań 


.xxii. 643 
àz Jz Z 

6 sk Biz pe | ZĘ i 

( ) A , NA , , 


sl, 


Ln 


W przypadku ostatnim równania (4) mają tylko oczywiste 
rozwiązanie spólne :z= stała. 
PRZYKŁAD. -— Niech będzie dany układ : 


dz ; REJ 
WZA + (2,4 2,— 82,) — + ( 
1 


Mz 
Ly +F LLa + DA) Ti 0, 
4508 dz i dz 
AS = a + (cyc, — 1) żę + (CLT, + L, — T11) — = 0. 
Tutaj 


h 
y ama [p2 p 2 b! a 
(AqAz — AA) z= (Ly F 22t, + Lt, + L, — SUL, — Ly 


dz dz 
+ LiT Pre D(a, z) = 


Dołączając więc do danych dwóch równań : 


shot sw Ę 
TAA OEEO 
otrzymamy nowy układ normalny 
dz dz 
A z = + (3n t) — =0 
gó (BG 3) MEC 
; dz dz 
A 5 = — + 1,— = 0, 
NA ZNA 
; dz Jz 
NĄ dT, 


który jest już układem Jacobiego. 


Temu układowi odpowiada pomocnicze równanie 0 ro- 
żniezkach zupełnych 


da, =(3c$ + cy) dr, + zdr, + zydzz, 


Litp:/Jemaim ara NI 
NUP./ /TCIN.Ol g. 0) 
J'I 
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Całka główna tego równania jest 
bzł.:_0m 
weż. małą «= ada TF Tp 
2 
a zatóm 


poparcie > A> A 


jest rozwiązaniem spólném danych dwóch równań różniczko- 
wych cząstkowych. 
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ROZDZIAŁ XXIII 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH RZĘDU 18° OGÓLNYCH. — SPOSÓB 
JACOBTEGO, P. MAYERA I SPOSÓB P. LIE. 


179. Układ pomocniczy równań różniczkowych 
zwyczajnych. — Już w rozdziale XXy™ podaliśmy sposób 
całkowania równania różniczkowego cząstkowego rzędu 18° 
ogólnego, Opierając się głównie na pracach Pfaffa, Cau- 
chy'ego i początkowych Jacobiego. Sposób ten wymagał zcał- 
kowania w zupełności pewnego układu pomocniczego jedno- 
czesnych równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 150. Te- 
raz zaś okażemy, że do wynalezienia rozwiązania zupełnego 
wystarczy znajomość tylko pewnćj liczby całek nadmienionego 
dopiero układu pomocniczego. Ponieważ równanie różnicz- 
kowe cząstkowe, zawierające wyraźnie zmiennę zależną, mo- 
żna zawsze zamienić na inne (ustęp 1677v), które téj zmiennćj 
pod postacią skończoną w sobie nie zawiera, przeto założymy, 
że dane równanie różniczkowe cząstkowe jest już kształtu : 


(1) HE; 47, Tgp BE 2 NBYBŁE, 


gdzie a jest stałą dowolną, ap, py,..,pn oznaczają pochodne 
cząstkowe 
Xz NE dz 


(2) P=?» RE zo ... 3 pomgi ab 
TU n 


Równanie (1) w połączeniu z równaniami (2) określa ilości 


1.1 
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z, P, p,...p, jako funkcye zmiennych niezależnych z, 24,.., Tu; 
rozwiążemy więc to równanie w zupełności, jak tylko wyrazimy 
jakimkolwiek sposobem ilości z, p, p,,...p„ przez zmienne nieza- 
leżne £, Zis., £n i przez (n-+ 41) stałych dowolnych a,, a4,.. Onyi 
od a odmiennych tak, ażeby się stało tożsamościowo zadość 
jednocześnie równaniu (t) i równaniom (2). Ponieważ zało- 
żone równanie (1) nie zawiera w sobie wyrażnie zmiennćj za- 
leżnój z, przeto zagadnienie upraszcza się w ten sposób, że 
dla otrzymania rozwiązania zupełnego tego równania dość wy- 
naleźć na p, py... pn Wartości, wyrażone przez zmienne nieza- 
leżne Z, Zn... £, i przez n stałych dowolnych tak, aby te warto- 
ści uczyniły tożsamościowo zadość równaniu (1) tudzież 


n(n +41) |, $ 
— — równaniom warunkowym 


(3) | = I odb i N 
wyrażającym, że podane wartości na p, py... pn są pochodnemi 
cząstkowemi jednćj i tćj samćj zmiennćj zależnćj z. 

Jakoż, jeżeli tak wyznaczymy ilości p, natenczas wyrażenie 
(4) dz = pdx + pidt + .. + pAn 


będzie różniczką dokładną, a przeto, wykonawszy kwadraturę, 
otrzymamy rozwiązanie zupełne 


(5) z= stała + f (pdz + p,dz, + .. + pudzy), 


zawierające oprócz n stałych dowolnych a,,.. an jeszcze jedną 
stałę dowolną, połączoną znakiem dodawania. 


Tak wypowiedziane zagadnienie, rozwiązane przez Lagran- 
ge'a jeszcze w roku 1772 (OEuvres, ete.), dla równań różniczko- 
wych cząstkowych z dwiema zmiennemi niezależnemi, rozwią- 
zał w całćj ogólności Jacobi (Crelle Journal, t. LX, str. 1-181) 
sposobem, który tu w nieco zmienionćj postaci wyłożymy. 
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Ządane wartości na p, p4,...pn, mające czynić zadość równa- 
niom (1) i (3), powinny zarazem uczynić zadość równaniom, 
jakie wypływają z równania (1) przez różniczkowanie tegoż ró- 
wnania co do każdćj zmiennćj niezależnćj uwzględniając przy 
tém równania warunkowe (3), t. j. równaniom 


p dag „CG=041,2, .. n) 
t 


czyli, uwzgłędniwszy (3), 


3% pam dD p 
6 Agi c Pi — 0, (i= 01.2, .. ; 
(6) wm D FAO Sai 


Wyznaczenie więc żądanych wartości na p, py... p, zależy od 
zcałkowania układu (6) (n + 1) równań różniczkowych cząst- 
kowych rzędu 180 linijnych i takich, z których każde zawiera 
w sobie pochodne cząstkowe tylko jednćj z pomiędzy ilości p. 
Według ustępu 17380 sprowadza się całkowanie tego układu 
do całkowania układu (2n + 1) równań różniczkowych zwy- 
czajnych rzędu 48° 


dz. .dr, s, „din 
(7) SD DURO 27 NB 
VON Mn 

hdp oso dBę c) roda 

EU NIU 0 Je D 

ję $POĘĄZ SZ, 


którego jedną całką jest widocznie równanie założone (1). 


Pisząc dla skrócenia 


(8) Pp agt 4 tm, 
i uważając, że w skutek (4) 
dz dz, dzy _ dz 
W WBP 
P AP Pn 
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zamiast układu (7) możemy napisać następujący : 


dEn _W dph dP EE i 
(9) P dz Raj P PE JC „1,2, cin), 


Łatwo zauważyć, że układ równań (7) lub (9) tóm tylko 
różni się od układu pomocniczego w ustępie 16'717, że tam za- 
łożyliśmy dane równanie różniczkowe cząstkowe rozwiązanćm 
algebraicznie względem jednćj pochodnćj p, gdy tymczasem 
„tutaj wyszliśmy z kształtu ogólnego (1) tegoż równania. 

Okażemy teraz, że dla: otrzymania rozwiązania zupełnego 
równania (1), znajomość n całek układu (7) lub (9) wystarczy. 
Te całki muszą być jednak odmiennemi od równania (1)i 
nadto powinny one uczynić zadość pewnym warunkom, które 
wypowiadamy w twierdzeniu następująacóm, dowiedzionćm 
przez Bour'a, zanim znaną mu była praca Jacobiego. 


180. Twierdzenie Jacobiego.— « Jeżeli 
(10) D; (L, Ly o- e CP, Pis- Pn) Em, (N= 1,2; n) 


są temi n całkami układu (9), odmiennemi od równania (1) 
i niezawierajacemi w sobie z, które łacznie z równaniem (1) 
dają na p, p,... pn wartości, czyniące tożsamościowo zadość 
równaniom warunkowym (3), natenczas funkcye ©, ©, ,.. Pn, 


i 7 ; , A „n(n 14) , 
wzięte po dwie, uczynią tożsamościowo zadość pO równa- 
niom warunkowym 
(11) (©, dz) =0, (1=0,1,...n—4, i<kLm 


gdzie, dla skrócenia, przez (©;, ©,) oznaczamy wyrażenie 


h=n 
db, dp dp, od, 
(12) b; D= (imi E O 


i na wzajem, jeżeli funkcye ©, ©,., ©, są od siebie nie- 
zależne ze względu na p, pi... p, i jeżeli te fankcye, wzięte po 
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dwie, ezynią tożsamościowo zadość równaniom warunkowym 
(14), natenczas wartości na p, p,.. p, , wypływające z równań 
(1) i (10), uczynią tożsamościowo zadość równaniom warunko- 
wym (3). » 


Aby dowieść naprzód pierwszej części tego twierdzenia, za- 
łóżmy że równania całkowe (10) łącznie z równaniem (1) dają na 
P, Pie Pa wartości, czyniące zadość równaniom warunkowym 
(3). Przy tém założeniu określają równania (1) i (10) rozwią- 
zanie zupełne nie tylko równania (4) ale także każdego z po- 
między równań (40), a przeto dla każdej z funkcyi Q,.., ©, 
mają miejsce równania analogiczne równaniom (9), t. j. 


(13) p Ener p dpr — ae 


dz 0pp* dz NY (4 =0,1.2, .n) 
gdzie 
À dP dD; Je, 
14 =p gar i (W; 
(14) Psp wwa z dg +, Ea 


Wiedząc to, i uważając x ip jako funkeye ilości z, różnicz- 
kujmy którekolwiek z równań (10) np. ©%,=a,, gdzie k 
oznacza skaźnik odmienny od ż, co do z, a otrzymamy tożsa- 
mość : 


h=n 


JB, dry, dD, dpn a 
Le dz 7 "pa dz zat 


lub, gdy to równanie pomnożymy przez P;, i następnie pod- 
Ah dpi 
dz ” Pi dz 


stawimy w niém za P; —* wartości (13), 


D AP; ta P dP; dP; y 
(sai ie, Ty "dzsópa + (4 
czyli krócćj 

(11) (D,, D) =0. 
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A zatóm, całki żądane (10) i (1) układu pomocniczego (9), 
wzięte po dwie, muszą -uczynić tożsamościowo zadość równa- 
niom warunkowym (11). 

Aby teraz dowieść części drugićj powyższego twierdzenia 
t. j. że równania warunkowe są nie tylko niezbędne ale zarazem 

wystarczające, wyraźmy za pomocą równań (1) i (10) p, p,... p, 

przez z, £... £n i wartości otrzymane podstawmy na powrót 
w tych równaniach : nadmienione równania staną się wtedy 
tożsamościowemi, a przeto, różniczkując którekolwiek z nich 
np. P= a; co do z, mieć będziemy także tożsamościowo : 


4 BA JP; dp, 
Ape =="MlhszQ Hs". 30 
sz + m (h=0,1,2. .. n) 


> . s > JP; ATAS 2 
Mnożąc napisane równania N , gdzie ż jest odmien- 
z ch 
ne odk, i dodając iloczyny, mamy : 


h=n .h=n r=n k 
" JP; Abi a dP; dP; Pr 
— ZU 
Ra JT, rożki PATT dpr Ch 


h=0 r=0 


Zamieniając zaś w tém równaniu funkcye Q;,, ©, jednę na 
drugą i jednocześnie w summie podwójnćj skaźniki A, r jeden 
na drugi, otrzymamy także równanie tożsamościowe 


WA, dD; dD; pS PM j0Wędp, __ 
dn f M pr de, 


A gdy teraz dwa ostatnie równania odejmiemy od siebie, 
wypadnie 


h=n r=0 : ; 
: 30%,0%,/0p, p 
15 b; W, NOWE COL 2 |=0. 
(13) (W, Dı) "2 py Sy (E de) 


Z tego równania wypływa bezpośrednio dowód części dtu- 
giéj powyższego twierdzenia, 
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Jakoż, oznaczmy przez R wyznacznik funkcyjny 
0 7 D, ... s. P,) 
(p, Pise- Pn) 


a przez R,„,„ minor tego wyznacznika 


NI 
Z 

W 

epp 

Mnożąc równanie (15) przez iloczyn R; Rz,» i biorąc summę 
co do ż od O do n tudzież co do k od O do n, mamy 


Ra,v Z 


i=n k=n 
> ZR Rer(P ©) 
1=0 k=0 
i=n Ș h=n r=n NZ dD, dp, Pr 
och DLL ksv PR YE Lh PAT y |= Jm 


Sc R=© r= 
aże podług znanćj własności wyznaczników 


i=n 


JD; 4 
> RN = 0, lub=R, według tego, jak hZ u lubh =u, 


i=0 


I tak samo 


p dP; 
Y Rao 3p, = 0, lub =R, według tego, jak r 20, lub r= v, 


1=0 


przeto równanie ostatnie Sj ej się do następującego : 


=ù k=n A N j 
SU R. R.(0;, 0) + R (e — We) =o. 


= k=ù ; NZ - da, 


Ponieważ z założenia wyznacznik R nie jest równy 0, przeto 
wypływa z tego równania, że równania warunkowe 


(D; ©,) =0, 
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pociągają za sobą równania warunkowe (3) t. j. 


Pe ABE o 
E e 1)?” 
czyli, że jeżeli funkcye 9, ©, ... n, wzięte po dwie, czy- 
nią tożsamościowo zadość równaniom warunkowym (10), na- 
tenczas wartości na p, py, «.. s pa, wypływające z równań 
(1) i 0), uczynią tożsamościowo zadość równaniom warun- 
kowym (3). | 
181. Sposób Jacobiego. — Z tego twierdzenia wypływa 
sposób wynalezienia żądanych n całek (10) układu pomo- 
eniczego (9). 


; - wy, . n+-1) ORA : 
Jakoż uczynimy zadość: wszystkim „( ) równaniom 


warunkowym (11), jak tylko wyznaczymy najprzód ©, z je- 
dnego warunku 
(©, b) = 0, 
potóm ©, z dwóch warunków 
(©, Pb.) = 0, (©, ©,,) = 0, 
następnie ©, z trzech warunków 
(© W) =0, (W, W)=0, (0 D= 0; it. d- 

Wyznaczywszy tym sposobem jednę za druga (w—1) pierw- 
szych całek ©,, ... , Om całkę następującą ©, będzie po- 
trzeba wyznaczyć za pomocą m warunków 

(©, Dn) > 0, (D,, Dn) = 0, asg = (Dn —1) Pn) = 0, 


czyli ta całka będzie rozwiązaniem spólném m jednoczesnych 

równań różniczkowych cząstkowych rzędu 4°, Tinijnych i 

jednorodnych. | 
U Ę dv db, Y] 


z i 
(16) (®,, NE NT ban kaj 5 Ró ja „m—1). 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. — ROZ. XXIII. 623 


A zatóm, wynalezienie n całek (10) układu pomocniczego 
(9), określających rozwiązanie zupełne równania założonego 
(1), sprowadza się do wynalezienia po jednóm rozwiązaniu 
spólnóÓm n układów równań różniczkowych cząstkowych 
rzędu 48°, linijnych i jednorodnych, a składających się odpo- 
wiednio z 1, 2,3,..., n równań. 

Każdy z tych układów jest układem Jacobiego (ustęp 175). 

Jakoż, oznaczając dla skrócenia przez A, działanie 

UW d 6, d 
(17) NE po. E E E uż AN 
Ays 2 dpr Lh Lh dpr , 


i w skutek tego tak pisząc równania (16) : 


(18) AV=0, (r=0,1,2,... , m— t), 
mamy 
h=n 
A dV 
As A, —A,A = -= is ri pas 
( Z IOWA 


JP, 
re (A. day A sj 


Atoli, według określenia wyobraźników A, Aş, 


"9 y dD, , „) 
A; > == (2,3) ; A $: R (2.3) , 
dpn WA Ln Lr 


dD, dP, dP, 
szc i W RZIĘCE 
A, NA =(e.j rz UN 2s), r JL, (u F; a 7 


i ponieważ ogólnie (F, b) = — (©, F), mamy zatém 


K=R r 


(AA, TK, AW=V) | (e. soe) + (S w.) | ŻA 


, 
| | 0 Pu dpm NI 


NU dP, dV | 
zj e szał „b b= 
(19) [(: (Dair :)- (5z ; 0.) |; 


h=n 
(db) V AP, D) dp, y 
= Ada NA JA Taz dy == (Ba ©), y]. 


C ai 


httn-//ra 
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Ponieważ z założenia funkcye ©, ©,, ..., ©, są już tak 
m(m — 1) 
Zaiedów - 


wyznaczone, iż staje się zadość ————  równaniom warun- 


kowym 
(W, ©,)=0, 
mamy przeto 
KP., ©,), VJ=0, 
jest więc także 
(AA, — A,A,)V =0, 
co dowodzi, że równania (16) tworzą układ Jacobiego. 
Równania (16) uprościmy, jeżeli tylko przywiedziemy je do 
postaci normalnćj (ustęp 174"). 
W tym celu wyrażając za pomocą m pierwszych całek 
(20) D=a, O =4,... , T AE 


m ilości p, pı, «+. , Dm=1 przez zmienne niezależne £, 14... Zn 
i przez pozostałe ilości p, to. jest przywodząc równania cał- 
kowe (20) do postaci 


(21) Pr + $r (7 Lis 2239 Tny Pm :*>* , Pn) =0, 


i zamierzając całkę następującą %„ wyznaczyć jako funk- 
cyę ilości £, Zy, ... » Tu, Pm «+* ; Pn, Zamiast układu (16) 
mieć będziemy wtedy układ normalny 


| W Se Wd AV 
(32) (p; z 4 Pr, V )= 477 JE, w và GE JT "3% NJ p.) = i 


4 
(r==0, 1,2,... , m—=4). 
Nie trudno okazać, że ten układ jest układem Jacobiego. 


W tym celu dość okazać, że funkcye 9, czynią tożsamościowo 
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zadość równanióm warunkowym 


(Pr + 9r, Ps + 9s) 0. 


Ponieważ równania (20) zamienią się na tożsamości, jeżeli 
tylko w nich podstawimy napowrót za p, py, ... , Pm Wat- 
tości z (21), przeto mamy dla z=1,2,..., m—l 


r=m—l 
dD; dpr iki 
si p me =0, h=0,...,n) 
lub, ponieważ Rysz, 
RZA i 
Ib; RI JB; JP, + 4,) 
dee śm Op, . Peg 
Podobnie 

r=m—l 
dpi a dP; dD, 
EE TIA 0) PESNEIR CAN 
d Ph p. Ip, Jda l ( e 


lub, ponieważ a Az 0; 


Dn 


r=m—1 


db, __ y dD; (pr + Ce). 
SKONZTOJ WJ $ 


Wn aa pr Mh 
ostatnia równość utrzymuje się widocznie także dla 
h=0, 4 jese 5 m— 1. 
Tak samo znajdziemy 


"R -1 


JP, = DAP +o) ptg) Wi NY Di p +g), 


nep s | dm. Om  , T 0 


W skutek tego mamy dla 4 =1, 2, ..., m= l, 
bt A, 2. el A 
r=m—l s=m—l h ©; ) u 


(23) (W, ©, = T pa ip, 
p 


s=0 


p. Pr zie Dr, Ps + Ps); 


40 


http://rcin.org.pl 


626 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 
ztąd czytamy, że skoro z założenia zachodzą związki tożsamo- 
ściowe 

(D; D) =0, 


i skoro funkcye ©, ©,,... , m, z założenia są pomiędzy sobą 
niezależne ze względu na ilości p, p,,..., pm- przeto także 
funkcye 9,9,...%„_, muszą czynić tożsamościowo zadość 
równąniom warunkowym 


do; dg, O dor dy, Jo, ds 
(24) (p -+ Or, PeH Os 5 = IE + 2 = sea =(, 
PW de, dz, AN Szy, Bey dfs 
Wiedząc to, możemy tak samo udowodnić, że równania (21) 
tworzą układ Jacobiego, jakeśmy tego dowiedli o równa- 
niach (16). 


182. Uproszczenie sposobu Jacobiego, podane przez 
p. A. Mayera. — Ażeby otrzymać rozwiązanie spólne m 
równań (22), Jacobi potrzebował wynaleźć po jednój całce m 
układów równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 48° (ustęp 
177v). Weiler (Zeitschrift fir Mathematik und Physik, t. VIII) 
sprowadził tę liczbę do dwóch a w czasach najnowszych okazał 
p. A. Mayer (Mathem. Annalen, t. V), że wystarczy znajomość 
jednéj całki jednego układu. równań różniczkowych zwyczaj- 
nych rzędu 48°. Wyłożymy tu uproszczenie, podane przez 
p. A. Mayera. 


Podług ustępu 1/7680 w rozdziale poprzedzającym, całko- 
wanie układu (22) sprowadza się do eałkowania układu 
2(n — m +1) równań o różniczkach zupełnych : 

r=zm—1 rzzq==1 


o as: Dr y 3 1 NE r 3 
(25) dx, = 2 PA dEr, dp, = — 2 SE dr, (h==m,...,0); 


a jeżeli za zmienne niezależne «,,..., za_, wprowadzimy 
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nowe zmienne niezależne y;,...; Ym—; Za pomocą podstawień 
(26) 2, 52 +-(© —wy,  (r=El, %».., m +4), 
gdzie z”, 24,..1, T*m_, SĄ Wartości szczególne na £, £,,...,Cy_, 
dowolnie dobrane, tak jednak, ażeby dla c=2, zz =«e,... 
Lm =m, żadna z funkcyi o, nie stawała się nieskoń- 
czoną lub nieoznaczomą, i jeżeli za pomocą tych podstawień 
wyrugujemy 24,..., Tm; Z wyrażenia 
(27) H=qo+y, 9, +... FA Ym m=i 


to natenczas całkowanie układu (25) przywiedzie się do cał- 
kowania układu równań różniczkowych zwyczajnych : 


deim | dn dpm. 4P 
(28) SH ot WON TUR OE © 108 
pm . Pr dLm ANRA 


Jeżeli wynajdziemy całkę układu (28), zawierającą przynaj- 
mniéj jednę z ilości Pm, ... Pn Np.pm, i z téj całki wyrugu- 
jemy napowrót 4, ..., Ym—1ı za pomocą podstawień (26), na- 
tenczas będziemy mieli rozwiązanie spólne układu (22) czyli 
me całkę ©, = am układu pomocniczego (9). 


Dołączając tę całkę do otrzymanych już całek (20) lub (21) 
i wyrażając z nich p,p... Pm przez Bsa: Ln Pmi1,.. Pn, Mieć 
będziemy układ (m +4) równań kształtu (2!) | 
„ (29) Pr + Yr(0,Zy. + Typnsa, + Pr) = 0, (r = 0,1,2, eM)y ` 


z którym, dla wynalezienia całki następującćj ®m+ı; tak samo 
postąpić należy, jakeśmy dopiero postąpili z układem (24), 


Postępując tak od samego początku, będziemy potrzebowali, 
dla wynalezienia rozwiązania zupełnego równania różniczko- 
wego cząstkowego (1) z (n--1) zmiennemi niezaleźnermi, oprócz 
końcowćj kwadraiury, wynaleźć po jednój całce n układów 
równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 1” odpowiednio 
pomiędzy (2n + 1), 2(n — 1) + 1,..., i 3 zmiennemi. 
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"PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie różniczkowe 
cząstkowe - 

(a) =p + (3x, +2) p, + (4r, + 52,) p, 


+- [T3 FL, (pı == P>) | Dn. SĘ za ZU 
3 


1 Pisząc H= = (32, + 272) p, + Ar -+ Sra) Dy + [1 
Rak T, (p1: — P2)]P: ra aA, 
mamy pierwszy układ równań różniczkowych zwyczajnych : 
pak. _ dar _ dr, dzy __ dz, 
MH OH5"NĄ_ JB 
Pr ds - OP, Op. 


piej dp, az dp, __ dp; A dp, 
"—(Bp,+1p) — (2p,+5p,) __0H 04H" 
> WA | A: 


Z tych równań otrzymujemy 
TR a d(p4 — Ps) } 
; = (D, =P) 
Całkując mamy 
O= (pr — 3) £ = 1, 
a zatóm, gdy tę całkę dołaczymy do (a) i z oba wyznaczymy . 
ilości p i p,, będzie 
(b) | pHg=0, p +y =0, 
gdzie | 


GZ= a (32, + 21.) e TRAT Tur La) p 


n 0,22) p, PRĘTA ki 
dB 


gó == 2 10,07% 
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2 Kładąc H=g yy, i rugując z H' ilość z, za pomocą 
14 = ZY, mamy drogi układ : 


Gk, | abe AD, 


AR ZZ m Gz == — 
dH dH ðH 
dpa CEOD dp, 
Li dp, — s dpd) — Ap, 
— C Zay6ć7*) S 09M Hii TOR j 
ACz AT; 
zkąd wypływa 
dp, 
e +. Tp = — 2a TT 
de Pa $ 


Całkując to równanie linijne mamy 


` 


NR. miT ) 
h (r. -|- 3 fly e-3) eS SZfę 0 ZAŁEM 


(c) pHo ==0(, pęk js. 220, Pkg, 0, gdzie 


1 


= > M ar A)" + Ta L, + je" 
BAZ 
+ (£ + a,0,077)p, + =, 
Ps 
‘r 2 a —1 
yjsz—= 477 —CT”, 
' 3 2 


$ sz m A a age 712, 


3” Kładące A =g +yg, +Y i rugując z H” ilości 
Tinta ZA pomocą z,=zZy,, Fa STY mamy trzeci układ 


eng — dz, _ dp, = _dp, 
dH” JH" —p ( Ni pi + 
IZ "eh a, P, -4 i Aa 
E OR P; 
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ztąd wypływa 


dp; Ke dp, — a,e-Fdz=0. 
P3 Py 


Całkując mamy 


D, =i eheT I — dy, A zatćm 
4 


(d) p+ę'=0, p, + 4 =0, p, + g ==0, p tHg = 


3 = 


gdzie 


En a (22, — £,)677+- fanh + £,)eT 


"e 
v 
. 


Rab Me 
+ | 13 + a,0,677+ — 2,08 I 
Asz ** (d 
3 


2) 
a” PLA -t -F 
Qy == 3 ae Y — eT * 


s>d27 E. 
4 p aa o . 
PETE 


A” KładącH =qg"+yq, -+ysga" + Yapa, I rugując z H” ilo- 


Sci gy, Tą, Ty ZA pomocą zi=Lcy,, aE Yn Zz== tys, mamy 
czwarty układ : 


du URZ EN KAWA ZA | 
a —|a + L ae =z) 
NA 5 a3 jb» 


zkąd w ypływa 


(aa fee tda) 
P, = p, - a3 O 
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Mamy więc : 
p =; a;(21, — 1,)e7* — Ta,(£, + Ly)" 


—T 


/ F =r | p, 

— a] ls Lil 0,8 7 + 1 ele Jere maj" dr, 
y az 4 
Se — 

= 3 O F<+aF **, 

(e) 4 
| „tów =r eng 
Pa = a ye "-+Q0ć ', 


4 -7r 
a ——|eue dr 
Ps SA Azle „Je i 4 
- ae 7 ©; 
p,= (271 ora=mfe 47 Ah i 


Podstawiwszy te wartości na p, p,, Pa p;, p, w wyrażenie 
dz = pdz + pydzy + pad, + pzdr, + p,dzy, 
I wykonawszy kwadraturę, otrzymamy rozwiązanie zupełne 
równania założonego (1) : 


1 TO — 
staa a,(22, = c.)e”* + a(t t) 


4 
a= gS e7zde 
+ (0,7, + 1,61877*)e aa i 


183. — Układ równań różniczkowych cząstkowych 
rzędu 1° ogólnych. — Zajmiemy się jeszcze teoryą układu 
jednoczesnych równań różniczkowych rzędu 48° i ogólnych 
z jedną i ta samą zmienną zależną. 

Teoryę takiego układu wyłożył naprzód Bour (Journal de 
l'école polytechnique, 39° cahier, str. 149-191), a uogólnił i 
oraz uprościł ją genialny geometra norwegski p. Sophus Lie 
(Mathem, Annalen, t. IX, str. 245-296). W wyłożeniu tćj teoryi 
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trzymać się będę prac p. A. Mayera (Mathem. Annalen, t. VII 
i VIII, str. 273-276), zawierających wywód analityczny 
teoryi p. Lie. 


Niech będzie danych m równań różniczkowych cząstkowych 
(1) B;(D 2, EN E BEN N E AO 
Ken D i A d: a a D 
z (n + 1) zmiennemi niezależnemi z, 2y,,..., Zn, w których 


Z dz NA 


(2) D boi Zat api Pia 

Jeżeli ma istnieć funkcya z zmiennych niezależnych 
©, Li, +» , Zn, któraby wszystkim równaniom (1) jednocześnie 
czyniła zadość, natenczas liczba m równań założonych nie po- 
winna być większą od liczby (n + 1) zmiennych niezależnych; 
albowiem jeżeliby była większą, natenczas, po wyrugowaniu 
ilości p pomiędzy równaniami  założonemi, otrzymalibyśmy 
jeden lub więcćj związków pomiędzy samemi zmiennemi z, 
te zmienne nie byłyby więc niezależnemi. 


Z tego samego powodu z m danych równań powinno się 
dać wyrazić m ilości p przez pozostałe ilości p i przez zmienne 
©, t.j. dane równania (1) powinny się dać przywieść do po- 
staci 
(3) Pi + pi(L, Lis .... dn Pms ...;, Pp.) =0, 

(1=0, 1. 2,..., m—4i). 

Qgraniczymy się uwagą równań (3). 

Zagadnienie, dotyczące wynalezienia rozwiązania spól- 
nego równań (3), wychodzi widocznie na to, aby wynaleźć 
(n—m+-1) nowych związków pomiędzy ilościami z i p i takich 


żeby wartości na p, p,,... , Pn wypływające z tych nowych 
związków łącznie z równaniami założonemi, zamieniły wyra- 
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żenie 
pdz + p d£, + ... + Pran, 
na różniczkę dokładną. 


Ztąd wypływa, że dla «=0, 1,..., m —ł, k=0, 1,..,m —1 
mieć powinniśmy przedewszystkićm 


(4) (Pi + 9, Pr For) —0. 


Jeżeli równania (4), nie zawierające w sobie już ilości 
P, Pise, Pmi pO wyrugowaniu z nich pozostałych ilości 
p, prowadzą do związku pomiędzy samemi zmiennemi nieza- 
leżnemi, który nie jest tożsamościowym, natenczas dane 
równania (3) nie będą posiadały rozwiązania spólnego. W ra- 
zie zaś przeciwnym, można będzie z równań (4), jeżeli nie są 
one wszystkie tożsamościowemi, wyrazić jednę lub więcćj z po- 
między ilości pm,...pn przez pozostałe ilości pi przez ilości 
©, w skutek czego układ (3), po podstawieniu tych wartości, 
przywiedzie się do kształtu : 


pr Yl, Li, 2: 3 Eng Pml stes 8. 20, 


(k=0, 1, 2,..., Mm- /—1). 


Postępując tak samo z tym nowym układem i powtarzając 
to postępowanie, znajdziemy w końcu, że jeżeli układ kilku 
równań różniczkowych cząstkowych rzędu 18% z tą samą 
zmienną zależną z i z temi samemi (» + 1) zmiennemi niezale- 
ZOE 2,82. s DA MA posiadać rozwiązanie spólne, to na- 
tenczas te równania powinny się przywieść do kształtu (3), 
gdzie m n+ 1, A 9, Gy, «es Qm., SQ takie funkcye ilości 
W yy wee 3 Tm Pm --- Pn, że pomiędzy niemi zachodzi 
m(m — 1) 


5 związków tożsomościowych (4). 


Układ m równań różniczkowych cząstkowych rzędu 159 
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kształtu (3), w których funkcye o, wzięte po dw e, czynią 
tożsamościowo zadość równaniom warunkowym (4), na- 
zwiemy «układem Jacobiego » m równań różniczkowych 
cząstkowych ogólnych. 


Jeżeli równania (3) tworzą układ Jacobiego, t. j. jeżeli 
równaniom warunkowym (4) staje się tożsamościowo za- 
dość, znajdziemy rozwiązanie spólne tych równań, postępu- 
jac tak, jak się postępowało według sposobu Jacobiego dla 
jednego równania od chwili, kiedyśmy. już wynaleźli (m — 1) 
całek układu pomocniczego, odmiennych od równania założo- 
nego. Należy więc szukać (n=m-+1) nowych związków pomię- 
dzy ilościami p i vofa feig. . 15 fn ma Anan A gdy 
je znajdziemy, otrzymamy rozwiązanie z (n — m + 4) stałemi 
dowolnemi, które nazwiemy spólnćm rozwiązaniem zupełnóm 
równań (3). 


Z tego rozwiązania zupełnego otrzymać można wszelkie 
inne sposobem przemieniania ilości stałych, jakeśmy to oka- 
zali dla jednego równania w ustępie 168vm, 


184. Twierdzenie P. Lie. —P. Sophus Lie dowiódł, że 
« zeałkowanie zupełne układu Jacobiego m równań różniczko- 
wych cząstkowych rzędu 48° z (n--1) zmiennemi niezależnemi, 
sprowadza się do zcałkowania zupełnego jednego równania 
różniczkowego cząstkowego rzędu 18% z (n—m-+2) zmiennemi 
niezależnemi. » 


Aby dowieść tego twierdzenia, weźmy pod uwagę układ m 
równań Jacobiego danych pod postacią : 


ðZ dz ; dz 
1 CHA ZE MED, ZEM — + = 
( ) Jaz: 9 0, NA 91 0, , WIA i Pe A 


w których funkcye 6; 94,..., on, IlOŚCI £, Lipiec yy Pm 3 Pi 


„, m(m—1) 
2 


wzięte po dwie, czynią tożsamościowo zadość związ- 
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(2) (Pr + $r, Ps + 9) =0, 

i wprowadźmy za 2, 2,,..., Om; NOWE zmienne y, y,,..., Ym-4 
za pomocą podstawień 

(3) L= T +(c— ay,  (i=1,92,..., m—1), 
rozumiejąc: przez 2, 14,..., «m_, ilości stałe nieozna- 


czone. 


Ponieważ w skutek tego zmienna z zamienia się na funkcyę 
z lOŚCI £+442+ Ya; Cms: + ln, będzie przeto 


0% 308 z dz JĘ eda 0 
R = — — Y + .. RZZĘ= YMM — — (TUW 
d Je Ay JA MEm—1 Śpię A į AE; 5 


(t=1,3,.. m =1); 
a zatóm, jeżeli położymy 
(4) H =0 + Y9, SEEE A -1m1 A; = (z A ai wt) Di 


(= 1,2 ,..m —4), 


i z tych wyrażeń wyrugujemy 2,...0,1 za pomocą podstawień 
(3), zamiast układu założonego (1) otrzymamy układ nowy 


A "0 i 
(8), PG m0 e 1 e 00 (zz MSF 4), 
JE di 
który będzie także układem Jacobiego ; albowiem w skutek (2) 
mieć będziemy także 
(6) (Oa ehi ps + H;) =0. 

Rozwiązanie spólne równań (1) zamieni się za pomocą 
podstawień (3) na rozwiązanie wspólne równań (5), i na wza- 
jem, z rozwiązania spólnego równań (š) otrzymamy rożwią- 
zanie spólne równań (1), jeżeli zmienne y; na powrót wyru- 
gujemy za pomocą podstawień (3). 
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pi otrzymać rozwiązanie zupełne pa równania 


(5), t 


dg 
(1) zę + H= 0, 


potrzeba, podług ustępu 16'78° , zcałkować w zupełności układ 
(2n +1) równań różniczkowych zwyczajnych rzędu ł8° 


de= i — 444 N o D o MIA dę 
M ASC bośki RE OM": 
dPpk TĘ a”! Doy ii H 


(EEEN m A KE S nY 
czyli tylko 2 (n — m + 1) + 4 równań 


dc; za 0H. diri JH 


(8) Yedin dpr Aa R hegyi Je] , (k Soni n) 
i 
k=n 
' = Y p —H 
(9) 7 Te 2 p k I; ; 


w których y,... ym-; uważać należy jako ilośsi s'ałe. 
Niech 


zwa ? al „0 
(10) | e= r (TY. + -Ymi Lm,» +, Ln Pms. Pn), 
saun a a0 0 s 
l Pk = pk (CY, . Yms D? y ere ns Do .. "p A; 


MAT, > 


będą rozwiązania zupełne równań (8), wyrażone przez 2,y:. - - 
Ym-1 1 przez wartości dowolne Dms 2h P mis D'a Od Y: + 
Um-1 niezależne, jakie zmienne zależne £p,..,Tn, Pms**-Pn 
przyjmują przy wartości początkowój <° na z. Wstawiając te 
rozwiązania w równanie (9) i wykonywając kwadraturę co doś 
od z od z^, mamy 


M o= [7 E GE) a 


k=m 
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gdzie nawiasy okrągłe mają oznaczać, że ilości w nich zawarte 
p 7 0 
są wyrażone przez s Yas. de Ym—1 L mias E nP HEP n: 


Jeżeli teraz, przypuszczając najniekorzystniejszy przypadek 
(ustęp 167) a mianowicie, że ilości p°m,... p°a nie wchodzą do 
wyrażeń (10) na «cy, położymy 


k==n ` 


(12) è qz=stała+ >, tupók, 

i następnie z (11) wyrugujemy @ i 2*m,... Z'a za pomocą (12) 
i (n—m + 1) pierwszych równań (10), otrzymamy natenczas 
rozwiązanie zupełne równania (7) 


(13) SE (Tył Wan E B-P) HF SlAIA 
> 
i będzie nadto - 
(14) (=>) — (pi) (k =m,.n). 
LE 


Nie trudno teraz okazać, że to rozwiązanie będzie rozwiąza- 
niem także (m — 1) pozostałych równań (5). 


Biorąc w tym celu pochodnę wyrażenia (11) na (ż) co do 
Yi, mamy 


e- pE Gre H] 


lub ponieważ 


(H) -(u i or a (s) e d w], 
DZ I) k=m Ay dyi dpr dYi 


przeto 


a-f Soat- Eje- e 
zd =f" » (p s) di dPpk NA dyi a Ju di 


= 
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Atoli w skutek równań (8) mamy 


(=)= -(2)= dlp, 


dpi das.” NA dz 


a nadto z równania (6), uwzględniając napisane kle ró- 
wności, wypływa dla » = 0, s=ż 


k=n 
z)= Eor y NE: iż LR (7 al] M 
dY; R ga | \ts/ dz Pr} dz dz 
Jeżeli więc te wartości wstawimy w ostatnie równanie, bę- 


dzie 


NY PE d (ax) ddw *:© (R) 
w |o og E a e Je- SJ 


da 
WA 2 
ji vi ; o hæm 


e 
lub, wykonawszy kwadraturę, 
` 


kæn 
a (ę 
M, = D Wp 


a | (HPL 


a 

Z drugićj strony, uważając, że ACR (13), po podsla- 
wieniu w nićm za z», wartości (10), zawiera w sobie y; Wy- 
raźnie i zą pośrednictwem (2%), mamy 


O (X) $ (X) 
w AD eA e yi 


iz=m / 
lub, w skutek (ł4), : 
A/6) d (2x) | 
dY, Ay |+ -Žo ATT Yi 


A jeżeli te dwie wartości na ze sobą porównamy, Wy- 
i Yi 


padnie 


i > 
* (ZE \ 4- 
I 
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Z tego wzoru czytamy, że jeżeli w równaniach 
, 


X 
(15) SLWEU Gian AN, 
dyi 


M : . 
za py podstawim a potóm za z, wstawimy wartości (10), 
Pk P y STe y 


to natenczas te równania staną się tożsamościowemi, jakiemi- 
kolwiek byłyby wartości na z'%m,..4*». Atoli, jeżeli za 2’msi 8n 
wstawimy napowrót wartości, wypływające z (n—m--1)piórw- 
szych równań (10), natenczas poprzedzające podstawienie 
zniesie się, a przeto równania (15) stać się muszą same przez 


się tożsamościowemi, jeżeli w nich za pą położymy z 
CH p 


gdzie z jest rozwiązaniem znpełnóm (13) równania (7), 

« Ażeby więc znaleźć spólne rozwiązanie zupełne m równań 
różniczkowych cząstkowych rzędu 418° z (n-+1) zmiennemi 
niezależnemi i 

= 0, ((=z0,1 
WPA (biii La Pm Pa) FF0 t 5F01,..m 4) 
i | 
tworzących układ Jącobiego, dość za pomocą podstawień 
cysty + (0 ay (h=1.2,..m — I) 
Wyrugować zmienne £,,,,, Zm å Wyrażenia 
H =? E YY Sh ii de Yu=-A Pn—ly 


l wynaleźć rozwiązanie zupełne jednego równania różniezko- 
wego cząstkowego rzędu 189 z (n — m =+ 2) zmiennemi nieza- 
leżnemi 

dz 


am +H AIET Ymi; Emy: eny Pns Pn) aah 


W którém 4; w. Ym; uważać należy jako ilości stałe, Jeżeli 
z tego rozwiązania wyrugujemy napewrót y4..: Ym~i; podsta- 


http://rcin.org.pl 


640 WYKŁAD NAURI O RÓWNANIACH ROŻNiCZKOWYCH. 


wiając w nićm 


Ehr — L? 
Yh =p (WSSE; A Leo 4), 


mieć będziemy spólne rozwiązanie zupełne równań założo- 
nych. » 


UWAGA. — W dowodzeniu tego twierdzenia założyliśmy, że 
z m równań założonych daje się wyrazić algebraicznie m ilości 
p przez pozostałe ilości p i przez zmienne niezależne z. P. A. 
Mayer (Mathemat. Annalen, t. VIII, str. 313-318) a następnie 
sam p. Lie (Mathem. Annalen, t. IX, str. 273-276) okazali je- 
dnak, że to twierdzenie stosuje się także do przypadku, kiedy 
m danych równań układu Jacobiego dają się sprowadzić do 
kształtu : 


pr + 9, (0,11, Gp e lys Dy. Pm) 220,(1=0,1,../— 1) 
Tk ka Wz (Eya Zil; Lms.» Tn) =0, (k = [AP . m RZY 4) Ń 


a mianowicie, że rozwiązanie zupełne tego układu sprowadza 
się także do całkowania jednego równania z (n—m--2) zmien- 
nemi niezależnemi. Nie mogąc się wdawać w te badania, łą- 
czące się z innemi jeszcze dochodzeniami, poprzestajemy na 
tćj wzmiance, i tylko podamy jeszcze sposób p. Lie na całko- 
wanie jednego równania różniczkowego cząstkowego. 


185. Sposób p. Lie całkowania jednego równania 
różniczkowego cząstkowego rzędu 180. — Aby zcałko- 
. wać równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 48°, wymaga sp0- 
sób p. Lie wynalezienia drugiego równania różniczkowego 
cząstkowego rzędu 18°, któreby z założonóm tworzyło układ 
Jacobiego. Tym więc sposobem zagadnienie, dotyczące całko- 
wania jednego równania różniczkowego cząstkowego, sprowa- 
dza się do całkowania jednoczesnego dwóch takich równań, 
tworzących układ Jacobiego. 
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Niech 


(1) P H (L, Lss Tn, Pise Pn) = 0. 


będzie daném równaniem rożniczkowém cząstkowóm rzędu 
180 z (n + 4) zmiennemi niezależnemi 2, 24,.. Zn. Jeżeli potra- 
fimy znaleźć równanie kształtu : 


(2) i TAD, Tiera Ea Piate Pu) St 


które z równaniem założoném (1) tworzy układ Jacobiego, 
wtedy widocznie każde rozwiązanie spólne a zupełne obu ró- 
wnań (1) i (2) będzie zarazem rozwiązaniem zupełném samego 
równania (1); albowiem to rozwiązanie spólne a zupełne za- 
wiera n stałych dowolnych oprócz téj, która zachodzi w ró- 
wnaniu (2). 


Ażeby równania (1) i (2) mogły tworzyć układ Jacobiego, to 
funkcye fi ę powinny uczynić tożsamościowo zadość równa- 
niu warunkowemu 


(3) pieD=M YZ L z eLo, 


dpn dry ED Eh Pn 


czyli funkcya f powinna być rozwiązaniem równania różnicz- 
kowego cząstkowego rzędu 14° i linijnego (3); nawzajem, 
jeżeli funkcya f jest rozwiązaniem równania (3) i zawiera 
w sobie przynajmnićj jednę z ilości p4,..., Øn, natenczas ró- 
wnania (41) i(2) będą tworzyły układ Jacobiego. (Podług uwagi 
w ustępie poprzedzającym funkcya f może nawet nie zawierać 
żadnój z ilości p.) 


Jakoż, niech f będzie jakiśćmkolwiek rozwiązaniem równa- 
nia (3), zawierającćm w sobie przynajmnićj p,. Jeżeli wtedy 
równanie (2), rozwiązane algebraicznie względem p, , daje 


(A y 
(4) p, + p,(2, gf By Pee as Pu) >0, 
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a z podstawienia téj wartości wypływa 

(5) gim g (B, Ty ies Cay . 5195 Pw); 
natenczas zamiast równań (1) i (2) będziemy mieli 
(6) p+y=0 i p4- gy, =0, 


dwa równania tworzące także układ Jacobiego. Albowiem 
skoro, jak łatwo okazać, 


(pre n= Eog, ibeni 


a z założenia zachodzi Gianianóć 


(p-+ę, /)=20, 


przeto tóż musi być tożsamościowo 
(P-+4; pi + 4)7E0, 
df 


dyż — nie jest zerem. 
gdy 3p, J 


Wynalazłszy więc jakiekolwiek rozwiązanie równania (3), 
zawierające w sobie p, (lub inną z ilości p), czyli jedną całkę 
układu 2n równań różniczkowych rzędu 4*: 

(1) dry 0%. daw... zi dd „(hsz4 2, 


——m ZO ta 


dz ODA rza DEK 


całkowanie równania założonego (1) sprowadzi się do całko- 
wania jednoczesnego dwóch równań (6), tworzących układ 
Jacobiego. 


Skoro zaś, podług ustępu poprzedzającego, rozwiązanie tego 
zadania zależy od całkowania jednego równania różniczkowego 
cząstkowego rzędu 19% z n zmiennemi niezależnemi 


(8) p + H =0, 
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gdzie H’ oznacza wyrażenie 
(9) H=9+y 9; 
z którego x, ma być wyrugowanóm za pomocą podstawienia 
(10) d=2, HF (Rzy; 


przeto: «całkowanie równania różniczkowego rzędu 4° z (n1) 
zmiennemi niezależnemi (1), po wynalezieniu jednćj całki 
układu 2n równań różniczkowych zwyczajnych rzęda 18° (7), 
sprowądza się do całkowania równania różniczkowego cząst- 
kowego tego samego rzędu (8) ale tylko z n zmiennemi nie- 
zależnemi ». | 


Ponieważ równanie (8) można znowu za pomocą jednój całki 
układu 2 (a — 1) równań różniczkowych zwyczajnych sprowa- 
dzić do innego z (n— 1) zmiennemi niezależnemi, przeto, 
chcac otrzymać rozwiązanie zupełne równania różniczkowego 
cząstkowego rzędu 48° z (n + 1) zmiennemi niezależnemi, po- 
trzeba oprócz końcowćj kwadratury wynaleźć po jednćj całce 
układów | 


2n, 2 (n — 1), 2(n—=7T)..., 2 
równań różniczkowych zwyczajnych rzędu 18". 


Jak widzimy, tak sposób p. Lie, jako tóż sposób Jacobiego, 
przez p. A. Mayera udoskonalony, wymagają jednćj liczby cał- 
kowań, a nadto, układy równań różniczkowych zwyczajnych, 
po jednój całce których trzeba wynaleźć, w obu sposobach 
są jednakie. Zachodzi jednak ta różnica, że w sposobie p. Lie 
podług uwagi umieszczonćj w ustępie poprzedzającym nie 
wymaga się, aby całki nadmienionych układów zawierały ko- 
niecznie przynajmnićj jednę z ilości p. 


zacz 
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ROZDZIAŁ XXIV 


ZASTOSOWANIE TEORYI RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH RZĘDU 180 DO DYNAMIKI ANALITYCZNEJ. 


186. Twierdzenie zasadnicze. — Rozdział niniejszy 
poświęcamy wyłożeniu najważniejszego zastosowania teoryi 
równań różniczkowych rzędu 15%, mianowicie do zagadnień 
dynamiki analitycznój. Okażemy, że liczba całkowań potrze- 
bnych dla otrzymania rozwiązań zupełnych pewnego układu 
równań różniczkowych ruchu daje się zniżyć do połowy. 
Przedewszystkiem udowodnimy pewne twierdzenie zasad- 
nicze, dopełniające samą teoryę równań Tiranie cząsl= 
kowych rzędu 148°. 


Jak wiadomo, całkowanie równania różniczkowego cząstko- 
wego 


(4) p +H (T, Tise Ln, Poss Pn) = 0, 
w którém 

| dz NE dz 
9 bę jtd „JNQg 
(2) RiT’ AMP gą?” ERSS 


sprowadza się do wynalezienia n całek układu 2n równań ró- 
żniczkowych zwyczajnych rzędu 180, 
de, H dp, _ M 


(3) = 


K RE ER Dia . 
dz dpi dz Da ( sma 
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Jeżeli 


(4) AE SE OVNE INE PE ETIE PREE 


km Bi. ABY PNA PIJ SEGA 
są takiemi n ceałkami układu (3), że wartości na p, p,..., Pn 
wypływające z równań (4) i (4), czynią tożsamościowo zadość 


nin + 1) . RĘCE M i 
ge równaniom warunkowym : 


` 4b> 
(5) BE i 


to natenczas, podslawiając te wartości w wyrażeniu 
pdr + pydc, + ... + paduy 

i wykonywając kwadraturę, mieć będziemy rozwiązanie zu- 
pełne równania założonego (1), 
(6) 2 rzBtała rz (GZ ży AN PRN dn) 
; równania całkowe (4) układu (3) można zastąpić wtedy ró- 
wnaniami następującemi : 

Y f. ' 


(1) Pi Tiie yeee E i. ; 
albowiem te równania nie mogą być niczém inném, jak tylko 
rozwiązaniami algebraicznemi równań (4) względem p,,..., 
Pn. j 

Ztąd wypływa, że mając rozwiązanie zupełne równania róż- 
niczkowego cząstkowego (í) mamy zarazem n całek układu 
równań różniczkowych zwyczajnych (3). 

Okażemy teraz, że n pozostałemi równaniami całkowemi 
układu (3) będą równania 


(8) b A 
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`~ gdzie b,,..., b, są n nowemi stałemi dowolnemi, t. j. że ró- 
wnania (8) łącznie z równaniami (7) daja rozwiązania zupełne 
nadmienionego układu (3). W tym celu dowiedziemy naprzód, 
że równania (7) i (8) czynią zadość równaniom (3) a potóm, że 
te równania tworzą układ równań całkowych zupełnych. 


Aby dowieść części pierwszćj, różniczkujmy równania (8) co 
do wszystkich zmiennych 7,24, ... , £n, a otrzymamy: 


33 . )2 3? 
á da mik dry +... -+ f dtn==0, 
I DAL dLn 


0 
lub, w skutek (7) i ponieważ także Lp, 


NWA 


p Pn DE LEŻ 
z de + dz, + +. + jj tn =0, (że 142 czym: 


Z drugićj strony, jeżeli w równanie (1) wstawimy za p. 
r . LĄ 0 L4 . 
p. wartości (7) a za p wartość o + natenczas to równanie za- 
e 3 


mieni się na tożsamość, a przeto, gdy je zróżniczkujemy czą- 
stkowo co da a, mieć będziemy 3 


X . 
p H p, | DH dn — (k=1, 2.. .n). 


— am a 3 


Ja Ap, dan w dpr dak 
Z porównania tych dwóch układów po n rówńań wypływa 
bezpośrednio 


(9) w, (FA PE a Ni 


t.j. pierwsza połowa równań (3). 
Różniczkujmy jeszcze raz równanie (1) eząstkowo co do z, 


przy tém samém założeniu, jak pierwćj, a otrzymamy 


DH d; JH : 
3p WE JH dpn 


AL di c= () 
EZ OD:  Opy JT; Jpn dL; i 
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lub, gdy uwzględnimy związki (5), 
dH dpi dH 


L „je (dp tę zły zam HO 2 — 


WIDYJEYZ I Apn Ln NZ 


czyli, w skutek (9), 


W pi dzi HIROTA. 
TCA TA E tyz. dz Ab; 
tije 
dp, A. 


dą ja? PE OGIO n). 

Doszliśmy więc także do drugićj połowy równań (3), to zaś 
dowodzi, że równania (7) i (8) są istotnie równaniami całko- 
wemi układu (2). 


Pozostaje nam jeszcze okazać, że |równania (7) i (8) tworzą 
układ równań całkowych zupełnych, a przeto, że dają się z nich 
wyrazić 4° : wszystkie ilości stałe a,, ... , a, bi, ..., b„ przez 
zmienne £, Li, ese p Cn Pis ese , Pn, tudzież 2° zmienne zależne 
Liy ese , Zn Pis ..., Pa przez zmiennę niezależną z i przez stałe 
dowólne 6, ..., Ap Dy, 21. , dn. 


Ponieważ równania (8) są już rozwiązane względem stałych 
b, a równania (7) są równoważne równaniom (4), które wzglę- 
dem stałych a są rozwiązane, przeto równania (7)i (8) dopełniają 
pierwszego z dwóch dopiero nadmienionych warunków. Te 
równania dopełniają także drugiego warunku. Jakoż, równania 
(7) sa już rozwiązane względem ilości py, ++., pn a równania (8), 
nie zawierające w sobie ilości p, dają się rozwiązać względem 
ilości 2,,,..,c,. Albowiem, ponieważ wyznacznik funkcyjny 


da, 
A13, Way eses Ln) 
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jest widocznie równy wyznacznikowi 
r Wi 


Sa a CK 


` Bąk 
am Age dLa 
APTE 


a ten ostatni wyznacznik nie jest zerem, skoro (6) jest rozwią- 
zaniem równanania różniczkowego (1) (ustęp 168%v), przeto 
strony pierwsze równań (8) są funkcyami ilości %4, ... , £n po- 
między sobą niezależnemi i te równania dają się więc rozwią- 
zać względem «,, ... , Tn. | 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące : 


« Aby zcałkować w zupełności układ 2n równań różniczko- 
wych zwyczajnych rzędu 189 
c;__0H dp; 0 J 
dri _H Mi iu H t= Ai PAU n), 
GR. - O SO NOR 
w których H oznacza funkcyę (2n + 4) zmiennych £, £,,...%, 
Pir- +, Pn, dość wfunkcyi H położyć 
NA dz 


| zim twej ELO FaF 


NĄ Sy 


i wynaleźć rozwiązanie zupełne równania różniczkowego rzędu 
480 è . r 


dz / dz dz 
—+H AAEE OENE? i ésa hon 
y (> 1» > Tns 995448 ž) 0. 


Jeżeli 
z=stała + /(2, Ty, 1.., Lay 04, 11. , An) 


jest tém rozwiązaniem zupełaćm, natenczas równania 


of 0 
R ENM , SA = Pn 
à 
dL ATA 
A = AB = of zad 
Dalai tena DA 
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z 2n stałemi dowolnemi 0, ... An, D,, ..., b, będą równaniami 
całkowemi zupełnemi układu założonego. » 


Twierdzenie to jest przypadkiem szczególnym twierdzenia 
ogólniejszego, jakie dowiódł Jacobi w swćj dynamice (Vorle- 
gungen über Dynamik, str. 411). 


187. Zastosowanie do równań różniczkowych 
ruchu. — Jedną z największych zasług, jakie Hamilton po- 
łożył w dziedzinie matematyki, jest sprowadzenie równań 
różniczkowych ruchu do pewnego kształtu, dozwalającego zada- 
nia dynamiki analitycznćj sprowadzić do rozwiązania równań 
różniczkowych cząstkowych rzędu 18%. Prace tego geometry 
dublińskiego z jednćj strony dozwoliły Jacobi' emu uprościć 
sposób, podany przez Pfaff'a, na całkowanie równań różnicz- 
kowych cząstkowych rzędu 4°, a mianowicie okazać, że dla 
otrzymania rozwiązania zupełnego dość zcałkować pierwszy 
układ równań Pfaff’ owych, z drugićj zaś strony, wobec nowego 
sposobu całkowania równań różniczkowych cząstkowych, 
podanego przez Jacobi'ego a udoskonalonego przez p. Mayera, 
nabierają one o tyle większćj wagi, ‘że liczba całkowań, 
potrzebnych do wynalezienia rozwiązań zupełnych równań 
różniczkowych ruchu, sprowadza się obecnie do połowy 
liczby całkowań, dawnićj wymaganych. 


Jakoż, weźmy pod uwagę n punktów materyalnych ; 
oznaczmy masy tych punktów przez m, a ich spółrzędne prosto- 
katne w pewnćj epoce é przez £i, Yi, zi Oznaczmy następnie 
przez U funkcyę sił, t.j. funkcyę spółrzędnych, mogącą za- 
wierać w sobie także czas ź, którćj pochodne co do spół- 
rzędnych przedstawiają składowe sił na poszczególne punkta 
działających, a nareszcie załóżmy, że pomiędzy punktami 
zachodzą połączenia, wyrażające się przez r równań pomiędzy 
ich spółrzędnemi 


(1) fany 243323 Ty Yn z.) =0,: (k=4, 2, 197) 
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gdzie r < B3n.Równania ruchu układu tych n punktów będą 
wtedy według Lagrange'a następujące : 


dry BU (Z% 
hę ać ŻE pam ało WA oko 
dż duzy p tia 
p dy aU WZ —] 9 
(2) dee di = Jy; , (i= Asa m 
=> 


Jeżeli teraz zamiast 3n spółrzędnych vi, y;, z, pomiędzy 
któremi zachodzi r równań (4), wprowadzimy 3n—r=m 
nowych zmiennych q,, 44,...,4, tak, aby się stało tożsamo- 
ściowo zadość równaniom (1), wskutek czego funkcya sił U 
zamieni się na funkcyę ilości q,...s4m, a wyrażenie siły 

wów KORA dz; 
żywć m= W neh + 3.27), gdzie g= ,..., ZA 
ywej 22: Yi i» 8 UNA OSS W 
mieni się na funkcyę ilości q,...,ąm i pochodnych 4,= 


dq, A dą, I 


pór? | palu dn 3 p O DE . 
dł zj mj A następnie położymy p, = sa za pomocą 


tych związków wyrazimy T przez ilości pi q, to natenczas 
powyższe równania ruchu przywiodą się do postaci 
dt Api” dt ost di 

gdzie H="T-- U jest fumkcyą ilości pig, zawierającą lub 
nie zawierającą w sobie czasu ź, według tego czy czas ł¢ wcho- 
dzi lub nie wchodzi do funkcyi sił U. Redukcyę równań (2) 
do postaci Hamiltonowćj (3) wyłożyliśmy w Rozdziale Il" 
(ustępy 13-15). 

Nie trudno zauważyć, że równania (3) są zupełnie tego sa- 
mego kszlałtu, jak równania (13) w ustępie poprzedzającym, 
ztąd wypływa, że można do nich zastosować twierdzenie do- 
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wiedzione w ustępie przywiedzionym. Możemy więc wypo- 
wiedzieć twierdzenie następujące : 

« Aby zcałkować układ 2m równań różniczkowych ruchu 
(3) W RWE Ol a ia, mura) 
e SKT di 
w których H=T—U jest funkcyą zmiennych q4,..., m, 
Piss: Pm 1 Czasu £, dość w funkcyi H położyć 


dz JZ NĄ 
uż aj c= adi W == ——) 
Pı A 3 Pa NA , Pm Um 


i wynaleźć rozwiązanie zupełne równania różniczkowego 
cząstkowego 
dZ däs dz ùz 
(4) z + H(44 Gmi SST Z — |=0 
jy9 2 my 9 s E ia . 
dł VES aq4 dq4 Dqm 
Jeżeli 

(5) Aaima Ai Qis 507 m» Qiian), 
jest rozwiązaniem zupełnóm równania różniczkowego cząst- 
kowego (4) z (m +1) stałemi dowolnemi a4,.. «dm, Un+4) z któ- 
rych jedna aa jest tylko dodaną, natenczas równania 


ą 3 d d 
(6) af, = Ppi; já a = Pa» .., i AE Din 
NA NA dqm 
tudzież 
i À 9 d 
(7) tj 1» RAP Jay *"4y Ji == dz, 
Jay Ja dalm 
gdzie b,,...,b„ oznaczają m nowych stałych dowolnych, będą 


równaniami całkowemi zupełnemi układu równań różniczko- 
wych ruchu (3)». 

Równania (6) są t. z. równaniami całkowemi pierwszem 
a równania (7) są rzeczywistemi równaniami całkowemi ró- 
wnan ruchu; albowiem rozwiązując je względem 4, ...,4,, mieć 
będziemy ilości g a przeto także spółrzędne punktów, wyra- 
żone przez czas £ i 2m==2(3n — r) stałych dowolnych a, b. 
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Ponieważ, dla wynalezienia rozwiązania zupełnego (3), 
potrzeba znajomości tylko m pewnych całek układu (3), t. j. 
tych całek, którym są równoważne równania całkowe pierwsze 
(6), przeto istotnie liczba całkowań, celem otrzymań zupeł- 
nych układu (3), sprowadza się do połowy liczby całkowań, 
dawnićj wymaganych. 


188. Przypadek, kiedy funkcya sił nie zawiera 
w sobie wyraźnie czasu £. — Na osobliwą uwagę zasłu- 
guje przypadek, kiedy czas £ nie wchodzi wyraźnie do funkcyi 
sił U, a przeto funkcya H zawiera w sobie tylko zmienne p 
iq. W tym przypadku można równanie różniczkowe cząst- 
kowe (4) pomiędzy (m + 1) zmiennemi niezależnemi zastąpić 
innćm, które będzie w sobie zawierało tylko m zmiennych 
niezależnych. 


Jakoż, zamiast zmiennćj zależnćj z wprowadźmy nową 
-zmiennę zależną ¢, za pomocą podstawienia 


8 i mt ehiti 
(8) | 6 T. 

Ponięważ z według (3) jest funkcyą ilości £, q4,...,7, tudzież 
stałych dowolnych ti, a;,.... przeto, jeżeli z tćj funkcyi wyru- 


gujemy ź za pomocą równania 


(9) | = a 
zkąd | 

AAV SĄ” ALĄĆ NIA 
będzie 
(10) =z + ać: 


funkcyą ilości q4,-4:,4ms 0, 04, aa... niezawierającą w sobie t. 
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Biorąc tak wyznaczonćj funkcyi g pochodne cząstkowe 
uwzględniając przytćm (9), mamy 


| 2 — — +40 — + £ =t 
du da da 
(1 LAD 6 W ZA 
da dg AL dg, A TA 
JA dm 02 0 f dé dz), 


da; Guz Of 08; da; da; 
a jeżeli teraz w równaniu (4) podstawimy znalezione dopiero 


wartości za ad tudzież a za ie , tedy, pamiętając że H nie za- 


WE NA 
wiera w sobie czasu £, otrzymamy równanie różniczkowe cząst- 


kowe z m zmiennemi niezależnemi © 


06 d6 

12 H nIm Z jeee, — | Z 

i (u 7 Mi Ta i 
Jeżeli 

(13) C= Um + $(91;-:54m, A, 04,.11llm—4), 


jest rozwiązaniem zupełném równania (12) z m stałemi dowol- 
nemi a,,...,am, z których jedna am jest tylko, dodaną, otrzy- 
mamy natenczas rozwiązanie z równania (4) z rówńania (8), 
które wskutek (9) i pierwszego równania pod -(11) zamienia . 
się na 


(14) 5=6— a— 


jak z tego równania wyrugujemy a za pomocą po ró- 
wnania pod (14), t. j. za pomocą 


Ponieważ jednak tak otrzymane rozwiązanie z zawierać | 
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będzie tylko m stałych dowolnych ay,...,a, z których jedna 
am będzie tylko dodaną, a powinno zawierać (m-+1) stałych do- 
wolnych, jeżeli ma być rozwiązaniem zupełnóm równania (4) 
przeto ilość t zachodzącą w wyrażeniu na z powiększamy o 
ilość stałą dowolną r, czyli kładziemy £-+r za £, co jest do- 
zwolonóm; albowiem do równania (4) nie ma wchodzić wy- 


£ dz Mag 
raźnie czas £, tylko pochodna co do ZET . Podstawienie £-+c 


za £ zmienia tylko związek, jaki zachodzi między zi ¢ w ten 
sposób, że zamiast (8) należy położyć teraz 


ðZ 
t =z— (t+ s) g aralt + 1); 


a że w skutek tego pierwsze równanie pod (11) czyli (15) za- 
mienia się teraz na 


g M 
(16) (więk konk 


zamiast więc rugować ilości a z wyrażenia (14) za pomocą 
równania (15), musimy teraz tę ilość rugować za pomocą 
równania (16). 


Równania całkowe układu równań (3) będą więc w przy- 
padku uważanym następujące : 


NZ dz NE dz 
GW Ja; = 0% Ja, Neia ma. b 5 ean ję = stała. 
Ponieważ r wchodzi do z tylko w połączeniu /-r, a przeto 
dz __05 
de M’ 


zamiast więc ostatniego równania całkowego możemy wziąć 
następujące : K 
03 


T == stała: 


~ 
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zkąd wypływa, że równanie (9), za pomocą którego wprowa- 
dziliśmy za ź ilość a, jest także całkowćm. 


Równania całkowe ukladu równań (3) możemy wyrazić 
także bezpośrednio za pomocą rozwiązania zupełnego 4 równą- 
nia (12). 


Jakoż, ponieważ według trzeciego równania pod (11) jest 


i u dz T i 
— z= — , a nadto równania —=—a i = =r -+ £ sa zupełnie 
da; dd; ł dt JA e p 


AK M J 
(18) Git Ssns by, 3 í =N 


a nadto, ponieważ według drugiego równania pod (Il) 
dz 3 + , RE. r ; 
RREA, przeto równaniami całkowemi pierwszemi będą 

i į 


„A Na NEA 
19 gea a a a a AT 7,8 
(19) TA Pis 14, Par Wn Pm 


Mamy więc twierdzenie następujące : 


« Aby zcałkować w zupełności układ równań różniczkowych 
ruchu 


Gy 0d R s zm0żlu ości zadek: 
POT tN h 57 DIRI (i=4, Dyes) 


w przypadku, kiedy ma miejsce zasada ocalenia siły żywćj, 
a przeto kiedy funkcya H=T—U nie zawiera w sobie wy- 


raźnie czasu £, dość podstawić w równaniu siły żywćj 


R=q, 
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za p4,...,pm pochodne cząstkowe 


ENOS Wera DDE 
PPAR: P OUAR 


i wynaleźć rozwiązanie zupełne równania różniczkowego cząst- 
kowego 


Jeżeli 
g = lm + Flers im a, E AT 


jest tém rozwiązaniem zupełném z m stałemi dowolnemi 
0,,...,0,, Odmiennemi od a, to natenczas równaniami całko= 
wemi układu równań ruchu będą równania 


Na dX d6 

——= 2.3 AR ER 

39, Pis 39, Pa Jqm Pm, 
X y X 
Zimt E be nai 
da ID c OUE wę: 


gdzie z, b,,...,bn_, oznaczają m nowych stałych dowolnych ».. 


189. Ruch układu punktów swobodnych. — Jako 
zastosowanie wyłożonćj dopiero teoryi, weźmy pod uwagę 
ruch układu punktów materyalnych zupełnie swobodnych, 
w przypadku, kiedy funkcya sił U nie zawiera w sobie czasu t, 
lecz jest funkcyą samych spółrzędnych. 


Równania różniczkowe cząstkowe ruchu są teraz 


dx. ON dy, _0U Gz _0U 

dl. . dg GE o d A 0% 

Te równania można zastąpić 6n następującemi : 
dz; R: dy, _ , dz; 


— h — y 


w e". dy b m” 
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dri JU dys dU OPP ATOM 
m "dt Age, Sde” jg dY; a. sd? (=1, 2,. eN), 


lub, gdy położymy mit i=$i, mah = ni miaka w skutek 
czego wyrażenie siły żywćj 


1 (4 ’ , 
T=> Zm(a*; ŁY” 2*;) 


przejdzie na 


1 


i 1 
(2) T=2 ZB nad: 


—— z — — e aa 


K Waw OE; dyi _ ni dz, __ $; 
dt m, de m dt m; 


du U dm dU, dë U 
dt aade dł idy; dt 03 


które Posiadają już postać Hamiltonową; albowiem, ponieważ 
U zależy tylko od spółrzędnych zi; Yi, z;, a T tylko od ilości 
Éis nis ti, przeto gdy położymy H =T — U, będziemy mieli 


| ALEI: 
dĘ m dni mę Dg 
Masi paei DH aug JH 


dv C dg dyw. dy dz; dz 


Ażeby więc zcałkować w zupełności układ 6n równań (3) 
dość w równaniu siły żywćj 


T=U +a, 


podstawić 


(4) P 
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w skutek czego otrzymamy równanie różniczkowe cząstkowe 


e 4554 dz 2 dg 2 (2% 2 sA 
©) Do +5) AC Al kody 


i wynaleźć tegoż równania rozwiązanie zupełne. 
Jeżeli 


(6) t= üm t /G ywa. Ya ar BW Aaso aani h 
jest tém rozwiązanićm zupełnóm, natenczas równania 


d dz 
(7) —— f L N AE Pa 


Ebin 
da * da, JA, A 


` 
Jagn—1 


będą równaniami całkowemi zupełnemi układu (3) lub, co 
wychodzi na jedno, układu danego (1). 


Równania (4), czyli 


7 1 % 4 0 ; 10 i 
8 E; = — —— E 2 A i S si 6 menm" T | 
( ) U m; Jr; Yi m, dy Zi m; dzy) (1 1, 2, Ay 


jak w nich za z podstawimy wartość (6), będą równaniami cał- 
kowemi pierwszemi. | 


PRZYKŁAD. — Niech danym będzie tylko jede punkt, na 
który działa siła dośrodkowa. Biorąc śro ziałania za 
początek układu spółrzędnych prostokątnych a płasczyznę, na 


którćj się punkt porusza, za płasczyznę spółrzędńych, mamy 
następujące równania różniczkowe ruchu : 


| AB OE O 


gdzie R oznacza pewną funkcyę odległości r=yz* =+ y’. 


Równanie różniczkowe cząstkowe (5) brzechodzi teraz na 


ATA 358 ).2 
} > © | = i 
(b) () + (55) 2(R + a). 
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Aby to równanie zcałkować, wprowadźmy spółrzędne bie- 
gunowe za pomocą podstawień 


(c) z =rc0sę, y=rsino, 


w skutek tych podstawień (b) zamienia się na 
d% 
(d) r i s) +% y = "(R +a) 
4 dọ 
h g a dg dz 
lub, gdy dla skrócenia położymy zdaj: "dwa © 
(e) rp? +q=2"(Ra) zkąd p = ? V2r'(R-+a;— g. 
Jak wiadomo, wynalezienie rozwiązania zupełnego tego ró- 


wnania sprowadza się do wynalezienia jednćj całki układu 
dwóch równań różniczkowych zwyczajnych 


do dp > * Wg iaia di. SPRZ 
dr dg ry (R +a) —q* dr 39; 


Drugie z tych równań daje 
q = ln 
w skutek czego 


p= yV E+E, 


Te wartości.na pig zamienią pd + qdọ na różniczkę zu- 
pełną ; przeto 


() =at | pdrrgdz) =0, + | E Vaaa, 


jest rozwiązaniem zupełnóm równania różniczkowego cząst- 
kowego (d); równaniami zaś całkowemi układu równań ruchu 
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będą 


czyli, jeżeli dla skrócenia położymy 


(y) s= [Eya 4 R-+ a)— u’, 
238 dS 
(k) mE- AS TU AGK 


Widzimy więc, że dla otrzymania rozwiązań zupełnych 
równań ruchu (a) dość wykonać jedną kwadraturę (g); zgadza 
się to z tém, cośmy okazali dla przypadku ogólniejszego 
w ustępie 114”. 


Wyznaczywszy z (4%) r i o w funkcyi czasu £ i wartości otrzy- 
mane podstawiwszy w (©), będziemy mieli spółrzędne prosto- 
katne wyrażone przez czas £ 1 przez 4 stałe dowolne a, ay, z, 
b,. Te stałe dowolne wyznaczymy, jak będziemy mieć dany 
stan początkowy, t.j. położenie punktu i jego prędkość dla 
t=0 lub dla jakićjkolwiek innćj epoki. Drugie z równań 
całkowych (%4) jest widocznie równaniem biegunowóm orbity 
(drogi), jaką opisuje punkt materyalny. 


190. Związki zachodzące pomiędzy całkami równań 
ruchu. — Weźmy znowu pod uwagę równania różniczkowe 
ruchu w postaci Hamiltonowćj 


a WGB, dn M 
/ 


ograniczając się EE kiedy zachodzi zasada ocalenia 


siły żywćj, a przeto funkcya H zależy tylko od p iq. Aby te 


równania zcałkować, potrzeba w funkcyi H położyć p; = z 
qi 


i wynaleźć rozwiązanie zupełne równania różniczkowego 
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cząstkowego 
dz Jz 
(2) H (2-2 dm =" zg) =a 
do czego potrzeba znowu znajomości (m — 1) całek układu (1) 
(3) B= bed FEU: 


takich, aby te całki w połączeniu z równaniem siły żywćj H=a 
dały na py, ..., pm Wartości, czyniące zadość równaniom wa- 
runkowym 


(4) dpr Wi, O= A RE at i<k£m). 


Wynalazłszy te całki według sposobu podanego w ostatnim 
rozdziale, i wyraziwszy z nich w połączeniu z równaniem 
H=ailości p,, ... ; pPmprzezą, ..., qm tudzież przez stałe 
dowolne a... sam, otrzymamy rozwiązanie zupełne ró- 
wnania (2), kwadrująe wyrażenie pdg + ... + Pndqm, t. j. 


(5) = + | ody, croys + Padqn) 


będzie rozwiazaniem zupełnóm równania (2), równania zaś 
całkowe zupełne równań różniczkowych ruchu (1) wyrażą się 
przez ; 


dz dz TO Js D 
W Pi» WA SONY Ym , 
(6) | 
R ODA ht Aa dz AL 
Do L PNE zo 


Aby mieć całki układu (1), t. j. funkcye ilości zmiennych, 
które w skutek równań tegoż układu stają się równemi sta- 
łym dowolnym, weźmy za pierwszą połowę równań całko- 
wych (6) równania 


(7) HA ==Gyu i Hu FFbuie: s s ANE T AEE 
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które są im równoważne, a w drugićj połowie równań całko- 
wych (6), które już są rozwiązanemi, względem stałych do- 
wolnych r, Dy, ...,bn_,, podstawmy za a, 04, ... , lm_, Odpo- 
wiednio funkcye H, H,,... , Hm_,. Jeżeli oznaczymy przezę to, 
na co wskutek tego podstawienia zamienia się rozwiązanie 
zupełne z i położymy i 
d% dX 


ee E dt 
H 0H, 35 


+ —— = 
DH 


(8) H, J a ARN Haia 


to natenczas druga połowa równań całkowych (6) przybierze 
ua się postać całek 
(9) H —t=:, H,—4, ..., l: w ai= zt i 

Pomiędzy całkami (7) i (9) układu równań różniczkowych 


ruchu (1) zachodzą osobliwe związki, wyrażające się nastę- 
pującemi równaniami tożsamościowemi 


(H, H';)=0, (H,, H;)=0, (r=0,1,2,...,m—2, r <s Śm-+ ł), 
tudzież 
(H,, H,)==0 lub==—i 


według tego czy r jest odmienne od s lub r = s, gdzie ogólnie 


jacan E aN s POSA i 
uH P (Hz He oH Hy 
\ ) XS dpi dpi ze) 


(=l 
Jakoż naprzód, jest istotnie tożsamościowo 
(10) (H,, H,) =0; 
albowiem tylko pod tym warunkiem, że równania (10) są toż- 


samościowemi, wartości na pi, ..., pm wypływające z ró- 
wnań (7) uczynią zadość równaniom warunkowym (4). 


Powtóre, ponieważ do ilości H,, H;,... , H„_, wchodzą 
zmienne g wyraźnie i za pośrednictwem ilości H, H;, ..., 
Hmp a zmienne p tylko za pośrednietwem tych ostatnich 
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lości, p rzeto będzie A 
— 5% dH’ H <3 0H,0H; 
s > A Lau Ż m waj, 2: UZ 


DH, ROR, ee A in 
SĘ (+ a SH; 09; gwi 


czyli 


3 H+ HH’, 
a OH; 4a O; 09, * 


(H,, H,) = 


u JH, 412H,3H, 
2 JH, é DA VA 
albowiem wyrazy pozostałe 
sh EEU YE ETA 
DE JH; mÀ meer di Ap; NE aq; 


k=m—l1 lE=m—1 JH, JH? 


n- 
w "PO JH; ðH; (ER) 
k=0) 


wskutek (10) podj się do zera. 


Atoli z równania (5) wypływa 


DJ dP, +. Pm ak yi 
z = GH dą, + „+ Pdga ), (riiai Birati, 
a przeto 
dz 
4 Ue 
Jap dpi, 
Sq; R Jay 


Jeżeli więc w tém ostatnićm równaniu zaa, ay,..., @m— pod- 

r 2 i NĄ 
stawimy odpowiednio H, H,, H„_,,..., w skutek czego va 
3 Olr 


$ 
L/ 
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przejdzie na Ę czyli według (8) na H’, otrzymamy 


oH Jip . Jflpm 0 
9 dpr E kę ooo UY 4 98 
(12) T A i podobnie Pi: A 
r ò FA 
Podstawiając te wartości za dk , Hy w (11), mamy 
Pu i 
1=m—1 ) g T JH, dpi U DH; dpi 


H 

BR. = ho E — — 

(w A. ab Że JH, 2 l, 2u0p, DH, 
czyli 


EE dg a! 
Haie > JH, dH, . 4m OH, dHe 


a że i równa się zeru albo jedności, według tego czy I jest 
k 


odmienne od k lub l= k, przeto 


we 98 
(Hr, Heete 


Ponieważ według (8) strona druga napisanego dopiéro 
równania jest równą zeru, przeto mamy ostatecznie 


(13) | (H,, H) =0. 


Nareszcie mamy 
(H,, H's) 


i=m X k==m—1 JH JH' k=m—1 JH, JH 
= p JH, dHe LRT = luj 
= WE > SH; dpi dpi di o SH; 39; 


lub uwzględniwszy (10) i (12), 


dH, 
(HGH = — JE, 
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a przeto mamy dla » odmiennego od s 


(14) (Hin H;)=0, 
adlar =s 
(15) (Hy H,)=—4. 


191. Teorya perturbacyi. -- Kiedy na punkta mate- 
ryalne danego układu działa więcćj sił, chcac wtedy ułatwić 
rozwiązanie zagadnienia ruchu, opuszczamy naprzód siły dru- 
gorzędne czyli t. z. perturbacyjne i rozwiązujemy zagadnienie 
w założeniu, że na punkta działają tylko siły pierwszorzędne. 
Następnie zaś w rozwiązaniach tego zagadnienia prostszego 
wyznaczamy stałe całkowania jako funkcye czasu ź tak, aby 
te rozwiązania nie zmieniająć swego kształtu były rozwiąza- 
niami zagadnienia zupełnego. 


Niech U będzie funkcyą sił pierwszorzędnych a Q funkcya 
sił drugorzędnych czyli perturbacyjnych. Oznaczmy przez. T 
siłę żywą układu puaktów i połóżmy H =T— U, natenczas 
równania różniczkowe ruchu zupełne, do postaci Hamiltono- 
wćj przywiedzione, będą: 


dą; _A(H — 0) 


dp; _ O(H—0) 
dla aa dp; dt T 


o (CZE. MEE) 
di Agi zek , 7 


2 


opuściwszy zaś siły drugorzędne, będziemy mieli równania 
prostsze : 


lo; dH : 
2 Ar Z m, (i= 1,2, p): 
©) dt dp; dt qi r a 


Niech równania 


R | qi ZU, Ai m) 
| Ru ZEW((, 04334. E A OERLE AE 


z 2m stałemi dowolnemi a, ... &em będą rozwiązaniami zupeł- 


h t 4 la J f r Al N OFCO N | 
MUP.//TCHI.OTY.PI 


us 
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nemi układu rownań (2). Zakładając, że rozwiązania równań 
zupełnych (4) są tego samego kształtu, wyznaczmy a, ... čom 
jako funkcye czasu £, tak aby wartości (3) uczyniły tóż zadość 
równaniom (1). 


W tym celu podstawmy w równaniach (t) za q; i p; war- 
tości (3) uważając ilości m, ...,.xa,, jako funkcye czasu £ a 


otrzymamy 
do; 1 doi da, __ dH 0 
en did 


Mhi e DO lar aai slipe Se Pa 
d kæ dar dt dMi di 

gdzie nawiasy ( ) oznaczają, że ilości w nich zawarte mają ` 
być wyrażone przez t, ay, ..., dm. 


Atoli, skoro przy wartościach stałych na a,, ... „aan Wyraże- 
nia (4) czynią zadość równaniom (2), mamy przeto 


Je; | (OHY dy dH 
9 siad U" = 
(28) M = (7) 10 dł ai 


W skutek tego równania poprzedzające zamieniają się na 


TEAM r=2m 
q doz dar _ dQ U dY; da, PQ za A 
a dar dt (A): ada di (gd E 


a jeżeli pierwszą połowę tych równań pomnożymy odpowie- 
dnio przez =y drugą przez jj. i summę pierwszych iloczy- 
$- s 


nów odejmiemy od summy drugich iloczynów, otrzymamy 
ostatecznie 


r=?2m i=m J dd; A) A Ja AQ) 
4 p | Pee) Pae T— S12 p 
( ) > ka È Jar da, das dt du; (5 NA? a zę 


r==l i=l 
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lub, dla skrócenia położywszy 


NO[o 095 Jo; ) 
(5) DI VB; z |= [ass CHE 
i =1 


As dap Jap dds 


będzie 
TEZYM 
z HQ 
(6) b: [245 wj FE = r ZOZEŃNA, Ae): 


r=l 


Te równania podał Lagrange (Mécanique analytique, sec- 
tion V). 


Ażeby z tych równań można wyznaczyć ilości a, .,. , Œm, 
, e SĘ ; d 
potrzeba je pierwéj rozwiązać względem pochodnych Te 
Ponięważ jednak to rozwiązanie prowadziłoby do wzorów 
zbyt zawiłych, przeto wyprowadzimy wzory, dające bezpo- 
średnio wartości na te pochodne, idąc drogą wskazaną przez 
Poisson'a (Journal de l'école polytechnique, cahier XV). 


Niech 
S O Gi «4 yini Pa wf i eE Aea W IZ, a 2m) 


będą całki zupełne równań (2). Różniczkując wtedy równania 
(7) co do £, mamy (2) > 


10, R PB, dą, Ab, dp) _ 
+2 Gw Gd) 


i=l 


lub, w skutek (2), 


T Ć 
(8) NZ Y ( ©, OH vod, A = 0 


pak S ARA 
dé am 07; Pi dpi Qi 


Załóżmy teraz, że ilości «, są funkcyami czasu £ a równa- 
nia (7) przedstawiają całki zupełne równań (1). Różniczkując 


wua 
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przy tém założeniu równania (7) co do £, mamy 


dan _ oP D AB, dą; 3%, dpi) 


dt EU IWA dt * Pd dt) 
a po podstawieniu wartości (1) za A SR 


dar dD, SĘ W, IH 0%, OH 
dt Q òi Api Mpi mi 


EA -Feu dP, i, 
aa 100; OP: pi Mi 


czyli w skutek (8) 


da '/0%.00 dD, 
sy EM r= m nA A 
m e > ( PR IT md F)’ ah m) 


Api agi Qi dpi 

Atoli, jeżeli znowu oznaczymy przez (Q) wartość, jaką Q 
przyjmie, gdy za Q. . -Qm Pi. . -Pm Wstawimy wartości wypły- 
wające z (7), będzie wtedy 


0 _ JA) Je, Jas RE NQ) ub, 
di Eai Ja; Agi śm | Jaz NIE 


N ENO) L E N) db; 
dP; a das d 


s 


równania więc ostatnie przywodzą się do następujących 


s=2m 
(9) =X ©, 0.) > (r=1,2... 2m), 
lub 
da) dea IQ) 
10 — — r, 42) p ŻE IDO PRAC 
( ) dt pae (ar, us) NA 1 (r 5 2 . 2m), 
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gdzie 


NSE PIE 8 


dpi dg: dı Pi 


00, W, IP, IP, 
M) 0,0)=(u)= ZĘ :). 

Jeżeli ograniczymy się uwagą przypadku, kiedy przy 
uwzględnieniu sił pierwotnych ma miejsce zasada ocalenia 
siły żywćj, a przeto kiedy H nie zawiera w sobie czasu £, ró- 
wnania (9) uproszczą się, jak za całki zupełne układu (2) we- 
źmiemy całki Hamilton'a (ustęp 190%). 


H s=ea4o a Br SE drei widll w BGA; 
(12) 
Him t="b, H z bne Hy ZSB. 
Jakoż, kładąc wtedy 
d=H, 0,=Hy..., Dn = Hna, 
bna =H — t, ©+=H,,.., Don = Hna, 
mieć będziemy 
(0, DIJERE  (r=1,2,..., m); 
wszystkie zaś pozostałe ilości (%,, ©,) będą zerami. 
W skutek tego, rówfiania (9) zamienią się na następujące : 


AQ) dbn _ AQ) 


im > 
(3) Pakki dba? dt mAT 


(h =1, Z ę m —1). 
gdzie (Q) jest funkcyą sił perturbacyjnych, wyrażoną przez t, 
lis +24 Ami By sa: , bpa za pomocą całek Hamiltonowych (12) 
układu równań (2). 


Na obliczenie więc stałych całkowania a i b w funkcyi czasu 
t, otrzymaliśmy równania (13) takiego samego kształtu, ja- 
kiego były równania (2); zachodzi ta tylka różnica, że (Q) 
zawiera w sobie wyraźnie czas £, gdy tymczasem funkcya H 
czasu £ nie zawierała. 
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Jeżeli więc w fankcyi (Q) położymy 
dV dV 


(14) s b= Soa Ye ..3 | BE zaj Jai 


, 


natenczas całki równań (13) będziemy mogli wyrazić przez 
pochodne cząstkowe rozwiązania zupełnego równania 


dV dV dV 
1 3a —0Qlt ... F va. ... — | = 

( 5) M (r. a, Qyn—1 Ja , , ma 0, 

a gdy z tych całek wyrazimy aib przezći 2m nowych sta- 
łych dowolnych i wartości otrzymane wstawimy w (12), 
mieć będziemy wtedy rozwiązania zupełne równań (4). 

Ponieważ wszelkie zastosowania téj teoryi byłyby zbyt ob- 
szernemi na ramy niniejszój pracy, przeto w tym względzie 
odsyłamy czytelnika do dzieł specyalnych o mechanice niebie- 
skićj tudzież do licznych rozpraw zamieszczonych w czasopi- 
smie Liouville'a. 

192. Twierdzenie Poissona. — Poisson okazał (/. c. ), że 
spółczynniki (x, «;) w równaniach (40) są od czasu £ niezale- 
żne Aby tego dowieść, dość okazać, że spółczynniki [a;, a, ] 
w równaniach (6) czasu £ w sobie nie zawierające ;. albowiem, 
ponieważ równania (10) nie są niczćm innćm, jak tylko rozwią- 
zaniami algebraicznemi równań (6) względem pochodnych 
d i A ; 
a , przeto jeżeli się okaże, że wyrażenia [«s, «,], są od 
czasu £ niezależne, będzie się to samo dotyczyło wyrażeń 
(u, ws): 

Pomnóżmy w tym celu równania tożsamościowe (2a) odpo- 

0 
wiednio przez H, ZŁ i odjawszy od pierwszego równa- 
% R 
nia wtóre, weźmy summę co do ż od 1 do m, otrzymamy 
wtedy tożsamość 


i 
Si Pi dY; —_ dw e |= dA H} P 


, 
Ju. 


dt da, dt du, 
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a gdy następnie tę tożsamość zróżniczkujemy cząstkowo co do 
«s, mieć będziemy : 


y 4 (1 Pi AW; + dyi KRZ NĄ ROR dhs 8) ; —_Y(H), 
2 dt oi NB dł dardas zł das) dap di amas | dardas 

Zamieniając skaźniki r i s jeden na drugi, otrzymamy podo- 
bnie 


S (zydk Mi „do Mod, Rapa Qi: dhi Voi JE (A), 


dt ox, dus dt Jard atldu,)du, dt da,dx, „z 


odjąwszy zaś te dwa równania od siebie, otrzymamy 
Daze EN, 

dt | dasda, Juz ACTA 

czyli według (5), 
zl] =., 
zkąd wypływa; że wyrażenie [a,, «,], a przeto także wyra- 
żenia (ar, a;), czyli (©,, ©,) są od czasu £ niezależne. 
Należy to tak rozumieć « jeżeli 
O ata Od —=a, 


` 


są dwie całki układu równań (2) i igteli, w wyrażenie 


a Ñ ho 0, 0,20, 
(®, P> ków Gi sm zz 


wstawimy za qi, p; rozwiązania zupełne równań (2), to na- 
tenczas to wyrażenie nie będzie w sobie zawierało zmiennej 
niezależnćj t, tylko stałe dowolne a,, ... , dam ». 


W ustępie 29m okazaliśmy, że funkcya zmiennych £,4,, .. 
Qm, Pi -+ Pm. która w skutek równań różniczkowych (2) staje 
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się równą stałój dowolnćj, jest całką tychże równań. Ztąd wy- 
pływa, że «jeżeli 


BP. D se 
są (ek całki równań (2), natenczas wyrażenie 
(D, ©,), 
będzie także całka tychże równań. » 


Ograniczając się uwagą przypadku, kiedy do funkcyi H, 
nie wchodzi zmienna niezależna £, możemy wypowiedzieć 
twierdzenie następujące : 


« Niech będzie dany układ m równań różniczkowych zwy- 
czajnych rzędu 14° 


d H dp OH 


doby e T 
w którym H oznacza funkcyę samych zmiennych zależnych - 
Qis s dm, Piyee ; Pm, 1 który dla H=T—U zamienia się 


na układ równań różniczkowych ruchu. Jeżeli znamy dwie 
całki 


B= dh, =m, 
tego układu, niezawierające w sobie ź, i jeżeli ufworzymy 
wyrażenie 
i=m 


bd=(6, b) = (z JB, db, p». 


śm gi  Aqi Sp. 
to natenczas 

D, = a, 
gdzie a, oznacza stałę dowolną, będzie, mówiąc w ogólności 
nową całką układu. W przypadkach szczególnych ©, może 
być pewną funkcyą całek ©, ©, i całki oczywistćj H, lub 
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ilością stałą, a ta ostatnia także równą zeru; w tych przy- 
padkach ©, =a, nie jest nową całką, lecz równaniem, któ- 
remu w skutek całek ©, =a, ©, =a,, i całki oczywistój 
H =a staje się tożsamościowo zadość. Postępując w ten spo- 
sób z całką ©, i tworząc wyrażenie (®,, ©,) lub (b, ©.) to 
każde z tych wyrażeń przyrównane do stałćj dowolnój, da 
nam znowu, mówiąc w ogólności, nową całkę; it. d. ». 


To twierdzenie nazywają pospolicie twierdzeniem Poisson'a 
aczkolwiek dopiero Jacobi całą doniosłość tego twierdzeni 
poznał, odkrywszy je powtórnie sposobem wyłożonym w ni- 
niejszym ustępie. 


Za pomocą tego twierdzenia możemy w przypadkach, kiedy 
ma miejsce zasada ocalenia siły żywćj, z dwóch całek równań 
różniczkowych ruchu przez samo różniczkowanie wyprowa- 
dzić całkę trzecią, z tćj, całkę czwartą i t, d., tak, iż otrzy- 
mamy tym sposobem albo wszystkie całki, albo przynaj- 
mnićj pewną ich liczbę. 


Nie potrzeba wszakże, mniemać że którekolwiek dwie całki 
mogą nas doprowadzić tym sposobem do wszystkich in- 
nych przez proste różniczkowanie. Ażeby tak być mogło, 
to te dwie całki nie powinny należeć do tych, które wypły- 
wają z zasad ogólnych, jak zasada ocalenia *pól lub zasada 
oealenia ruchu środka ciężkości, ale jedna przynajmnićj musi 
się ściśle łączyć z istotą zagadnienia ruchu. 


Stosując to twierdzenie do ruchu układu punktów swobo- 
dnych (ustęp 189%), mamy twierdzenie następujące : 


«Jeżeli znamy dwie całki ę=a, Ņ= b, niezależne od £, 
układu 


dxi __0U „dy, _ dU „dz; NU 


m ——=— l śe „ M = —, (1[=1,3%::.0), 
dóinkOdg" sididł | dy sie diredd i 


43 
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i jeżeli u*tworzymy wyrażenie 


ej dp 09, dp W, 09 0% 09 W 

= RSP NAŻPOWBE GRAŃ 

(9 Y) — po FL > 4, yt DY; Iyi didz; It; dT; 
d9 I 09 +] 


natenczas 
(p, VSC 


będzie, mówiąc w ogólności, nową całką; w przypadkach 
szczególnych może być (o, 4) także funkcyą stałych a, bista- 
éj h, zawartćj w równaniu siły żywćj T—U=ń, lub prostą 
liczbą, a ostatecznie zerem ». 

Tym sposobem możemy z dwóch równań, wyrażających 
zasadę ocalenia pól, wyprowadzić równanie trzecie. 


Jakoż, kładąc 


i= t=n 


"a : 
=) Milta Yi m Yi Li), p= Ynes (2; — 2,2), 


i=l 


"mamy 
. 
c i=n 


(9, b= Dmi Yiz DF 


a zatém 7 


(9, 4) =c; 


jest trzeciém równaniem, odnoszącóm się do zasady ocalenia 
pól. 


| O ae 
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TEORYA OGÓLNA RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH RZĘDÓW 
WYŻSZYCH Z DWIEMA ZMIENNEMI NIEZALEŻNEMI. 


193. Gałka ogólna. — Teorya równań różniczkowych 
cząstkowych rzędów wyższych wiele jeszcze pozostawia do 
życzenia, mimo licznych prac pierwszorzędnych geometrów. 
Ogólniejsze badania odnosza się jedynie do równań różnicz- 
kowych cząstkowych z dwiema zmiennemi niezależnemi, dla 
tego ograniczymy się w tym rozdziale uwagą takich równań. 


Niech z oznacza zmiennę zależną, a z i y niech będą dwiema 
zmiennemi niezaieżnemi. Jeżeli oznaczymy ogólnie przez 


Zik» 


pochodne cząstkową zmiennéj z rzędu č + k =, wziętą č razy 
codo xa k razy codo y, możemy równanie różniczkowe 
cząstkowe rzędu m° z dwiema zmiennemi niezależnemi tak 
pisać : 

j D(L, Y; Z; 2,0 Zot) ao Zoo Zoet 


(1) 


l Zm o ZM—4,19:::381,M_4y Zym) ==0; 


To równanie należy uważać jako warunek, jakiemu funkcya 
z dwóch zmiennych z, y powinna uczynić zadość. Przyjąwszy, 
że taka funkcya istnieje i daje się przedstawić pod postacia 
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skończoną, starać się będziemy wyprowadzić jćj naturę z na- 
tury równania warunkowego (1). 


Ponieważ oprócz równania (1) nie mamy danego żadnego 
innego warunku na wyznaczenie funkcyi z, przeto ta funkcya 
będzie wyznaczoną w sposób najogólnieszy, jak ona uczyni 
zadość równaniu (1) tudzież wszelkim następstwom, jakie 
z tego równania bezpośrednio wypływają. Nadmienionych na- 
stępstw równania (1) można otrzymać nieskończenie wiele, 
różniczkując to równanie cząstkowo co do każdćj zmiennój 
niezależnćj, ile razy się podoba. Nadto, skoro ilość z ma być 
wyznaczona jako funkcya ilości z i y, przeto rozwiązanie 
równania (1) może się przedstawić albo pod postacia 
jednego równania pomiędzy zmiennemi z, y, z, albo pod 
postacią więcćj równań, zawierających prócz zmiennych z, 
y, z, jeszcze jakieś inne zmienne, których rugowanie po- 
między temi równaniami dać powinno ostatecznie jedno 
równanie pomiędzy samemi zmiennemi głównemi z, y, z. . 


Że rozwiązanie równania (1) może się przedstawić pod 
postacią więcćj równań, wypływa już z teoryi równań różnicz- 
kowych cząstkowych rzędu 48°, których całkę ogólną przed- 
stawiliśmy pod postacią więcéj równań, pomiędzy któremi 
pewna liczba zmiennych dodatkowych ma być wyrugowaną. 


Rozwiązanie lub całkę najogólniejszą równania (1) możemy 
więc tak określić : 


Całka ogólna równania różniczkowego cząstkowego rzędu 
m2 z dwiema zmiennemi nazwiemy równanie lub układ ró- 
wnań pomiędzy zmiennemi z, y, z, posiadający tę własność, 
że jeżeli weźmiemy z jednćj strony równanie różniczkowe 
i tegoż równania wszystkie pochodne cząstkowe do rzędu 
(n—m)s* włącznie a z drugićj strony równania całkowe i tych 
równań wszystkie pochodne cząstkowe co do z i y do rzędu ne», 

natenczas ten drugi układ równań ustanawia pomiędzy 
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zmiennemi z, y,z, i pochodnemi cząstkowemi do rzędu neo 
włącznie zmiennćj z takie same, i tylko takie same związki, 
jakie wyraża układ pierwszy. 


Z tego określenia wypływają własności zasadnicze całki 
ogólnćj. Ponieważ całka ogólna może być przedstawiona pod 
postacią układu więcćj równań, zawierających prócz zmien- 
nych głównych jeszcze inne ilości zmienne a prowadzących 
ostatecznie do jednego równania pomiędzy z, y, z; niech więc 


(2) FÓ(z, y, z)=0, (1=0,1, 2,...,7), 


będą (r 1) równania przedstawiające całkę ogólną równania 
(1), pomiędzy z, y, z i pewnemni ilościami dowolnemi, których 
liczba i natura nie jest znaną. 


Oznaczmy znowu przez F; pochodnę cząstkową funkcyi 
F rzędu (1-+k), wziętą £ razy co do z a k razy co do y przy 
założeniu, ze z jest funkcyą ilości z i y, i weźmy równań 
(2)wszystkie pochodne cząstkowe do rzędu ne? włącznie, gdzie 


"n>m, a otrzymamy układ (r + 1) (SA AD równań : 


FÓO=0, 

FO, =0, FO = (0, 

FO, oF 0, FÓ,,= 0, EO =0, 

Dj s= 0, yy rs "U; CJ CB "0, FO n = 0, 
( ZZO, HA: 04 r). 


Podobnie, biorąc równanie różniczkowe (1) i tego równania 
wszystkie pochodne cząstkowe do rzędu (n — m)8 włącznie, 
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` (n—=—m + 1)(n—m + 2) 


mamy > równań następujących : 


naD, 


(4) D, =0, Q,,=0, ©, =0, 
| Or m, E0 Promuj 05. o ,Da_m,, =0. 
Według określenia całki ogólnćj powinny równania (3) dać 
te same związki pomiędzy ilościami 
L, Y, Z5 Zio, Z013 72,05 1,13 20,2303 Zo, Fn=1,13:*+3%1,m—1) 20m 
jakie wypływają z równań (4). Ponieważ jednak układ (3) 


zawiera w sobie 5 (n = 1)(n + 2)(r +1) równań, a układ (4) 


złożonym jest tylko z 3 (n —m + 1)(n—m= 2) równań, przeto 


pierwszy z tych układów może i powinien zawierać w sobie 
ilości dowolne, które nie zachodzą w układzie drugim i któ- 
rych liczba nie może być mniejszą od różnicy 


5 (0 + Dln + 2)(r + 1)— 5 (n— m + tyn —m + 2) 


(n + 1)(m + 2)r + m(t + 4)— z m(m—1); 


albowiem w tym tylko przypadku możebna, przez wyrugo- 
wanie ilości dowolnych, uczynić układy (3) i (4) tożsamościowe 
równemi pomiędzy sobą. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące : 

a Całka skończona równania różniczkowego cząstkowego 
"rzędu me z dwiema zmiennemi niezależnemi, jeżeli ma być 
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ogólną, powinna zawierać w sobie ilości dowolne, których 
liczba nie może być mniejszą od liczby 


5 (n+A)(n + 3)r+ m(n=> )— 5 m(m— 4)». 


Ponieważ zaś napisana liczba rośnie wraz z liczbą n, przeto 
możemy dodać : 


« Liczba ilości dowolnych, zawartych w całce ogólnej, ró- 
wnania różniczkowego cząstkowego rzędu m8 z dwiema zmien- 
nemi niezależnemi, wyrażonój pod postacią skończoną, wzrasta 
„wraz zdiczbą różniczkowań wykonanych na téj całce. » 

Z tego drugiego twierdzenia wypływa, że temi ilościami 
dowolnemi mogą być albo funkcye dowolne zmiennych z i y, 
albo téż jakieś inne ilości, którychby liczba wzrastała wraz 
z liczbą różniczkowań. 

Ograniczymy się w tym i w następującym rozdziale uwagą 
całek z tunkcyami dowolnemi, których argumenta zależą 
odziy. 

194. Liczba funkcyj dowolnych zawartych w całce 
ogólnej. — Aby wyznaczyć liczbę funkcyj dowolnych, za- 
wartych w całce ogólnćj (2) równania różniczkowego cząstko- 
wego rzędu me (1), dajmy, że równania całkowe (2) przedsta- 
wiające tę całkę ogólną zawierają oprócz zmiennych głównych 
D,y,Z: 

19 r ilości «æ, f, y,..., które są funkcyami oznaczonemi 
zmiennych niezależnych ziy; 


2 g funkeyj dowolnych, pomiędzy sobą niezależnych, 
gla), x(B) Pa). 
argumentów a, B; y,...; 


3° Pochodne nadmienionych dopiero funkcyj do pewnego 
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oznaczonego rzędu włącznie 


g(a), g"). ; zB) x'B)s--- 3 WO PO ees 
a nadto 4° : że mogą zawierać w sobie całki co do « z wyrażeń 
zależnych od «: g(u), g(a),...; codo $ z wyrażeń zależnych 
od B: x), x(r)...; It. d. 
Rugowanie r ilości a, ß, y,... pomiędzy takiemi (r + 4) ró- 
wnaniami (2) dałoby jedno równanie pomiędzy zmiennemi 
Be UG 


Jeżeli równania (2) zróżniczkujemy cząstkowo co dô zi co 
do y, otrzymamy 2(r + 1) nowych równań, z których można 
wyznaczyć 2(r + 1) pochodnych rzędu 4° 


Zio. 20,13 1,0; %0.1 Bro» Bo,15+** 


Różniczkując jeszcze raz cząstkowo co do z i y, otrzymamy 
3(r +1) nowych równań rzędu 2°, z których po wyrugowaniu 
pochodnych pierwszych wyznaczymy 3(r +4) pochodnych 
drugich 

Z2,0, Ż1,1 20,2; 2,09 %1,1; %0,23 Baos Ba, Bo.2; ++ - 
Postępując tym sposobem, dopóki nie dojdziemy do równań 


rzędu jakiegokolwiek n, będziemy mogli kolejno otrzymać 
wyrażenia pochodnych n pierwszych rzędów 


(5) 21,0, 20,13 22,03 Z11; 20,23 +++) Żm,02 Zm], 19* +: 21m—1> Z0,n3 


do których to wyrażeń wejdą oprócz ilości, zawartych w da- 
nych równaniach całkowych, nowe ilości dowolne, wypływa- 
jace z różniczkowania funkcyj dowolnych całki ogólnćj co do 
argumentów tychże funkcyj. 


Celem wyznaczenia liczby g funkcyj dowolnych, zawartych 
w całce ogólnćj dopiero określonćj, potrzeba przedewszyst- 
` kiém rozwiązać rozmaite zagadnienia, dotyczące pojawienia 
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się nowych ilości dowolnych w wyrażeniach na pochodne 
(5) ilości z. 


\ Parani ore la ilości dowolnych nowych, które 
wypływają z różni ania funkcyj dowolnych jednego 
któregokolwiek argumentunp. « i zakładając, że ten argument 


jest funkcyą obu zmiennych niezależnych æ% i y, możemy do- 
wieść twierdzenia następującego : 


« Jeżeli nowa ilość dowolna (jakaś funkcya dowolna ar- 
gumentu a, nie zawarta w równaniach całkowych) pojawia się 
poraz pierwszy w wyrażeniu pochodnćj z, rzędu i+ k=l, 
natenczas ta ilość dowolna musi się pojawić jednocześnie 
we wszystkich pochodnych cząstkowych tego samego rzędu 


21,09 2—1,1,8:29 Zi+l,k—l) Ziyky Z—1,K+-1980*9 Z1I—15 Z0 ) 
; i 


Jakoż, niech będzie 
(6) a=f (x, y). 


Za pomocą tego równania, którego strona druga zawiera z za- 
łożenia obie zmienne z i y, możemy ilość y wyrazić przez z i a, 
a przeto wszelkie ilości zależne od zi y możemy uważać za 
funkcye dwóch zmiennych niezależnych z i a. Oznaczając 
pochodne cząstkowe tych ilości co do z ico do « sposobem 
zwyczajnym i przy tém założeniu różniczkując ceząstkowo co 
do x te pochodne cząstkowe rzędu (/—1)89 z;_ę4, Zik Z któ- 
rych przy uważaniu z i y za zmienne niezależne wypływa 
pochodna zi przez różniczkowanie onych odpowiednio co 
do æ i co do y, mamy : 


DZIK Y Yiri dy 
— = li F Zilke TĘ ——zZ — H+ Zig z” 
Jr ik t k+ JE , z 11, k—1 i,k dr , 
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zkąd wypływa 


ÒZi—i,k 3 
SAY e LNN 
(7) zain ZER! — Zk y, Zim1,k1 E =" 
OT 
Z założenia pojawia się nowa ilość dowolna dopiero w po- 
chodnój z,,, a przeto tćj ilości dowolnćj nie zawierają ilości 
Y, Zikos Zi, ani téż pochodne cząstkowe co do æ (przy 
uważaniu ilości « za ilość stałą) tychże ilości. Z ostatnich 
dwóch wyrażeń wypływa przeto, że ta nowa ilość dowolna 
wejdzie także do obu pochodnych 24.4, ki; Zim k+ zawiera- 
jacych pomiędzy sobą pochodnę z; w szeregu pochodnych 
rzędu leo, a zatém, wejść musi do wszystkich pochodnych tego 
rzędu, ce. b. d. 0. 


Przy tych samych założeniach ma widocznie miejsce twier- 
dzenie odwrotne : 


« Jeżeli wyrażenie pochodnój z, „rzędu i+k=l zawiera 
tylko te funkcye dowolne argumentu «, które wchodzą do 
pochodnych rzędów niższych, natenczas rzecz się będzie miała 
tak samo ze wszystkiemi pochodnemi rzędu %0. » 


UwAGA. — Do prawdziwości tego twierdzenia potrzeba 1”, 
ażeby argument « był fankcyą obu zmiennych z i y i 2, ażeby 
pochodna cząstkowa Z (wzięta w założeniu, że « jest ilością 

c 


stałą) nie była ani 0 ani œ. Jeżeli warunek pierwszy jest do- 
pełniony, natenczas będzie dopełnionym i warunek drugi, 
albowiem różniczkując (6) co do z w założeniu, że y jest 
funkcyą ilości zi «, mamy 
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zkąd 


A zatóm dy nie jest ani O ani « , skoro ani af ani 4 nie 
dz RE dy 


jest 0, czyli skoro funkcya f zawiera w sobie obie zmienne z 
iy. W przypadku, kiedy argument « jest funkcyą jednćj tylko 
zmiennćj z lub y, twierdzenie dowiedzione ulegnie pewnéj 
modyfikacyi. 


Jakoż dajmy, że « zależy tylko od y, a przeto że nawzajem 
y= f(a); 


w tym przypadku pierwsze równanie pod (7) zamienia się na 


ztąd zaś widzimy, że do pochodnćj zim, „1 rzędu %° nie może 
wejść żadna nowa funkcya dowolna argumentu a, któraby się 
nie znajdowała już w pochodnćj z, „—ı rzędu (/—1)50; albowiem 
różniczkując co do z, uważamy « za ilość stałą. 


Z drugićj strony, mamy 


DZ, pat d WW2> p 
A RA SS f(a), 
zkąd 
DZ 
WW ADZĘ 
mkb ANTIN 
f (a) 


W liczniku strony drugiéj téj równości musi się w skutek 
różniczkowania co do « pojawić funkcya dowolna argu- 
mentu «, nie zawarta w z,,-1i ta funkcya nie zniesie się 
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z mianownikiem, gdyż ten mianownik jest funkycą oznaczoną 
argumentu «. Ztąd wypływa, że do z,,4 wejdzie funkcya do- 
wolna nie zawarta w z, xm. A zatém, z dwóch pochodnych 
Ziri, kol, Zą p rzędu /89 pierwsza nie zawiera a druga zawiera 
funkcyę dowolną ilości « niezawartą w pochodnćj z, 4. 


Z tych uwag wypływa, że pochodne cząstkowe 
Z1, 0, 22, 0,... Zm 0» 


wzięte tylko co do z, zawierają w sobie tylko te funkcye do- 
wolne argumentu «, które wchodzą do równań całkowych; 
że pochodne cząstkowe ` 


dz NA 0%, 6 


yi ZA dd 1 EEN o: 
ONSET L= ETR ***y nh TARO * 
T Br i z E EA RTR 
wzięte tylko raz co do y, zawierają wszystkie jednę i tę samą 
nową funkcyę dowolną argumentu «; że pochodne cząstkowe 
120,1 Dai a 

Zos = = Za FE = z 

SAPER) WEF 9... 5 n—2, 2 = p" 
wzięte tylko dwa razy co do y, zawierają wszystkie dwie 
nowe ale jedne i te same funkcye dowolne argumentu a; i t. d. 


Do podobnych wypadków FA: gdyby argument « 
był funkcyą samego tylko z. 


195. Ciąg dalszy.— Po tém przygotowaniu możemy 
znaleźć liczbę wszystkich ilości, jakie należy wyrugować z ró- 
wnań (3), aby otrzymać pomiędzy 

T, Y, Z; 21, 0; 20, 15 ... 3 żm,05 Zn—l, 17 ... 3 Z1, nl) Zo, m 
związki takie same, jakie wypływają z równań (4). 
Te ilości są dwojakiego rodzaju : 


19 Mamy r argumentów a, f, y, ..., ze wszystkiemi ich 
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pochodnemi aż do rzędu ne? włącznie 
04,0, %0,13 %2,0; Gq,1, X023 +:+3 m0 An—l, ly +». 3 GI, n—1%0, my 
B1,0» Po,1; Pa o, b. Po, $> oe Pn, o» Bi, 15 020 A, n—l; Bo, x» 
Yro, Yo15 72.0 YU Yo23 *e*3 Vm0> Yn—l, 15 *** 3 YLm=ls Y0; m) 


it. d. 
Liczba tych ilości jest widocznie równą S (n +-4)(n + 2)r. 


2° Mamy g funkcyj dowolnych i pomiędzy sobą niezale- 
nych o(a), x(B), V(x), ..., które wchodzą do równań całko- 
wych. Jeżeli wszystkie argumenta «, ß, y, ... „są od siebie 
odmienne, wtedyg=r; w razie zaś przeciwnym będzie g > r. 


3° Mamy g'funkcyj dowolnych, które się otrzymują z po- 
przedzających, przez różniczkowanie lub całkowanie (lub tóż 
przez te oba działania) względem tego samego argumentu, 
przyczóm, jeżeli do równań całkowych wchodzi wyraźnie 


np. (a) i q'(u), lub ę(a) i ifi da J Fie, o(u)]da, gdzie F jest 


funkcyą oznaczoną, a nie wchodzi y(a) i J Fa, ę(«)]da, na- 


tenczas te dwie ostatnie funkcye powinny być zawarte w licz- 
bie g. 


Nareszcie 4” Jeżeli oznaczymy odpowiednio przez a +1, 
b + 1, c +1, rzędy tych równań, wyprowadzonych z równań 
całkowych, do których po raz pierwszy wchodzą nowe 
funkcye dowolne z argumentów a, $, Ys... natenczas ponieważ 
według twierdzenia dopiero dowiedzionego, także w każdych 
następujących pochodnych pojawić się muszą nowe funkcye 
dowolne w poprzedzających nie zawarte, liczba nowych 
funkcyj dowolnych tak wprowadzonych, a pochodzących 
od o(a), z(8), V(x). ..., będzie odpowiednio równą (n—a), (n—%) 
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(n— c), ... a przeto summa wszystkich nawo wprowadzonych 
faunkcyj dowolnych równą ng— a — b — c... 


A zatćm, liczba ilości mających być wyrugowaną z ró- 
wnań (3) jest równą 


: (n+ A(n + 2)r +g + gn +lp=a—b—c—... 
a że ta liczba nie może być mniejszą od 
5 (n + 1)(n-+ 2)r + m(n +4) — 5 mim 1) 
mamy przeto 
9 +9 +1) —a—b—c—... >m(n + t)— 3 m(m — 1) 
czyli 
(m— g)(n +1) £5 mim —1)+g —a—b— c. 


Druga strona tój nierówności lub równości jest liczbą skoń- 
czoną i oznaczoną, gdy tymczasem strona pierwsza może wraz 
zn przyjąć wartość upodobaną. Ażeby więc ta nierówność lub 
równość miała miejsce, jakiekolwiek byłoby n, musi być 


j=m. 
Mamy więc następujące twierdzenie niezmiernćj wagi. 


« Całka ogólna równania różniczkowego cząstkowego, je- 
żeli da się przedstawić pod postacią skończoną, powinna 
w sobie zawierać liczbę funkcyj dowolnych i pomiędzy sobą 
niezależnych równą rzędowi równania. » 


Twierdzenia tego dowiódł Ampère (Journal de l'école poly- 
technique. Cahiers XVII i XVIII); w wyłożeniu tego twierdze- 
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nia posiłkowaliśmy się także pracą p. Imszenieckiego 
(Etude sur les méthodes d'intégration des équations auc dérivées 
partielles du second ordre d'une fonction de deux variables indé- 
pendantes). | 


196.` Wyznaczenie argumentów funkcyj dowol- 
nych. — Dowiedliśmy, że do wyrażenia całki ogólnéj równa- 
nia różniczkowego cząstkowego muszą wejść tunkcye do- 
wolne, zupełnie niezależne pomiędzy sobą o(2), x(B8), V(7),..., 
których liczba jest równą rzędowi równania różniczkowego. 
Argumenta a, 5, y, ... onych funkcyi dowolnych, oznaczają 
funkcye dane zmiennych niezależnych z i y,a te funkcye, 
mówiąc w ogólności, są od siebie odmiennemi, wszelako 
mogą być także zależnemi pomiędzy sobą, a nawet zależeć 
tylko od samego z lub y. Ponieważ natura tych funkcyj, jakie 
przedstawiają argumenta a, $, y, ... , może wpłynąć na sam 
sposób całkowania, przeto byłoby rzeczą pożądaną umieć wy- 
prowadzić z danego równania różniczkowego własności argu- 
mentów funkcyi dowolnych, wchodzących do całki ogólnćj, 
przypuszczając istnienie całki ogólnćj skończonćj i zawierają- 
eśj funkcye dowolne jako jedyne ilości dowolne. 


Weźmy. pod uwagę tylko równanie różniczkowe rzędu 220 


(1) Byt EZ 07 
gdzie 
1102 nau 07 Kl: dz dz gali dz: 
aer Ty” = da? dzy’ = dy 


Dajmy, że całka ogólna tego równania zawiera jako jedyne 
ilości dowolne dwie funkcye dowolne o(«), (8), między sobą 
niezależne i niech będzie 


(2) a= f(z, y). 


Za pomocą tego równania można do równanią danego 
| 
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wprowadzić zamiast zmiennych niezależnych i pierwotnych 
xi y ilości z i a, jako nowe zmienne niezależne. Różniczku- 
jac równanie (2) co do z i co do y (uważając w obu ra- 
zach druga zmiennę « jako stałę), mamy 


ROC AT 
"e. dyde o 0y. d0 dy” 
zkąd 
du sid df in SAD 1 „TE X0, I 
dw. dx dy 9, I dy 1,0 
czyli, kładąc U o a przeto AN gdyż widocznie 
7 NA dy 57 Mmaa 
dya OBI 
T i 
ai, o + Mao, r ZO, 
UR 
da Ju 
3 — — =0. 
(3) NJ TOAD 
A zatém, jeżeli jakimkolwiek sposobem zdołamy za po- 
d 
mocą samego równania różniczkowego (1) wyznaczyć m= 
z 


jako funkcyę samych tylko zmiennych z i y, natenczas wy- 
znaczenie argumentu «, sprowadzi się do całkowania ró- 
wnania różniczkowego rzędu 180 i linijnego (3). 


Tak samo masię rzecz z drugim argumentem $. 


Ażeby z wyznaczyć w sposób żądany, uważajmy z% iw 


jako zmienne niezależne i wyraźmy przez te zmienne : funkcye 
Y. 2, p, q, T, S, t za pomocą równań całkowych równania 
danego (1). Te wyrażenia uczynią wtedy zadość nie tylko ` 
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danemu równaniu (1) lecz także wszelkim jego pochodnym 
co do z iy do rzędu jakiegokolwiek włącznie. 


Różniczkujmy równanie dane (1) n — 2) razy co do y, a 
otrzymamy 


>» 
(4) R JĄ „ŻE DE Zi, n=1 + "a KU) SL R 22 0, 


równanie, do którego wchodzą pochodne cząstkowe rzędu neo 
jedynie sposobem linijnym. Spółczynniki przy tych pochod- 
nych zawierają w sobie tylko te ilości, które zachodzą w da- 
ném równaniu (1), gdy tymczasem wyrażenie R zawiera w so- 
bie oprócz tego także pochodne ilości z rzędów wyższych od 
drugiego a niższych od n. 


Wyraźmy pochodne 3, n31 2,,n—, przez pochodnę z, „. Uwa- 
żając x i « za zmienne niezależne a y jako tunkcyę tych 
ilości, określona równaniem (2), mamy wówczas 


dz), M ani w i dy dzy, ST E,2 Z W . 
NE = a, n ~l, n=l iz U J %1, n=l *0: 7% AF ` 
zkąd 


Jeżeli więc te wartości na 3, n—ə l Z;næ: podstawimy w (4) 
będziemy mieli 


dd yy: Py bj, 
koo: gy? ==>] koltygó 


| 


(5) 
| + db (A wlad dy Jzo. n=l Ip NET Wj Le 
| DĄ dx 207 ; 


Napisane równanie powinno stać się tożsąmościowém, jak 
$ 44 
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w nićm za y, z i za pochodne ilości z podstawimy war- 
tości wyrażone przez z iaza pomocą równań całkowych. 
Atoli, ponieważ pochodne ilości z począwszy od pewnego 
rzędu zawierać w sobie będą funkcye dowolne argumentu a, 
nie zawarte w tych równaniach całkowych, przeto przyjąw- 
szy, że te nowe funkcye dowolne wchodzą po raz pierwszy 
do pochodnych rzędu neo, w równaniu (5) wyraz pierwszy po- 
mnożony przez pochodnę z,» rzędu ne zawierać będzie funk- 
cyę dowolną argumeńłu « nie zachodzącą w żadnym inszym 
wyrazie tegoż równania. Powyżćj podane równanie będzie 
więc tożsamościowóm tylko wtedy, gdy 


db Pyj* ðbðy 09 . 
6 JJ ZŚ AA en BE Pa 
(6) dr ( ) TET EW" 


u 


0 
Z tego równania powinna się dać wyznaczyć wartość 


d poz ME? 

M z + odpowiadająca argumentowi «, przez same tylko 
£ 

zmienne z i y. Ponieważ jednak równanie (6) nie zawiera w so- 


bie wyraźnie ilości «, przeto szukając warunku, któremu po- 

. . sr rr dy . . "=" 
winna uczynić zadość wartość n Sa 3 , odpowiadająca argu- 
mentowi $, powinniśmy znaleźć to samo równanie. A zatóm 
pierwiastki równania (6) mi n dadzą dwie wartości na m 
które odpowiadają argumentom « ik dwóch funkcyj dowol- 
nych całki ogólnćj. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące : 

« Jeżeli równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 280 

Die Y, 2, P, g; PT, 8, 6) +0 

posiada całkę ogólną, dającą się przedstawić pod postacią 
skończoną i zawierającą jako jedyne ilości dowolne dwie funk- 
cye dowolne 4 (2), 4 (5) między sobą niezależne, natenczas 
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wyznaczenie argumentów «i $ tych dwóch funkcyj dowol- 
nych sprowadza się do całkowania dwóch równań różniczko- 
wych cząstkowych rzędu 4° i linijnych 


du dx | dB 8. 
oda, 02 dd l 


w których min są dwiema wartościami na F. , Czyli dwoma 
pierwiastkami równania 


ADU NAW "UP dY 4.2 
Jr Xr} JS rk "ye 


197. Giag dalszy. — Argumenta « i 86 powinny być 
funkcyami oznaczonemi ilości z i y lub jednćj z tych dwóch 
ilości ; albowiem pierwiastki m i n równania (6) są funkcyami 
oznaczónemi ilości z, y tudzież ilości z, p, q, ”, s, £, które za- 
leżą od z i y. Ażeby jednak oznaczenie argumentów a i $ jako 
funkcyj ilości z i y było możebnóm, powinny się pierwiastki 
min dać wyrazić jako funkcye jedynie ilości z I y, co tylko 
wtedy nastąpi, jeśli pochodne 

b 0d dP 

ar 08 M 
wyrażają się przez same tylko ilości z i y albo bezpośrednio 
albo po podzieleniu ich przez czynnik spólny; w każdym in- 
nym razie możemy tylko w przybliżeniu podać formę argu- 
mentów « i$. I tak: 


19 Jeżeli m==n, t.j. kiedy 
(>) p dP dp 


z=Ą4 — 
OS ww’ 
wtedy «==B; a przeto całka ogólna zawierać będzie dwie 
funkcye dowolne od siebie odmienne jednego i tego samego 
argumentu ; 
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=" . dQ ; ; aa | 
2 Jeżeli m=0, t.j. —-=0, wtedy równanie określające a 
NORA dx ' A ba 
przywiedzie się do T AA a zatém argument jednéj funk- 
c 
cyi dowolnćj zależeć będzie tylko od y, czyli będzie « =y. 
90 e e 4 dP t . , . 
39 Jeżeli m=o t.j. yr 0, wtedy równanie określające 
E 


a, przywiedzie się do < — 0, a zatém argument jednéj funk- 


dy 
cyi dowolnćj będzie zależał tylko od z, czyli będzie «= z. 
4 Jeżelim=0, a n="0, tg. SEO, i a =, s Ma- 


' tenczas argument « jednćj funkcyi dowolnćj będzie zależał 
tylko od y a argument $ drugićj funkcyi dowolnćj będzie 
funkcyą samego z, czyli będzie « = y, 8 =% ; 


i NES > . dP RA 
52 Jeżeli m=0 i n= 0; taj. =~ E0, i gy TO, naten- 
ds v 


czas argumenta « i ß obu funkcyi dowolnych będą zależały 
tylko od y, czyli będzie «=f=y; 


aa pk AŻ . . . dp „dp 
6” Jeżeli nareszcie m=«,in=m,t.j. — SPU, i 10, 
CZE RÓ 


natenczas argumenta « i 5 obu funkcyj dowolnych będą za'e- 
żały tylko od z, czyli będzie « =ß = z. 


W przypadkach 2 — 6 równanie dane 


(1) P (£, Y, 2, P, 9, 7, $, t) 20 
sprowadza się odpowiednio do kształtów następujących : 
(2) W (©, Y, z, p, q, r, 5) =0, 

(3) D (2, Jęz, 1,04 Srat) ZO) 

(A) D (tj y; 2,0, 4d; 5) 20, 

(5) BL; M, 2; .pŁGy 0) ZW, 


(6) PZW, 4.28.0028 
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W przypadku zaś pierwszym funkcya ©» musi dopełnić wa- 
runku 


(7) 05) anlari Of: 


W dwóch ostatnich przypadkach, t. j. kiedy dane równa- 
nie różgniozkowe cząstkowe zawiera tylko jedną: pochodnę 
rzędu 280, r lybt, całka ogólna tylko wtedy zawierać będzie 
dwie funkcye dowolne, gdy w pierwszym z tych dwóch przy- 
padków równanie nie zawiera w sobie pochodnćj q a w dru- 
gim pochodnej p. 


SE PROJ 


Jakoż, wyobraźmy sobie równanie (š) rozwiązanćm wzglę- 
dem g 
(8) 4=9 (7,4, 2, p, 7) 


i załóżmy, że całka ogólna tego równania zawiera w sobie 
dwie funkeye dowolne argumentów « i ß. Ponieważ argumenta 
« i B zależą tylko od jednćj zmiennćj y, przeto będzie nawza- 
jem y =f (a). Wprowadzając za pomocą tego związku zmiennę 
a za y znajdziemy, że pochodne p i r zawierają w sobie tylko 
te funkcye dowolne argumentu a, które zachodzą w całce ogól- 
néj, gdy tymczasem do pochodnćj 
| dz 
o% 
WO 
wejść musi nowa funkcya dowolna argumentu a. Ztąd wy- 
pływa, żć, wskutek podstawienia wartości na y, z, P, q, r Wy- 
rażonych przez æ i «, równanie (8) nie stanie się tożsamościo- 
wóm ; albowiem jego strona pierwsza będzie zawierała w so- 
bie funkcyę dowolną argumentu «, nie zachodzącą na stronie 
drugićj. 
Przemieniając litery yi æ jednę na druga, dowiedziemy 
twierdzenia analogicznego, dotyczącego równania (6). 
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Tym samym sposobem możemy badać pod względem argu- 
mentów funkcyj dowolnych całki ogólne równań różniezko- 
wych cząstkowych rzędów wyższych, 


198. Rozwiązanie zupełne i sposób przemieniania 
ilości stałych. — Mówiąc o źródłach równań różniczko- 
wych (Rozdział III), okazałiśmy że takie równania można 
otrzymać za pomocą różniczkowania równań pierwotnych i 
rugowania stałych dowolnych, jakie te równania pierwotne 
w sobie zawierają. Jakoż niech będzie 

FP (6%, Dyrg4, „Ba; ZPSEO 
równaniem pierwotaćm pomiędzy zmienną zależną zi n zmien- 
nemi niezależnemi £... Zn, zawierającóm pewną liczbę sta- 
łych dowolnych. 

'Różniczkująe to równanie cząstkowe co do każdćj zmien- 


nój niezależnćj otrzymamy hl równań z pochodnemi eząst- 


9 


a 


kowemi ilości z rzędu 180, ECA > da sł A ') równań z po- 


chodnemi rzędu 2%, n(n + 1)(n aj „| +2 


T2.3 3 ) równań z po- 
chodnemi rzędu 3% i t. d. 


Idąc aż do pochodnych rzędu me, mieć będziemy razem 
z danćm równaniem pierwotnóm 


R JX dni AAS A hoiatan 
1 3 ji m i 
równań, pomiędzy któremi możemy wyrugować 
(yet! NOE LR, 
A 2 m 


stałych dowolnych zawartych w daném równaniu pierwot- 
ném. Wypadek rugowania będzie równaniem różniczkowóm 
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cząstkowóm rzędu m8, a temu równaniu uczyni zadość funkcya 
z określona daném równaniem pierwotnóm. 


Jeżeli dane równanie pierwotne zawiera w sobie co naj- 


mnićj 

, LAN i ch 

2) (+ 1 sna) r 1 

1 2 m 
stałych dowolnych, wtedy będzie ono rozwiązaniem pewnego 
równania różniczkowego cząstkowego rzędu me", i to rozwią- 
zanie nazwiemy zupełnóm ; albowiem mając takie rozwiązanie, 
możemy zeń otrzymać całkę ogólną sposobem przemieniania 


ilości stałych, jak to okazał Lagrange w roku 4774 (OFu"res, 
tom IV, str. 89-108). 


Ztąd wnosimy, że nawzajem każde równanie różniczkowe 
cząstkowe rzędu me z n zmiennemi niezależnemi posiada 


; t q ilo 4. fn n 
rozwiązanie zupełne zawierające w sobie Hui T 4 +... 


A p SĄ e ') stałych dowolnych. Te ilości stałe powinny 


wszakże wchodzić do rozwiązania zupełnego w ten sposób, 
aby ich rugowanie prowadziło tylko do jednego równania ró- 
żniczkowego cząstkowego rzędu me. 


W szczególności, równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 2% 
z dwiema zmiennemi niezałeżnemi posiada rozwiązanie zu- 
pełne z 5 stałemi dowolnemi. 


Okażemy teraz, jak z rozwiązania zupełnego otrzymać mó- 
żna całkę ogólną z fankcyami dowolnemi, tudzież inne roz- 
wiązania, jakie równania różniczkowe cząstkowe mieć moga. 
Ograniczymy się jednak uwagą równań różniczkowych cząst- 
kowych rzędn 280 z dwiema zmiennemi niczależnemi, i zastrze- 
gamy, że wszelkie dedukcye będą prawdziwemi pod tym wa- 
runkiem, że uważane równania posiadają eałkę ogólna z funk- 
cyami dowolneni. 
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Niech 
SZ © (z, Y, z, p, 9, T, 5, t) =0 


będzie danćm równaniem różniczkowóm cząstkowóm rzędu 280 
z dwiema zmiennemi niezaleźżnemi z i y, niech nadto 


(2) z3= fŃŻ, Y, a, b, c, 9, h) 
będzie rozwiązaniem zupełnóm tegoż równania z 5 stałemi do- 
wojJnemi a, b, c, g, h. 


Różniczkując równanię (2) cząstkowo co do æi codo yi 
idąc aż do pochodnych drugich, otrzymamy pięć równań 


/ 0 03 hy d? 
(3) p=, qasi Sh r= s= M KE 


a jeżeli w równanie (1) wstawimy za z wartość (2) a za p, 4, 
r, s, t wartości (3), będziemy mieli równanie tożsamościowe : 
2 A, Daf. „Of, 0? 
(4) D| x, Y, f, b 32: *Dziyf W = 
WA hi xy dy 
Ta tożsamość utrzyma się, jakiekolwiek dalibyśmy wartości 
na a, b, c, g, h. Te ilości mogą być nawet zmiennemi; ażeby 
jednak pomimo to wyrażenie (2) nie przestało być rozwiąza- 
niem równania (1), należy te ilości zmienne tak wyznaczyć, 
żeby się postać równań (3) nie zmieniła. 


Tego ostatniego warunku widocznie dopełnimy, jak poło 
żymy : 


Wr OD P AL f SR 
wej z BE, df AEEA, TION 
SI 77 ET a TA o A a 


BY A adi Ua 
de =n 
\ dda BR dy zd” duty: ai dydy Ab ymi ; 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. — ROZ. XXV. 697 


albowiem tylko wtedy, różniczkując równanie (2) przy zało- 
żeniu także że ilości a, b, c, g, h są zmiennemi, otrzymamy te 
same równania (3). Na wyznaczenie ilości a, b, c, g, k mamy 
więc równania (5); ponieważ jednak tych równań jest tylko 
trzy, widocznie więc dwie upodobane z pomiędzy pięciu ilości 
a, b, c, g, h możemy przyrównać do funkcyj jakichkolwiek 
trzech innych, przyczóm należy tak te funkcye obrać, ażeby 
można było następnie wszystkie pięć ilości wyrazić pod po- 
słacią skończoną przez zmienne z i y. Wyznaczywszy w ten 
sposób ilości a, b, c, g, h i wartości otrzymane wstawiwszy 
w rozwiązanie znpełne (2), będziemy mieli nowe rozwiązanie 
z dwiema funkcyami dowolnemi, t. j. całkę ogólną. 
Równaniom (5) można uczynić zadość także sposobem na- 
stępujacym. Pomiędzy temi równaniami rugujemy dwie 
różniczki np. da, db, w skutek tego otrzymamy równanie 
kształtu : 
(6) i Ada + Bdb + Ucd=0, 


któremu się stanie zadość, jak położymy, 


(1) y SG MSZA, aR 0, 
Jeżeli więc pomiędzy trzema równaniami (7) tudzież ró- 
R d d i Ay AN, 
woamans pasj LL : eg wyrugujemy pięé ilości 


a, b,e, g, h, otrzymamy równanie różniczkowe rzędu 1489, 
które równaniu danemu (1) uczyni zadość, a które rozwią - 
zanie zupełne można znowu nazwać rozwiązaniem osobliwóm 
równania danego (1); będzie one w sobie zawierało dwie 
stałe dowolne. 


199. PRZYKŁAD. — Weźmy pod uwagę równanie różnicz- 
kowe cząstkowe 


(a) — = M —. 


Hm:J/fermi AI 
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Rozwiązaniem zupełaćm tego równania jest 
(b) z= Q+ bg + cy + ha” + grey + mhy?. 
Równania (5) przywodzą się w tym przypadku dô nastę- 
pujących 
da + gdb + yde + a? dh + cydk-+ my*dh = 0, 
(c) db + 2xudh + ydg = 0, 
de śród + 2mydh == 0. 


Dodajmy do siebie dwa osłatnie równania pomnożywszy 
wprzód drugie przez czynnik stały lecz dowolny u, a otrzy- 
mamy 


udb +-de 4 z(dg 4 Zudh) + u y(do TA ah) =0, 
czyli, położywszy = u, zkąd u = m, 


(d) (de Ymdh + (£+ yym): dg + 2Ymdh, =0. 


Ponieważ to równanie zawiera w sobie tylko dwie zmienne 
c+bym i g+2hym, możemy przeto położyć 


c + bym z=so(g + 2hym): 
w skutek czego - 
de + mdb =y (y + Złym) (dg + 29m dh) 
lub, uwzgłędniwszy (4), 
og +m; + © + yfm=0. 


Kładąc 
(') T+ ym =a, 
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mamy według ostatniego równania 


OP) g +24/m=A, 


gdzie A oznacza funkcyę dowolną ilości «. 


Ponieważ ym można wziąć równóm prawem ze znakiem 
odjemnym, przeto zamiast (d) można także pisać : 


(9) (de — mdb) + (c=yym) (dy —2Ym dh) =0, 
a kładąc znowu 

c— bym ==V(qg— 2hYm), 
mieć będziemy | 


y (g—2Vn) + r— yym=0. 
Jeżeli więc położymy 


W) 1—ylm=f, 
będzie w skutek ostatniego równania: 
O ġ—2hjm=B; 


gdzie B oznacza funkcyę dowolną ilości 6. 


W skutek równań (e), (/) i (h), (2) zamieniają się równania 
(d) i (g) odpowiednio na i 


de + Vmdb + «dA =0, de —\m db + BdB=0. 
Całkując te równania mamy 
ckm faia, eer iN Z65- l pdB, 


zkad wypływa 


faas feue faa fea 
iat Aiar baze aE A a 
* Zym 
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nadto, według (f) i (1), mamy 


Podstawiwszy te wartości w pierwszćm równaniu warunko- 
wóm (c), otrzymamy po wykonaniu łatwych uproszczeń 


ddA— dB 
da e OMIJUCTESTJ 
Vm 
zka 
f «dA — j: RAB 
a= 
4ym 


Podstawmy nareszcie te wartości naa, Ż, c, h, g w rozwią- 
zania zupełnóm (b) i wyrugujmy z i y za pomocą (cji (4), a 
ABY MAMY 


fedo | ada +A few —-28 feme 


sym 125 Aym 


czyli, uprościwszy, 
C 
2ym 


Ponieważ A jest funkcya dowolna samćj ilości a a B funk- 


cyą dowolną samćj ilości $8, przeto także całki faj Ada 


i KIEŻ będą takiemiż fnnkcyami; a że a= z + ym, 


B= r —yVm, możemy więc zamiast równania ostatniego 


RÓL 


A" Ilernin FP 
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(k) z =P(z + yVm) +W (a —yym): 
i to jest całką ogólną danego równania (a). 

Że argumenta « i funkcyi dowolnych całki ogólnój są od- 
powiednio z +yVm i c—yym wypływa bezpośrednio z teo- 


ryi wyłożonćj w ustępie poprzedzającym. Te argumenta są. 
bowiem rozwiązaniami równań różniczkowych cząstkowych : 


Ja Ja dB 08 
= Tr W = L+ vy E=0 
JE = Ady | AR 4. BY 


gdzie u, v są dwoma pierwiastkami równania 


= ż WE IE pak 
ds z x = 


AE AI; 
o niewiadomej 1: 
L 


Ponieważ w uważanym teraz przypadku Œ= m» — £, przeto 
równanie ostatnie zamienia się na 


„|| -1=o 


mamy więc | ` 


a zatćm 


dz 1 AN d3 1 dg 
Ymòy dy = ymdy 


zkąd wypływa 


E £ + DNA AK —yNm. 
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200. Rozwiazanie zupełne rzędu 1% równania ró- 
żniczkowego czastkowego rzędu 2%. — Niech 


d dz 
(1) W(z, Y, Z, Ps 7» Q, b) = 0, gdzie p= S» emg 


będzie daném równaniem różniczkowém rzędu 180 z „dwiema 
stałemi dowolnemi a i b. 


Rożniczkując to równanie cząstkowo co dow i co doy, 
otrzymamy dwa nowe równania 


W, ow W „dE 


picenj N d 
4.498 PE DE y IEE i, 
dy dz dp dg 


a gdy pomiędzy temi trzema równaniámi wyrugujemy dwie 
stałe dowolne a i b, bẹdziemy mieli 


(2) (z, Y, 3P, 4, T, 8, =0, 


równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 2%, któremu równanie 
(1) czyni zadość. Równanie (1) nazwiemy rozwiązaniem zupeł- 
ném rzędu 180 albo rozwiązaniem pośrednićm równania różni- 
czkowego cząstkowego rzędu 280 (2). 


Z rozwiązania zupełnego rzędu 48° nie trudno wyprowa= 
dzić cażkę ogólną rzędu 180, t. j. równanie różniczkowe czą- 
stkowe rzędu 1e0z jedną funkcyą dowolną, która uczyni za- 
dość równaniu różniczkowemu cząstkowemu rzędu 2, 


Jakoż, jeżeli równanie (1) jest rozwiązaniem zupełnóm 
rzędu 180 równania (2), natenczas widocznie uczyni ono za- 
dość temu równaniu nawet wtedy, gdy ai > są zmiennemi 
byle tylko było 


MIE W 
PY W 


Ja +SMĘA 
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lub, położywszy b =o(a), 


. W , 
2 chf CTI 


3 
(3) Ja 9 ' 


Jeżeli więc za pomocą tego równania wyrugujemy ilość a 
z równania (1) czyli, skoro teraz b=v(a), z równania 

(4) WIz, y, z, P: 4, Q, o(a) | =0, 

wypadek rugowania będzie wtedy całką ogólną rzędu 182 ró- 


wnania (2). 


Jeżelibyśmy jakim sposobem wynaleźć mogli dwa rozwią- 
zania zupełne rzędu 180 równania (2), moglibyśmy za pomocą 
nich wynaieźć tak rozwiązanie zupełne skończone, jako tóż 
całkę ogólną. 


Okażemy to najlepićj na przykładzie, 

PRZYKŁAD, — Niech będzie dane równanie różniczkowe 
cząstkowe rzędu 480 
(a) q—mp=a + bx + nby, 


w któróm a i b są dwiema stałemi dowolnemi, m i n zaś 
dwoma spółczynnikami danymi. 


Różniczkując to równanie cząstkowe co do z ico do y, 
mamy 


s— mr =b, t—ms==m, 
a gdy wyrugujemy 0, mieć będziemy 
(b) t—(m + n)s-+ mnr =0, 


równanie różniczkowe rzędu 28%, którego rozwiązaniem zu- 
pełnóćm rzędu 48° jest równanie (a). 


Ziąd widzimy, że mając dane równanie różniczkowe rzędu 280 
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kształtu 

(c) t — As + Br =0, 

dość wynaleźć pierwiastki m i n równania 

(d) u? — Au +B=0, 

a wtedy mieć będziemy 

(2) q — mp == a + b(z + ny) 


jako rozwiązanie zupełne rzędu 15% równania (c); a że pier- 
wiaslki m i n można zamienić jeden na drugi, przeto mamy 


także 

(7) q —npz=h + gle + my), 

jako drugie rozwiązanie zupci rzędu 159, g i h są dwie nowe 
stałe dowolne. 


Za pomocą tych dwóch rozwiązań, możemy znaleźć roz- 
wiązanie zupełne skończone. W tym celu rugując między ró- 
wnaniami ;e) i (f) raz g drugi raz p, otrzymamy dwa równa- 
nia równoważne 

(n — m)p==a — h + (b—g)a z (nb — myjy 
tudzież 
(n — mjq= na - mh + (nb — mgju+ (nb—meyg)y. 

Pierwsze zawiera y tylko pod postacią skończoną, przeto 
możemy w nićm y uważać za ilość stałą; podobnie w dru- 
gićm możemy z tego samego powodu uważać z za ilość 
stałą. 

Całkująe te równania, mamy z pierwszego 


8 


(u — m)s ==Y + (a— h)e + (b—9)— + (ub — mg)y , 
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a z drugiego 
(n—m)z =X + (na — mh)y + (nb — mg)xy + (n*b — m*g) £, 


gdzie Y jest funkcyą dowolną zmiennćj y a X funkcyą dowolną 
zmiennćj c. Ponieważ te równania powinny się zupełnie zga- 
dzać, przeto potrzeba położyć 


Y=c + (na — mh)y + (wb — mg) 5 ` 


X =c + (a—h)c-+-;(b —g) Et $ 


gdzie c jest stałą dowolną. 
Rozwiązaniem zupełnóm skończonóćm danego równania jest 
więc 
i 2 

(n—m)z =c + (a = h) + (na—mh)y + (b — 9) 5 

(9) 2 
-+ (nb — mg)jzy + (n*%b — meg) = ; 

gdzie a, b, c, 9, h są pięcioma stałemi dowolnemi. 


Sposobu tego można widocznie użyć, jakiemikolwiek byłyby 
dane dwa rozwiązania zupełne rzędu 48°, 


Za pomocą rozwiązań zupełnych rzędu 48° (e) i (f) można 
znaleźć także całkę ogólną z dwiema funkcyami dowolnemi. 


Jakoż, weźmy pod uwagę najprzód rozwiązanie (e). Równa- 
nie warunkowe (3) zamienia się teraz na 
I 
da +(x + ny)db = 0, 
a gdy założymy b =g(a), będziemy mieli 


1 + (© + nyjy (a)=0, 


45 
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zkąd 


1 


KAWIE 


t. j. g(a) czyli b a przeto także a + be -+ ny) jest funkcyą do- 
wolną ilości z ++ ny; oznaczmy tę funkcyę przez ®(x + ny), 
a mieć będziemy z (e) f 
(4) q — mp = (s + nyy. 

jako całkę ogólną rzędu 48° równania (c). 

Podobnie (/) da nam 
(2) q— np =W(ze + my) 
jako drugą całkę ogólną rzędu 180 tego samego równania (©). 


Aby teraz otrzymać całkę ogólną skończoną z dwiema funk- 
cyami dowolnemi, należy z całkami (4), (ż) tak postąpić, ja- 
keśmy postąpili z rozwiązaniami (e) i (f) celem otrzymania 
rozwiązania zupełnego skończonego. 


Rugując między (4), (2) raz q drugi raz p, otrzymamy : 
(n — m)p = (z ny) —W(z + my), 
(n — mją = nbg + ny) — mV (x + my), 


a gdy pierwsze równanie zeałkujemy w założeniu, że y jest 
stałą, a drugie w założeniu, że z jest stałą, i całki funkeyj 
P, W oznaczymy także odpowiednio przez b, W, będzie 


(n—m)z = D(x + ny) — W(zc + my) + Y, 
(n =m) =x + ny) — E(x ++ my) +X. 
Te dwa równania muszą się zgadzać między sobą, przeto 


musi być 


Yæ X, 
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co tylko wtedy nastąpi, gdy X i Y są ilościami stałemi. Atoli 
zbyteczną byłoby rzeczą dodawać jaką stałe dowolną, skora 
Pi Ysa funkcye dówolnó. A" aiá; eałkaz sigólip RAR 
równania (c) jest 


Qi 5x BRER 


(k) n oa: id by) WC + my), | 


ora 


gdzie m i n są awina pierwi Bikan równania (d). 


UWAGA. — Z tego przykładu widocznóm jest, że stosowanie 
sposobtr przemieniania ilości stałych do rozwiązań zupełnych 
rzędu 48° równań różniczkowych cząstkowych rzędu 28° jest o 
wiele łatwiejszćm, aniżeli stosowanie tego sposobu do 
rozwiązania zupełnego skończonego ; przyczyna tego jest ta, 
że w przypadku pierwszym na wyznaczenie dwóch funkeyj 
a i b mamy tylko jedno równanie warunkowe, gdy tymczasem) 
w przypadku drugim na wyznaczenie pięciu funkeji a, b, €, g, A 
mieliśmy trzy równania warunkowe, 


Zdawałoby się przeto, że zamiast stosowania bezpośrednio 
nadmienionego sposobu do rozwiązania zupełnego skończonego, 
o wiele prościćj byłoby, wyprowadzić najprzód z tego rozwią- 
zania rozwiązanie zupełne rzędu 48°, a potćm do tego ostatniego 
rozwiązania zastosować sposób przemienienia ilości stałych. 


Nastręcza się jednak pod tym względem trudność, że z roze 
wiązania zupełnego skończonego równania różniczkowego 
cząstkowego rzędu 280 nie zawsze daje się wyprowadzić: roż- 
wiązanie zupełne rzędu 18, czyli, że pierwsze nie pociąga za 
sobą koniecznie istnienia drugiego, jak się to ma np, z równa- 
niami różniczkowemi zwyczajnemi rzędu 28°, w których istnie- 
nie całki ogólnćj pociąga za sobą istnienie dwóch całek pierw- 
szych. Jakoż, ponieważ rozwiązanie zupełne skończone za- 
wiera pięć stałych dowolnych a rozwiązanie zupełne rzędu 48° 
powinno w sobie zawierać tylko dwie, przeto trzy stałe do- 
wolne powinny się dać wyrugować pomiędzy trzema równa: 
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niami, t. j. pomiędzy rozwiązaniem zupełnćm skończonćm 
i jego dwiema pochodnemi cząstkowemi co do z ico do y, a 
to, mówiąc w ogólności, jest rzeczą niepodobna. Można zresztą 
wskazać wiele równań różniczkowych cząstkowych rzędu 280, 
które wcale nie dopuszczają rozwiązań pośrednich. Raabe (D:f- 
ferential-und Integralrechnung, tom III, $ 704) przytacza ró- 
wnanie 

(a) DEET 

i dowodzi niemożebności rozwiązania pośredniego dla tego 
równania, jak następuje. 


Załóżmy, że temu równaniu odpowiada Ropa pośre- 
dnie czyli rzędu 189 


(b) p =f (2, y, 2, 4) 
tedy równanie dane powinno być następstwem algebraicz= 
nóm tego ostatniego równania i dwóch jego pochodnych 


(e) r= p Ls, 
A Nz 
0 d c 
(d) s= +l 


a zatóm, jedno z równań (c) i (d) powinno się dać zastąpić ró- 
wnaniem (a). Atoli, jeżeli z równań (c) i (d) wyrazimy dwie 
z pomiędzy ilości r, s, £ i otrzymane wartości podstawimy na- 
powrót w tych samych równaniach, otrzymamy nalenczas 
tożsamości. A zatóm, powinniśmy także otrzymać tożsamość 
podstawiając nadmienione wartości w równaniu daném (a). 
Ztąd wypływa, że równanie 

Z òy +y GS Yaro 
wypiywające z rugowania ilości s między (a) i (d) powinno być 
tożsamościowóm, jeżeli istnieje rozwiązanie (b). 
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Atoli w napisanćm równaniu zachodzi ź tylko w jednym wy- 
razie, musi być przeto ię =, a że wtedy 4 nie będzie się 
zawierało w f, przeto musi być także w ostatnićm równaniu 
Mae =Q i pozostanie u =z; a że teraz f zawiera w sobie tylko 


x i y, przeto napisane równanie nie może być żadną miarą ró- 
wnaniem tożsamościowóm. 


Boole (Treatise on differential equations, S. V, str. 120) po- 
daje równanie 


9 
MARETE L, 


które także nie dopuszcza rozwiązania pośredniego czyli 
rzędu 18", 


/GAŁKOWANIE POD POSTACIĄ SKOŃOZONA 
RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH CZĄSTKOWYCH RZĘDU 280 
Z DWIEMA ZMIENNEMI NIEZALEŻNEMI. 


201. Przypadek, kiedy całka ogólna zawiera dwie 
funkcye dowolne tego samego argumentu. — Takiemi 
są równania 


(1) (z, Y, Z, P, r) =0, 


2) b(z, Y, 2, 4, 1) =0, 


z których każde zawiera tylko jedna pochodnę cząstkową rzędu 
280 ilości z, pierwsze pochodnę r a drugie pochodnę ¢. Z badań 
ustępu 19780 wypływa, że całka ogólna pierwszego równa- 
nia zawierać powinna dwie funkcye dowolne ilości y. To 
samo wypływa bezpośrednio z samego kształtu tego równania. 
Jakoż, ponieważ zawiera ono w sobie pochodne cząstkowe tylko 
co do z, przeto możemy je uważać jako równanie różnicz- 
kowe zwyczajne rzędu 28° z dwiema zmiennemi z i z i jako 
takie całkować, byleśmy w całce ogólnćj za stałe całkowa- 
nia wzięli funkcye dowolne ilości y. Podobnie całka ogólna 
równania drugiego, zawierającego w sobie pochodne czą- 
stkowe tylko co do y, będzie w sobie zawierała dwie” funk- 
cye dowoine ilości z. 
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Do tych’ przypadków, bardzo prostych, daje się sprowa- 
dzić równanie ogólne 


(3) (z, Ys 2, P, 9, r, $ £)=0, 
kiedy staje się zadość warunkowi 


(3) db db 


8) 0-06 7 


(4) 0, 

t.j. kiedy argumenta « i 8 funkcyj dowolnych całki ogólnćj 
są sobie równe ; dość bowiem wtedy wyrazić argument « przez 
ziyi wprowadzić do równania za zmienne z i y ilości gi « 
lub y i « jako nowe zmienne niezależne. 


Weźmy pod uwagę tylko równanie kształtu : 


(5) D(z, Y Z, P+ 4: OS= 0, 
w któróm 
(6) g= Rr + 288 + Tt, 


gdzie R, S, T oznaczają funkcye dane samych tylko zmiennych 
x i y i dopełniające warunku (4); który teraz sprowadza się do 
następującego 

dD s 
(1) 4-7 (87 —RR)==>0; czyli S*—RV==0. 


Na wyznaczenie argumentu «= funkcyj dowolnych całki 
ogólnćj mamy równanie 


Ja dy 
(8) 2 m =0, 
JE dy 


gdzie m jest pierwiastkiem równania kwadratowego 


dP (2 2 day , Jb o 
Jr 0% 800 dt í 
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które się sprowadza teraz do . 


Napisane równanie daje z powodu (7) 


dW ni i Oa Ane 
©) SE 8 


Ponieważ m jest funkcyą samych tylko zmiennych z iy, 
mamy przeto w skutek (8) 


(10) HEN T (dy — mdź) Re y). 


Wprowadźmy za pomocą tego związku z i «jako zmienne 
niezależne. à | 


Uważa jąc teraz z jako funkcyę zmiennych z i «, mamy 


0, dz a __02 da 
PATRIN AE dy” 
zkąd w skutek (8) 
SEP 
(11) p -+ mą ==. 


Różniczkując równanie (11) co do z i co do y, mamy 


m dz dz da 


PSOE TA 
2 
sida RE ŻĘ) 19: 
dy t drda dy” 


a gdy te dwa równania dodamy do siebie, pomnożywszy dru- 
gie przez m i uwzględniwszy (8), będzie 


22 y 
ratin E mt E ia AARE q. 
ù Wz dY 
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A że teraz 
4=R(r + 2ms +-m't), 


mamy więc 


STULEN ER z m dm) | 
ga E — (z +m r) 1 | 
Wstawmy w równanie dane (5) za £ wartość dopiero otrzy- 
maną, a zap wartość wypływającą z (11), a otrzymamy 
p miany we (m „amy, J... 
Dz, Ys % 37 — mą, 9, R kr: be MEE q (=0, 
równanie, które podejdzie pod przypadek (1), jeżeli w nićm 
nie będzie zachodziła ilość 4, t. j. jeżeli stanie się zadość 
warunkowi 
dD (m my d dD i S 
ARGS a A A i ZE = i 
(12) i (z m S + 5 m 2 0, gdzie m R 
Jeżelibyśmy za pomocą związku (10) wprowadzili y i « jako 
nowe zmienne niezależne, otrzymalibyśmy równanie kształtu 
(2), w razie jeżeliby się stało zadość warunkowi : 


EE P M Jr. 24. 4GWKAPONINI: 


PRZYKŁAD. — Niech będzie daném równanie 
fik (1 + © + yjq] + at + (a° + sy — yg — p= 0, 
gdzie 
6 =r + 2(7 +y)s + (x + yt. 


Warunek (7). jest tu  dopełniony; nadto, ponieważ 
m ==c + y, slaje się zadość także warunkowi (12). Całkując 
następnie równanie dy — mdz = 0, t.j. 


htt -JI NTa a ro nl 
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y =e" ( + J ze-sdz|=e(a — ret — e7), 


zkąd 


NAREZTĄ 
éT 


Wprowadzając za pomocą tego związku s i « jako nowe 
zmienne niezależne, mamy 


2m 


D 


Rg — (2 -+Y)9, A ram Uh RV): 
w skutek czego równanie dane zamienia się na 
z dz nz 
= ec Hf] —ja 
NY du f (z) 


Uważając to ABAP różniczkowe jako zwyczajne między 


żiy t kładąc * = dy równanie Glairaut'a, 


n ; dz 
ZAW + (£) 6 
którego całką ogólną jest 
z = wyla) + fla); 


o(a) jest faunkcyą dowolną drugićj zmiennćj niezależnćj «, za, 
stępującą miejsce stałćj całkowania, 


Kładać napowrót tp za £ 1 całkując jesźcze raz, znajdziemy 


s= gle) + e/fę(a)]+4(a), 


U 


gdzie Y(z) jest druga funkcya dowolną. 
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Wstawiając nareszcie za « powyższą wartość, mieć bę- 
dziemy | | 


są 0 Ae), 1+zc+y LEZA) 
że Lotti us wę Aba AN) 


jako całkę ogólną równania danego. 


202. — Przypadek, kiedy funkcye dowolne całki 
ogólnćej mają za argumenta jedna jedną a druga 
drugą zmienię niezależną. — Tutaj należy równanie 
(1) iz, Y, 2, p, q, s) =0, 
zawierające w sobie jedną pochodnę cząstkową rzędu 280, 

To równanie daje się zcałkować pod postacią skończoną, 
jeżeli dopuszcza ono całkę rzędu 180 z jedną funkcyą dowolną 
zmiennój x lub y. Warunki potrzebne i wystarczające, aby 
równanie (1) dopuszczało taką całkę rzędu ts wynalazł Am- 
pere, jak następuje. 

Niech 
(25%! F[z, Y, z, g(r), $y) = 0, 
przedstawia nam całkę ógólhą równanania (1) z dwiema funk- 
cyami dowolnemi (x) i Y(y). Różniezkując tę całkę co do y 
irugując z nićj o(x) za pomocą tak otrzymahego równania, 
mieć będziemy 
(3) Filas; Y; ż, 4, IO) V(y)] 250. 

Ostatnie równanie będzie przedstawiało całkę ogólną rzędu 
150 równania (1), jak tylko możebném będzie wyrugowanie 
obu funkcyi 4(y) i w'(y) między równaniem (3) i jego pochodną 
co do z. 

Nadmienione rugowanie daje się uskutecznić jedynie wtedy, 
gdy funkcye yfy) i W(y) zachodzą w równaniu (3) połączone 
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w jedno wyrażenie kształtu y[y, Y(y), V(y)]. Ponieważ wy- 
padek tego rugowania będzie widocznie wyrażeniem linij- 
ném względem pochodnych p i s, przeto pierwszy warunek 
istnienia całki rzędu 18% z. funkcyą dowolną zmiennćj y zależy 
na tém, aby dane równanie (1) było kształtu : 


(4) Se + Pp +U =0. 
gdzie S, P, U mogą zawierać w sobie tylko ilości z, y, z, q. 


Mając takie równanie, mnożąc je wtedy przez dz i uważa- 
jac, że sog = ðg, pòr = dz, otrzymamy 


(5) Sag Pòz + Ur = 0, 


równanie, które możemy uważać jako równanie o różnicz- 
kach rzędu i stopnia 18%, pomiędzy trzema zmiennemi 4, z, £, 
albowiem czwarta zmienna wchodzi doń tylko pod postacia 
skończoną. Ażeby więc równanie (4) dopuszczało całkę rzędu 
180 z jedna funkcya dowolną zmiennćj y, napisane równanie 
musi być całkowalnćm przez jedno równanie pierwotne, t. j. 
spółczynniki S, P, U muszą uczynić zadość warunkowi cał- 
kowalności : 
0 U . d 

(6) s(55— aa a a uS- 3,)= 

Nawzajem, jeżeli dane równanie jest kształtu (4)i jeżeli 
staje się zadość równaniu warunkowemu (6), natenczas do- 
puszcza ono całkę rzędu 48° z funkcyą dowolną zmiennéj y 
kształtu (3), i ta całka, zawierając tylko pochodnę 4, będzie 
mogła być uważana jako równanie różniczkowe zwyczajne 
rzędu 189 między zmiennemi yi z, takiż całkowanie tego ró- 
wnania da nam całkę ogólną równania danego. 


Jakoż połóżmy w równaniu (š) najprzód dz = 0, i ozna- 
czmy przez w czynnik całkujący równania 
S0q + Pz = 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. — ROZ. XXVI. 747 


między dwiema zmiennemi qiz; będzie wtedy 
(1) | u(S%9 + Pi) = Fee, y, 3 =u, 
J 


gdzie stałę całkowania u uważać nalęży jako funkcyę ilości 
cgiy. 


Biorąc pochodnę równania (7) co do z i tę pochodnę ilości 
u oznaczając przez wo, mamy 


«OP. „JB dF 
t. TART s. 
lub, w skutek (7) i(5), 
JF 
(8) tirigi — yU =F (2, Y, 2, 4). 


Ażeby wyznaczyć z równania (8) u jako funkcyę z tak, żeby 
(7) uczyniło zadość równaniu (5), z równania (8) powinny się 
dać wyrugować obie zmienne gi z, eo tylko wtedy nastąpi, 
kiedy funkcye F i F, nie będą niezależnemi ze względu na g i 
z, a przeto jeżeli zajdzie tożsamość 


a(F, FJ 


=> (: 
Az, q) 


Ponieważ 


NFF) FYELL `F d 
ie Raos WO) Ha a e) 


lub wykonawszy działania i uwzględniwszy, że w skutek (7) 


4 4 AT d 0 

=P, TeS Pig Sy a sy)” 
A(F,F,) A DP OU U 08 05 APN 
E 2 azs JE 


przeto nadmieniony wyznacznik jest równy zeru; albowiem 
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strona druga ostatnićj równości zawiera jako czynnik stronę 
pierwszą warunku całkowalności (6), saged z założenia jest do- 
pełniony. l i 


Jeżeli więc za pomocą równania (7) wyrugujemy 4 i z z pó- 
wnania (8) otrzymamy równanie rzędu 18° , 


„(a Y, U z) =l; 


między dwiema zmiennemi æ i u (gdyż y zachodzi tylko 
pod postacią skończoną), 


Całkując to równanie, otrzymamy 
u= fle, y, WY 


a gdy tę wartość podstawimy w (7), mieć będziemy żądaną 
całkę rzędu 180 równania (4), z którćj już nie trudno otrzy- 
mać całkę ogólną, 


Jeżeliby dane równanie było kształtu : 
(9) Ss + (g + U=0, 


gdzie S, Q, U oznaczają funkcye ilości z, y, z, p, natenczas 
to równanie dałoby się zeałkować pod postacią skończoną, 
jeżeliby spółczynniki S, Q, U uczyniły zadość warunkowi : 


ao sg 15) + 0(7—3,) * U(—g;)=9 


0 dz dP dy p 
PRZYKŁAD, — Niech będzie daném równanie 
sarina ai MER 4 
(a) (1 + y2)8 — yp + py m q=0. 
Tutaj 
= c-+- yi, Pz—yq U= KE 


Ty 


warunkowi (6) staje się więc zadość. Mnożąc to równanie 
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przez dz mamy 


(b) (£ +yz)dg — yqz + ) ps=0 


a gdy położymy dx = 0, będzie 
. dą 
(© = yz)dq — yqdzzz=0, czyli ae 


Całkując to równanie, mamy 


(c) ZEE rw j 
zkąd 
Mu q1 +yp) — (c Hys, 
dL g? 
lub w skutek (b) i (c) 
du_ ©+kYŻ _; W 


w qe +y) ky 
Całkując ostatnie równanie, mamy 
uz=(c + y)Y(y). 


Całką więc rzędu 180 danego równania będzie 


UC -+ YZ 
— IE = (gh y) 40%), 
czyli, ponieważ M 
yu, p c = 
dż Yy k z 


— a m -moezrzj 


y EF EF 
Ostatnie równanie daje 


ydy ay zzz ydy 
z= e J (T+y)y(y) |e fe (ty )Y(y) e] 
| (z FR W) 
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całka ta jest całką ogólną równania danego; a (x) i 4(y) są 
dwie ma funkcyami dowolnemi. 


203, Ciag dalszy. — Jeżeli równanie dane jest kształtu 
(4) lub (9) a warunki całkowalności (6) lub (40) nie są dopeł- 
nionemi, natenczas daje się ono niekiedy, przez wprowadzenie 
nowćj zmiennćj zależnćj, zamienić na inne tego samego 
kształtu, które uczyni zadość tym warunkom całkowalności, 
jak to okazał Laplace (Imszeniecki, £fude i t. d., str. 49). 


4 


Jakoż, weźmy pod uwagę równanie (4), t. j. 
(4) Ss + Pp + U =0, 
które pomnożone przez dz, zamienia się na 
(5) S04 + Pòz + UJz= 0, 


i załóżmy, ze spółczynniki S, P, U nie czynią zadość warun- 
kowi całkowalności (6), t. j. 


ðP U JU =) „(08 08 
(6) (2 — se) +S shapi =" 


Postępując z równaniem (5) tak samo, jak w ustępie po- 
przedzającym, dojdziemy do dwóch równań 


(11) u= F(x, Ys 2, 9), Ugo = F(z, Y, 3s q), 


których strony drugie będą teraz funkcyami, ze względu na 
ziq, od siebie niezależnemi; możemy więc równania (11) roz- 
wiązać algebraicznie co do z iq iotrzymamy w skutek tego 


(12) z==f(214%, Wojy. EEG YA, M0) 


Napisane dopiero dwa równania są zupełnie równoważne 
równaniom (11), aże te ostatnie dadzą równanie (4), jak w dru- 
gićm z nich za u podstawimy wartość na u wziętą z pierw- 
szego, przeto równania (12) są także równoważnemi równaniu 
(4). A zatóm, jeżeli w równaniu (4) za zi 4 podstawimy war- 
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tości (12) a zapis wartości, jakie z (12) otrzymamy przez 
różniczkowanie tych równań co do z, otrzymamy natenczas 
tożsamość, jakąkolwiek byłaby funkcyę u. Ażeby jednak ró- 
wnania (12) nie były sprzecznemi, należy funkcyę u tak wy- 
znaczyć, żeby pochodna funkcyi f co do y równała się funk- 
cyi fe Wyrażając ten warunek, będziemy mieli równanie 


d/ 


ð d 
13) I. Ua + — f Uo + W f(T; Y; U, w0) = 


duio Ju 
gdzie dla skrócenia = z” m=j Ne z 
Równanie (13) jest linijném względem pochodnych un, wis 
jest więc takiego samego kształtu jak równanie (9). Jeżeli 
ono da się zcałkować, wtedy podstawiając wartość jego 
całki ogólnéj w równaniach (11) i następnie rugując mię- 
dzy temi równaniami ilość q, otrzymamy całkę ogólną ró- 
wnania danego (4). Ażeby jednak równanie (13) dało się 
zcałkować pod postacią skończoną, powinno ono dopuszczać 
całkę rzędu 180 z funkcyą dowolną zmiennćj z a przeto po- 
winno się stać zadość warunkowi analogicznemu równaniu 
(10). Otóż, nie trudno okazać, że takiemu warunkowi nie 
staje się zadość. 


Jakoż, mnożąc równanie (18) przez dy, otrzymamy 
igs ) 
2L nma TT ie Ju + È — f(s, Y; U, w.) | dy==0. 


Celem m OE tego równania połóżmy naprzód 0y=0, 
będzie wtedy 


0 
A duio i Afi du =0, 
RU du 


zkąd 
*[0 ð 
J (Lant yw) = fe, Y, u, us) =V, 


46 
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rozumiejąc przez v funkcyę dowolną zmiennćj y(i x). Aby tę - 
funkcyę wyznaczyć tak, iżby się stało zadość równaniu (44), 
różniczkujmy ostatnie równanie co do y ; będzie wtedy 


ð ð 0 
pa 2 L L ditar + Ua Un 
dy du JUMO 


lub, w skutek (13), 
Vy = (Z, Y, U, Uio). 


Funkcye f, f są tutaj temi samemi jak we wzorach (12); 
te dwie funkcye powinny być zależnemi między sobą ze 
względu na ilości u i uw; gdyż w razie przeciwnym nie mo- 
żnaby wyznaczyć, ilości v jako funkcyę zmiennćj x. Ponieważ 
jednak funkcye fi fı powstały przez rozwiązanie równań (11) 
co do z i q, przeto podług znanćj własności wyznaczników funk- 
cyj odwrotnych 7 

AP Aubais 
dD(u; ww) AE, Fi)? 
A(z, 9) 
ztąd zaś wypływa, że wyznacznik strony pierwszéj nie może 
być ani Oani o ; gdyż wyznacznik strony drugićj posiada 
z założenia wartość od zera i © odmienną. 


A zatćm równanie (13) nie dopuszcza całki rzędu 180 z funk- 
cyą dowolną zmiennćj z. 

Pozostaje wszakże możebność zcałkowania równania (13), 
jeżeli ono jest także linijnćm względem pochodnój ur; wtedy 
bowiem mogłaby istnieć całka rzędu 18% z funkcyą dowolną 
zmiennćj y. 

Przypadek ten może się wydarzyć tylko wtedy, kiedy funk- 
cye fi f, są względem my stopnia 480, Jakoż, dajmy że 

z= f (€, j, U, wo) == Mu + N; 
(15) 

i q IA 3j, u, ttio) = M; uio + Na: 


httn://rnir Ni j 
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gdzie M, N,M,,N;, oznaczająfunkcye samych tylkó ilości z, y, u 


Równanie (13) zamięni się wtedy na 
Mu + (Siit m —M i) wie (55 Ki PEM ry 0, 


lub, gdy położymy 
ðM ðM dN dN 


(16) Ju + z mk zde T Sa A gor a Ry 
G e D M, + Lu, +K = 0. 

Jeżeli więc to równanie nop zadość równaniu warun- 
kowemu 

ŚL DR ÒK ðM M oL 
Mie Sry ba ła 
(s z) x: L(g 5) eH (S — Jon, 
Minau Aiei ogai ; 
czyli, skoro według (16) Alr Pd , uczyni zadość równaniu 
NOM Ju j 
0L K dK 90M 
L 

(18) (S g5) PF (Si; z) 0, 


to natenczas będzie ono posiadało całkę rzędu 180 z funkcya 
dowolną zmiennćj y, za pomocą którćj Będzie I można nastę- 
pnie wynaleźć jego calkę ogólną. 


Jeżeliby zaś równanie (17) nie czyniło zadość warunkowi 
(18), możnaby z nićm tak samo postąpić, jakeśmy postąpili 
z równanićm daném (4)i t. d, Postępując tak dalćj, albo 
w końcu dojdziemy do równania całkowa!nego, albo tóż prze- 
konamy się o niemożebności zcałkowania równania danego 
za pomocą tego sposobu. 


PRZYKŁAD. — Niech będzie dańćm równanie 


(a) s + typ = Qyzs=0, 
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Uzupełniając je wyrazem 0.q i mnożąc przez dy, mamy 
p + Dz + (syp — 2yz)dy =0. 
Całkując naprzód równanie ðp + 0)z= 0, mamy 
G=9, 
zkąd 
Uo =s = 272 — Typ. 
Z dwóch ostatnich równań wypływa 


cu u CA 
= "ay , tudzież p =u. 


(b) z= 
Aby te dwa równania nie były sprzecznemi, musi być : 
+ 
(c) Un + TY — yu =Q. 


Uzupełniając to równanie wyrazem 0.w%, i mnożąc je przez 
y, mamy 


duzy + 0 du + (cyu,, — yujdy = 0. 
Całkując naprzód równanie 
My + 0 .0u =0, 
mamy 
V= Uw 
zkąd 
Va =U EYU YU. 


Z tych dwóch równań wyływa 


(d) U= TV + ch tudzież t40—0. 


i 


Ażeby te dwa równania nie były sprzecznemi, powinno 
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znowu być 
= 
Dy + zvo = 0, 


czyli 


Ostatnie równanie daje się zeałkować. Jakoż, pisząc je pod 
postacią 


: | gt =— zy 
i całkując, mamy 
dy oL — 


a gdy jeszcze raz zcałkujemy, będzie 
zy? 
=y) + | alaya de, 


gdzie ọ(x) i y(y) są dwiema funkcyami dowolnemi, zastępu- 
Jacemi dwie stałe całkowania. à 


Ponieważ teraz 
R. 
ta =p) — y | rela)? de, 


przeto w skutek (d) 
275 _ zy? zy? 
u= oyy) + D e fola 2 dx — f se? "a da, 
a że następnie 


gy2? 


m=i yo+ U 19) ay | ea E zd r 


iia O 
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będzie więc ostatecznie w skutek (c) 


gy? 
2 why E e ly Zar ziń » | aae w de 


4 — 2r 2 7HE | kz 
=+ mi. ni zo(cje 2 dr + — J atę(n)e T dz. 
rz Y 


204. Równanie Ampóre'a. — Zajmiemy się teraz szcze- 
gółowo równaniem kształtu : 


(1) b = Rr + 2Ss + T + Ule — rt) — V = 0, 


w którém spółczynniki R, S, T, U, V oznaczają funkcye jakie- 
kolwiek zmiennych z, y, z piq. To równanie jest najogólnićj- 
szóm ze wszystkich równań różniczkowych cząstkowych 
rzędu 25%, dla których istnieją sposoby ogólne całkowania. 
Pierwszy sposób całkowania (w przypadku kiedy U = 0), po- 
dał Monge w swojóm dziele Application d'analyse à la géometrie, 
następnie zajmował się teoryą tego równania Ampère (Jour- 
nal de Pócole polytechnique, XVII i XVIII cahiers) i wyłożył ją 
tak gruntownie iw takićj ogólności, że późniejsi geometro- 
wie, jak Bour (Journal de Tócole polytechnique, tom XXII) i 
Boole (Treatise on differential equations, supplementary volume), 
zmienili tylko formę przedstawienia. W ostatnich dopiero cza- 
sach udoskonalił teoryę Ampère’a p. Imszeniecki w dziele po- 
wyżćj przywiedzionćm (Ætude it. d.,-str. 68), W wykładzie 
naszym będziemy się trzymali sposobu przedstawienia p. Im- 
szenieckiego, ` 


Przedewszystkićm okażemy, że całkowanie równania (4) 
sprowadza się do całkowania trzech równań o różniczkach 
zupełnych rzędu i stopnia 18% pomiędzy Biega zmiennemi 
a, Y, z, piq. 

Aby te równania otrzymać, wprowadźmy do równania (1) 
zamiast zmiennych z i y nowe zmienne niezależne z i a, 
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przypuszczając istnienie pewnćj zależności pomiędzy £, y, a. 
Ponieważ ilości z, p, 4, zależące pierwotnie od x i y, uważać tę- 
raz należy jako zależne od zi «, przeto będzie 


A WBIŁ Jy 3 ) 
2 Lj YPG pabati, oix a WL 
(2) Bacy BO naaa NR BeLa -ed 
zkąd 
dq dg dg 
__da a dy da _Ww_dydq , (Dy)? da 
8) t=y* s=iz dody, "de dude! Da) dy” 
Ja Ja da 
a nadto 
Ją) 2 D jii z 
4 i S 7 A — p ACO 
(4) i rez (34) (+; Se] dy? 
Ja 


W skutek podstawienia tych wartości równanie (4) zamie- 
nią się na 


dg 
d 
(3) P+Q E = 0, 
owoida 
e 
gdzie 


i temu równaniu powinny uczynić zadość wartości na z i na p, 
Q, wyprowadzone z równań całkowych równania (£) i następnie 
wyrażone przez z i« za pomocą związku, jaki istnieje pomię- 
dzy ilościami z, yi a. © 
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Zależność pomiędzy %c, y i « była dotychczas zupełnie do- 
wolmą. 


Założmy teraz, że u = f(x, y) jest argumentem jednćj z funk- 
cyj dowolnych, jakie zachodzą w całce ogólnćj równania (1) 
i przypuśćmy, że co najmnićj pochodna druga ź zawiera w so- 
bie fonkcyę dowolną argumentu «, w onćj całce ogólnćj nie 
zachodząca. Ponieważ przy tych założeniach wyrażenie 


będzie w sobie zawierało funkcyę dowolną argumentu a, nie- 
zachodzącą ani w P ani w Q, przeto równaniu (5) stanie się 
zadość tylko wtedy, kiedy będzie oddzielnie 


(1) P=0, i 0=0. 


Nawzajem, aby ocenić czy pochodne drugie r, s, £ wyrażone 
za pomocą równań całkowych równania (1) i związku a=/(2, y) 
zawierają w sobie jakąś nową funkcyę dowolną argumentu g 
w tych równaniach całkowych nie zachodzącą, dość pomię- 
dzy równaniami (7) i dwoma pierwszemi równaniami (2) wy- 
09 i 4 
BBN OP 
mamy równanie (1), natenczas równania (7) będą równo- 
ważnemi równaniu (4) i założenie, które nas doprowadziło 
do równań (7), będzie w zupełności rzetelnóm. 


rogować $ , „ Jeżeli na wypadek rugowania otrzy- 


Otóż daje się łatwo okazać, że się rzecz tak ma istotnie z ró- 
wnaniem (1). 


PRS a) b A ODOWU 
Jakoż równania (7) po wyrugowaniu z nich Ê i za po- 
z oTr 
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mocą dwóch pierwszych równań (2) przywodzą się do 


Ain h d 
| P=Rr-+28s + Us* +2(S--Usjć s — (R— Uz)ć (2) EA 


(8) 
Lapip dy RZ dy | 
lo=r Ur — 2(S + Us) „7 + (R— Ut) (2) STU, 
agdy te dwa równania dodamy do siebie pomnożywszy dru- 
gie przez £, otrzymamy na wypadek równanie (1). 


A zatóm, całkowanie równania (1) sprowadza się do całko- 
wania układu równań różniczkowych cząstkowych rzędu 480 
(7), których strony pierwsze są wyrażone przez (6). Przywie- 
dziemy te równania do innćj postaci. 

Weźmy naprzód pod uwagę równanie Q =0, czyli równo- 
ważne mu według (8) równanie 


—ud(Yy ) — 2(8 Y L(P—Us)= 
(R unà) 2(8 + Us) Y +(T—Ur)=0. 


j a 

Rozwiązując to równanie algebraicznie względem A , mamy 
dy _S+Us-Ły($ + Us) — (R—Uv)(T—Ur) 
AL R— Uź f 


lub rozwinąwszy wyrażenie pod znakiem pierwiastkowym 
uwzględniwszy równanie (1), 


dy __S-+ Us= VG 
(9) ta D IRS, 


gdzie dla skrócenia 


(40) ` G= S — RT + UV. 
ż, ; wri dy ZEW REN 
Otrzymaliśmy dwie wartości na —, co nas dziwić nie po- 
(U 4 


winno ; albowiem druga zmienna, od którćj y zależy, jest 
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jedynym z dwóch argumentów « i $ funkeyj dowolnych całki 
ogólnćj. Istotnie równanie Q = 0, w postaci tutaj wziętćj, jest 
niczém innóm, jak równaniem 


NU ty by „JB _, 


or (07 ÓS JW  AĆ 


dajacóm te dwie wartości na W, które odpowiadają nadmie- 


nionym argumentom «i $. 
Zamiast równania Q—0 stopnia 280 względem M weźmy ró- 
wnanie (9), t. j. 
y 
(R Ut" — Us — (S + VG) =0, 
które w skutek równania drugiego (2) sprowadza się do 
f 34 dY KCYEJE uah 
(14) US — Raz + (SVG) =0. 


Według (6) możemy równanie P = 0 tak pisać a 


dp ad Wy 109109 4. 


w skutek zaś równania (11) przechodzi ono na : 
F 8) ra 

12) Z VG) —V= 

(12) Bt FVG) z: Y0; 


A zatém, całkowanie równania (4) sprowadza się «do całko- 
wania układu dwóch równań różniczkowych cząstkowych 
rzędu 48° i linijnych (11) i (12), do których dodać jeszcze na- 
leży równanie 


dz NY 
3 se SOM s 
(3 e aag 
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Podwójne znaki przy VG w tych równaniach odpowiadają 
dwóm różnym układom zmiennych niezależnych : znaki wyż- 
sze zmiennym » ia, znaki niższe zmiennym y i$, gdzie « i 8 
są argumentami dwóch funkcyj dowolnych całki ogólnćj. Po- 
nieważ te równania nie zawierają w sobie pochodnych cząst- 
kowych względem «i 8, ani téż te ilości nie wchodzą wcale 
do ich spółczynników, przeto, jeżeli te równania pomnożymy 
przez dx, mieć będziemy układ trzech równań o różniczkach 
zupełnych : ` 

U39 — RY + (SzEYG)Ax=0, 


(14) Rp + (S Æ VG) — Vs =0, 


dz— pdr — qy = 0, 
czyli raczéj dwa układy z których jeden odpowiada znakom 
wyższym przy VG a drugi znakom niższym. 

Jeżeli spółczynnik U w równaniu (1) nie jest równy zeru, 
wtedy rugując z równania drugiego Ją za pomocą pierw- 
szego równania i rozwiązując następnie te równania wzgię- 
dem różniczek dp, dą, dz, mieć będziemy 

[ p = qe "= z ca 


(15) 


dz = pT + QY, 
W przypadku szczególnym, kiedy G = 0, oba układy stają 
się jednakiemi, przywodząc się do: 


T S i 
PE pemg 


16 S R 
( ) Z da EE 
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205. Ciąg dalszy. — Niech / =stałćj, będzie całką które- 
gokolwiek z dwóch układów równań (45), t.j. niech f będzie 
taką funkcyą zmiennych z, y, z, p, q, którćj różniczka zu- 
pełna staje się w skutek równań (15) tożsamościowo równą 
zeru. Ponieważ, 


d d 0 d N 
df= dg + Lost Lap Mdr? 


89 
przeto w skutek równań (15) będzie 


(L+ Low T af CY) dz 


— Z, A M 


SAR UPD 1] dg 


Af ssd 2 SPIER "RAN a 
A + W. U 09. ld y)d= s 


czyli. 
Ao od/ Poj O NSEYGA U 
pi = 0, 
ld Enea A F ETEL AT 


M apl. Saad a RA 4 


708 Np G 


(17) 


Całkowanie więc układu równań o różniczkach zupełnych 
(15) sprowadza się do wynalezienia rozwiązań spólnych dwóch 
równań różniczkowych cząstkowych. rzędu 48° linijnych i 
jednorodnych (17). 

Z rozdziału XXIso wiadomo, że równania (17) posiadają 3, 
2, lub jedno rozwiązanie spólne, albo tóż rie posiadają ża- 
dnego ; ztąd wypływa, że także układ równań o różniczkach 
zupełnych (45) albo dopuszcza 3, 2 lub jedną całkę, albo tóż 
nie dopuszcza żadnćj. 


Układ (15) będzie całkowalny przez trzy równania pierwo- 
tne, jeżeli równoważny układ (17) będzie układem Jacobiego. 
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Wynajdźmy warunki, pod jakiemi układ równań (17) może 
być układem Jocobiego. Oznaczając te dwa równania dla 
skrócenia odpowiednio przez 


Af = 0 i Af 0 


mamy 
ETEN N EE CEES OUNTE OAP EAV 
j U U z A i U /dp 


Ażeby układ (17) był układem Jacobiego, powinno być ró- 
wnanie 
(A,A, — As4,)/==0 
równaniem tożsamościowóm, jakąkolwiek byłaby funkcya /; 


według więc papisanćj dopićro równości powinno się stać za- 
dość trzem warunkom następującym : 


S FVE S yG SP Vü 
o ze Eo NE +4 5=0, 
R, S+yG 
Ag Â, a == 


Ponieważ pierwszy warunek wymaga, aby było G= 0, te 
trzy warunki można przeto zastąpić naslępującemi : 
S T R S 


(18) G 30, Agt A= Aj * daj =0* 

Ztąd widzimy, że układ (17) może być układem Jacobi'ego 
tylko wtedy, kiedy G=S*—RT + UV =0. A zatóćm, żaden 
z dwóch układów (15), lecz tylko układ (16) może dopuszczać 


trzy całki. 


pei SG WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH. RÓŻNICZKOWYCA. 
Weźmy jeszcze pod uwagę dwa układy (17) 
Sf „|.df. UP) SEVE A 


| NH m 


da TPdz Ud U dą” * 


(17°) 
dj df $S—vGdf Rdf 
dy ya 1,0 99 Ugo * 
i . 
MP Aer Lo 
wat Th GŁOSEK Gie tani 
(17?) S 
HISE KO i 
T iaa "TARG i SĄ silk 


z których pierwszy odpowiada znakom wyższym a drugi niż- 
szym VG. te dwa układy posiadają tę własność, że jeżeli 
z jednój całki pierwszego i jednćj całki drugiego układu wy- 
znaczymy ilości p i 4 przed z, y, z i wartości otrzymane 
podstawimy w równaniu 
05 == pd -H ą0y 
natenczas to równanie będzie całkowalnóm przez jedno 
równanie pierwotne. — 
Jakoż, niech F,, będzie całką układu pierwszego a F, całką 
układu drugiego, wtedy : 


JF, JF) , TAF, S+YGIF, 
Ger) BTO 


A, 08) _ S—VGIB LAF, _ 
dy d UR An ZU 09 
tudzież 


H erep ŚLYGAE, 


a a oE w TF= 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE, — ROZ, XXVI. 733 
Z tych równań wypływa 


dF; dF, Fa JF, JF JF; s OF: dF, dF, 
a teera (39 ] 4 0e)ię 


RAF, , OE» = VG JF, _ T 0F,|0F» 
Tydy +z) YU 9 Upp 
_3F (= —_YG IF. PE z Ę VG F, R zje 


„dl U 39 U% U p Uog]dy 


RÓS VGA, RIM) 
Ją U 9%: U 


Druga strona tój równości jest tożsamościowo równą zeru, 
przeto także strona pierwsza musi być równą zeru. Mamy 
więc 


i A AEE ARI RER e E] y 

A CREI D AEA 
IF, DRN OF, ys PA 
Ae 


równanie, które wyraża (rozdział XXII) warunek niezbędny 
i zarazem wystarczający, aby wartości na pij wyznaczone 
z równań F, =stałćj, F, = stałój, uczyniły równanie ðz.— pðx 
— gdy = 0 całkowalnóm. 


W szczególnym przypadku, kiedy G=0, oba układy (4172) 
i (17%) stają się jednakiemi; a zatem dwie całki tego jednego 
układu dają na pig wartości czyniące równanie 0:— px 
— gdy = 0 całkowalnóm. 


Jeżeliby w równaniu (1) było U = 0, zamiast dwóch ukła- 
dów równań o różniczkach zupełnych (15) mielibyśmy według: 
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(14) układy następujące : 


MECE CIAM 
R 
SÆ yG 
(20) ni= (pg: ay J | 


którym znowu odpowiadają dwa następujące układy awiera- 
jace po dwarównania różniczkowe cząstkowe rzędu 18, li- 
nijne i jednororodne : 


AŻ. zaAŃ CG REGYA SAT day Wda 
w CUNE TA (3 a) mid 


Nietrudno okazać, że jeżeli F,, F, są całki odpowiednio 
pierwszego i drugiego z tych układów, natenczas te całki 
uczynią zadość równaniu warunkowemu (19), a przeto dadzą 
one na pi 4 wartości czyniące równanie dz —pdr — dy=0 
całkowalnóm. 


206. Gałkowanie równania Ampóre'a w przypadku 
szczególnym. — Jeżeli równaniom warunkowym (18) staje 
się zadość, można równanie Ampóre'a zcałkować jak następuje. 


W tym przypadku sprowadza się zagadnienie do zcałkowa= 
nia układu trzech równań o różniczkach zupełnych (16), t. j. 


dz = pdz + gdy. 


(16) 
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całkowalnych przez trzy równania pierwotne z trzema stałem 
dowolnemi. 


Niech i 
(22) z =/ (z, Y, a, b, e); p=fi(z,y, a, b, c), q = f(z, Y, 4, b, 
będą rozwiązania zupełne tych trzech równań; powiadam że 
pierwsze z tych wyrażeń będzie całką szczególną równania 
Ampère’a. 


Ponieważ wartości otrzymane na p i g czynią całkowalném 
równanie 0z3—pdr—qdy==0, a wartość na z jest jednóm 
z równań całkowych układu (16), przeto 


f=Q for -+ fdY, 
zkąd 


Podstawiając w dwóch ostatnich równaniach (16) za pig 


odpowiednio stuk i 4 J mamy tożsamościowo 


R 


M (4 df S 
RE a O ES ma s zis 
pie na o RAD: E p 
czyli . 
i zr T S 
ef ak rysa JE po a 
AAS spy SE BOT mi 


af af S R 
d dy = — -9 d 
imdy AT, y= U ET Y, 
zkąd wypływa 

t 2 AK z 3 3 
iat U —Ws=0, ob. +8 20M e 

c. MY y 
Wiedząc to nie trudno okazać, że wartość na z wyrażona 


47 


http://rcin.org.pl 


738 WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. > 


równaniem pierwszóm (22) uczyni zadość równaniu Ampere'a. 


Jakoż, z powodu że G=S*—RT+ UV =0, równanie Am- 
pere'a (1) można sprowadzić do kształtu : 


(Ur— TXU + R)— (Us + S} =0, 


T | (ASPA AA pl 
Was" only) 70 


temu więc równaniu stanie się zadość wskutek (23), jak w nićm 
położymy 


czyli 


74 = (Tt Ys a, b, c). 
Z tój całki szczególnej 


ZED Ya MO e) 


trzy stałe dowolne a,b,c zawierającćj, możemy wypro- 
wadzić całkę ogólną z dwiema funkcyami dowołnemi za 
pomocą przemieniania ilości stałych. 


Uważmy najprzód, że z powodu warunku G=O argumenta 
obu funkcyj dowolnych całki ogólnćj powinny być jednakie, 
i przypomnijmy sobie, że układ równań (16) zastępuje miejsce 
układu trzech równań różniczkowych cząstkowych pomiędzy 
pochodnemi y j = ; t, Z. wziętemi względem zmiennćj 
niezależnćj z, przyczóm drugą zmienną niezależną jest argu- 
ment u =$ funkcyj dowolnych całki ogólnćj. W skutek tego 
jedną ze stałych dowolnych np. a możemy uważać za argument 
rzeczonych funkcyj dowolnych a dwie inne b i e jako funkcye 
dowolne tego argumentu. 


Połówmy więc w powyższćj całce szczególnój b= ę(a), 
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c=v(a), i wyrugujmy a między dwoma równaniami 


(24): = te, y 0, 40), Ka) =3f+ Lra gf Vla); 


powiadam, że wypadek rugowania będzie całką ogólną równa- 
nia Ampere'a (1). W tym celu dość okazać, że ten wypadek 
rugowania uczyni zadość równaniu Ampere'a. 

Różniczkując wyrażenie (24) na z ćo do œ i y i uwzględniając 


- równanie warunkowe Lo 0, mamy 
0 
(25) p= of. ; Qz= df , 


a gdy te da równania jeszcze raz zróżniczkujemy co doziy 
uważając, że w skutek z: 27% a jest także fnnkcya zmiennych 


xiy, mieć będziemy 


ef NAWZE 
r= * da AOp | 
f PA 7) Aa kr SPA d pf) da 
“wdy tTa da y dY Y ta dy Ww? 


dep aN 
ds Ea 


lub ponieważ > 
‘d DEA 3 (dN __ def da 
da (dz) deda) do da” 
tudzież 
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przeto 


NAK i A RAZ a, LĄWA 
(26) 7 aj "49 ger ONZ ik: HESA MA 


gdzie 
T PANOS T R a 
(27) hasaa tene ni I= za 


Jeżeli teraz w równaniu Ampere'a 
P(T, Y, z, p, q, T, S, ()=Rr + 25s + TE + U(s*— rt) V==0, 
za z, P, q,r,s, é podstawimy wartości (24), (25) i (26) i pierw- 
szą stronę rozwiniemy podług wzoru Taylor'a, otrzymamy 
natenczas 
EROM ppd JE M 
U CELE" yi TREN 7 EN +hk +k 


Af. Aic AA 
=0(2, y, f o "dy! da” dmdy ” za) 


„(żre tw+ gej afk +27 ke 
r Ara 
a że 
GA So agd AO ąda 
(an Gy E za? waj) dy) 70 
tudzież ; 
A df 39 4 łęgów ŻĘ 
Ak. EK a —_ ==9 KORA 
s - (u; y —R), js (u Idy tr By) 
NU of ) 
RY, = (uh Tr $ 2 
D „ry VOA U 
PAPAE AAOC "W 
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przeto druga strona napisanćj równości przywodzi się toż- 
samościowo do zera, wypżae« więc rugowania a między 
równaniami (24) uczyni istotnie zadość równaniu Ampere'a. 
Ten wypadek rugowania, zawierając dwie funkcye dowolne 
ọla) i p(a) tego samego argumentu, jest zatćm całką ogólną 
żądaną. 


PRZYKLAD 1537, — Niech będzie dane równanie 
s — rt 3 
U + q*)r — 2pqs + (A + p')t— ——————, +(+-p*+q*)*=0 
; (Ugre) 
Tutaj 
? = | 
R =1 + f, S=— pq, T=1+p*, OGC AN 
(Ag+ g’)? 
3 
V=—( +7* + 49)*, 
a zatém 


G=8S*—RT+UV=0: 


Układ równań o różniczkach zupełnych (16) przywodzi 
się do : 


d= pdr + qY, 


0 
dą 2) 
Na 7 + pądc + (I +q dy =0. 


Dwa ostatnie równania dają : 


„U KeR= OPR ca BÓR a (l: APETA oi 
(+p +) (+p tAk 


PE ERN N ON TEE I 
NTITOT//KCCI OTO) O 
NUD://FCI Jld. p | 
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Gałkując te równania mamy: 


p ab br (hi 
M —ŻŻ.ŻL"W, + ———=h. 
VI+ Pe 5 VU + p -Hg 


Wyznaczmy ztąd p i gi podstawmy wartości w równanie 
pierwsze, otrzymamy natenczas 
pó prebadddd(gro dy. 
FIze A= y=H* 
a zatém KENS 
(£ — a} + (y— b} += c} =1. 
Z téj całki szczególnćj otrzymamy ogólną rugując a między 
dwoma równaniami . 
(2 = a)? + [y —sg(0] + [z= a, 
c—a + [y — gla) lg (0) [2 —+(a)]Y (2) =0. 


Całka szczególna przedstawia kulę o promieniu 1; całka zaś 
ogólna przedstawia wszelkie powierzchnie rurowe, jakie 
utworzy nadmieniona kula, gdy jéj środek a, b, c, poruszać się 
będzie po dowolnćj krzywój podwójnćj krzywości 


b= g(a), c=v(a). 
PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie daném równanie 
r Hasipi g E + (8% ++ ni)—(1 mp — 3) =0), 
Tutaj 
R=1, S=1, T=p +q, U=—l, V=1—p—g, 
a zatóm 
GZW. 
Układ (16) sprowadza się teraz do : 


dz==pdz m gdy, Ap=— (p -+ qx +- dy, dq==J2 — Ay. 
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Aby te równania rozwiązać zastosujmy sposób Mayera. 
Kładąc y =n, gdzie n jest stałą, mamy układ trzech ró- 
wnań różniczkowych zwyczajnych : , 


dą =(l—nae, Pp +(1—p— g), S5=(p ngr. 
Pierwsze równanie daje 
q= (4 —n)z +a, 
w skutek tego drugie zamienia się na 
d 
= mtp —a (l OCZ 
zkąd wypływa 
p==1 —a+-be75— (A —n)e, 
, Nareszcie trzecie przywodzi się do : 
dz = [1 —a(l —n) + beT — (A —n)'z]az, 


zkad 


2 
z =c+ £ a(l —n)a m beT? m (A — n)? z 


lub gdy podstawimy napowrót =% , 


i to jest całka szezególna z jek, stałemi dowolnemi, 
Całkę ogólną otrzymamy rugując a między równaniami 
m 1 
z= plam olaje "+ z—a(z--y)—5(z—y); 


ozey(a)—9(a)e""-— (8 —Y). 
207. Sposób p. Imszenieckiego. — Całkowanie równa- 


http://rcin.org.pl 


44 ; WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 
nia Ampore'a: 
(A) D(x, Y, z, p, q, r, 8, = Rr+2S+Tt + U(s—rt—V—=0, 


sprowadziliśmy w ustępie 204 do całkowania dwóch układów 
równań o różniczkach zupełnych rzędu i stopnia 480 


[z = pds + qy, dz=pðxr + gdy 
T S—VG S+-YVG 
OMC Tri c fi -TT c 
w PPEpS= "HF WE eea ni W 
S+YVG R 3S—VG 
=— = E) =— s T 
dą U AT y dq U dt + T Yy 


Jeżeliby było U = 0, mielibyśmy zamiast tych dwóch ukła- 
dów dwa inne, wypływające z (14) w ustępie 2047". 


Jeżeli warunkowi G =S?— RT + UV==0 nie staje sięzadość, 
wtedy każdy z tych dwóch układów albo będzie całkowalny 
przez dwa, lub jedno równanie pierwotne, albo tóż nie da 
się wcale zcałkować. Przypuszczając wszakże istnienie całki 
szczególnćj równania (4) z trzema stałemi dowolnemi, mo- 
żemy ztój całki szczególnćj otrzymać całkę ogólną z dwiema 
$unkcyami dowolnemi, za pomocą przemienienia tychże ilo- 
ści stałych, jak okazał p. Imszeniecki (£żude, ete., str. 426). 

Niech 
(2) z = f(t; Y, %; Y; OB 
będzie jakąś całką szczególną: z trzema dowolnemi a, y, 
równania (1), otrzymaną albo za pomocą równań (I) i (II) spo 
sobem: poniżćj wyłożyć się mającym, albo téż zkąd inąd 
znaną. 

Oznaczmy przez fie fo, fe, ib fo, pochodne cząstkowe 
funkcyi f dwóch pietwszych rzędów co do xiy, rozumiejąc 
przez skaźniki pierwsze liczbę różniczkowań co do z, a przez 
. skaźniki drugie liczbę różniczkowań co do fy. Różniczkując 
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więc równanie (2) cząstkowo eo do xi do y, mamy 
P= fio 4=fw T= fa $= fas t = fa 


a gdy te wartości za z, p, q,r, s, £ wstawimy w równanie (1) 
będzie tożsamościowo 


(3) P(z, Y, f; fi» FAA EN fu; Ra == 0, 


Zakładając teraz, że n jest funkcyą ilościa i y mającą się 
wyznaczyć, a « i y są funkcyami zmiennych «i y określonemi 
przez równania 


ad da a AG AMA 
—=0, jah = 
RP wóz w 


zamiast których pisać będziemy, 


(4) JA s= 0, df = 0; 


powiadam, że funkcya da się tak wyznaczyć, iż równania 
(2) i (4) przedstawiać będą całkę ogólną równania (4). 


W tym celu różniczkując równanie (2) w założeniu, że ta- 
kże ui y zależą od zi y a v jest pewną funkcyą ilości « i y 
i uwzględniając równania warunkowe (4), będziemy mieli 
6) (P= fw 9=fv =f +h, s= fut i= utk, 

l t =fa +l, 


gdzie dla skrócenia 


dfu? da ao X dy ję = Ao da A. dw są. 


da dr dy dac” da dy dy dY. 
PRZ UM dm za dfo dy (=f nd  df dr 
"da (a dy Ja” da dy dy dy 


lub ponieważ w skutek równań (4), gdy je różniczkujemy co- 
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dfa BEW PEA o dag Ti, df n 
da date dady òo?’ daż dy  dady dy  * 
fa BPW BY du Bf da tfh 
dy  dadyda dw dy  dadydy dey 
zkąd wypływa 
da df dfs Ëf | da __ Rar! GA dfa ËF dfo 
w aer dy dą du. dy  Dldady dy "4 da 
dpulihd (ba Ay Lia) W Af dfa — PE dfu) 
dei D D|dady du da” dy dy D dady PP AEE TE dy 
gdzie 
6 Lea a (dry 
(6) ii da? dy? dady 
przeto 
eaa CID ATN 92 ËF dfi dfo „BF e) | 
ACHA: dy dady dy du dê 
hp BJ 72% df dfi daw Af (dfo dfa_ dfs dfo 
LE dy | -5 dąż dy dy dady\ dy da du dy 


(7) 


2f dfa dfa | 
t “da da 
i | l= — Ief | — o Č dfo dfa „dł dfo? j 
BENE T ady dE "dpdu) 
nadto 
df sodfo, _ df i dfa 
© an i(i dy da ab 
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Podstąwmy w równaniu (1) zaz p, q,r,s, t wartości (2) i 

(5) i rozwińmy stronę pierwszą podług wzoru Taylora : 
uwzględniając tożsamość (3), otrzymamy natenczas 


P(z, Y, f ho, fosfo th fat k: fa EO) 


„Mh Dida pe Ip a 
zB | PD AP. +;(i P h): 
Bra fu ak fu ira dfa 


Ażeby więc te wartości uczyniły zadość równaniu Ampère’aą, 
strona druga napisanćj równości powinna przywieść się do 
zera. A zatćm, na wyznaczenie funkcyi nieznanćj mamy ró- 
wnanie 


00. Ab 000. 1/0 p 
=h +k E —1+=| —k+2—— h)=0 
de e WE 3(57E, ASIn ) 


lub, ponieważ 
uj 
ab =R — U fw S =S + Ufi), yz =" Ufo, 


rb _ PAD. anot] 
ję zk j U PU Fog 


' -przeto 
(R—Uf a) + 2(5 + Uf1)k +(T— Uf») L+ U(k— hl), = 
czyli, po wstawieniu za A, k, l, k* — hl wartości |(7) i (8), 


UP opE i ma N S PRS 
(9) Ai 2 2B Z WIJE | 
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gdzie 


—A=(R—Uf4) (s) + 248 + Ufu) z” df o LEL 


B= (R — Ufa) e AU 4 (8+ Uf, (eTe 


dy da 
dfio dfo j o dfo 
10 10 
(10) +r N Ufa) a Fa, 


— C= (R— Ufy) (1) > + 2(S + Ufi 1 Te fo 
arD Uf 20) (e) , 


| dfw afo dfw dfo 
BA =u dy da da ge). 


Równanie (9) jest linijnóm względem pochodnych drugich 


daf a> 07 
dè?’ dady’ dy ? 


a że te pochodne są znowu. wyrażeniami linijnemi względem 
pochodnych rzędu 280 


Fa. My FIA 
W dudy dy”? 


przeto równanie (9) jest równaniem różniczkowóm cząstko- 
wém rzędu 280 i linijnćm ; mianowicie będzie ono kształ(u. 


dh Dh NU 2% 
(11) Leg +2 WOBEC: 
gdzie 
df èf df 
9 n ad z za z= — 
(12) L Aj, M B s ,N Na 
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H f i MWET y dN 

t. j- L, M,N i P są danemi funkcyami ilości a, y, ^, Pies 

x Y 

tudzież x i y, z których dwie ostatnie mogą być wyrugo- 
wane za pomocą równań warunkowych (4). 


Jeżeli wynajdziemy całkę ogólną równania (14) i wartość 
téj całki ogólnój wstawimy za ņ w równania (2) i(%), otrzy- 
mamy po wyrugowaniu ilość « i y pomiędzy temi trzema ró- 
wnaniami całkę ogólna równania Ampera (1). 


208. Ciąg dalszy. — Równanie (9) a zatém i (11) znako- 
micie się uprości, jeżeli całkę szczególną (2) potrafimy Przy - 
mać za pomocą układów (I) i (ID. 


Załóżmy 4%, że układ (I) dopuszcza jedna przynajmnićj 

całkę 
F(x, Y, z, p, 4)=a. 

Uważając tę całkę, która jest także całką szczególną rzędu 
180 równania Ampore'a, jako równanie różniczkowe rzędu 18°, 
i całkując to równanie, znajdziemy całkę szczególną równania 
Ampóre'a, z trzema stałemi dowolnemi 


z= f (£, Y, 0, Y, 1). 


Ponieważ «, jak wiadomo, jest argumentem jednéj funkcyi 
dowolnćj całki ogólnćj równania Ampere'a, a ta całka powinna 
się dać wyrazić przez całkę ogólną równania (11), przeto 
jedna z funkcyi dowolnych całki ogólnćj równania (11) po- 
winna mieć « za argument. Ztąd wypływa, że w równaniu 

2 
(44) nie powinna zachodzić s , a przeto w przypadku uwa- 
żanym powinno być L=0 czyli w skutek (412) A =0. 

Niech 2° układ (II) dopuszcza jedną przynajmnićj całkę 


F(z, Y, Z, P, q) = B. 


150 WYKŁAD NAUKI © RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 


Wynalazłszy całkę zupełną tego równania 


z = fE, y, b b 0) 
mieć będziemy znowu całkę szczególną równania Ampere'a. 
Aby otrzymać całkę ogólną, uważać należy 4 jako funkcyę - 
ilości ß i y poczem na wyznaczenie tćj funkcyi otrzymamy spo- 
sobem przemienienia ilości stałych równania kształtu (9) należy 
tylko w (9) za y położyć Ba za a ilość y. Ponieważ $ musi być 
argumentem jednéj funkcyi dowolnćj całki ogólnćj, przeto 
w równaniu (9) musi być C=0, a przeto w równaniu (14) N==0. 


Jeżeli 3° układy (I) i (11) dopuszczają po jednćj całce 
F(z, y, 2, p g=% Fir, Ya 3, p, 9) = P 


natenczas wyznaczając z tych równań p ig i wartości podsta- 
wiając w dz—pdz + 4dy, otrzymamy równanie całkowalne 
(ustęp 205) ; całka tego równania ° 


ZEE f (Es y, «, B, n) 
będzie całką szczególną równania Ampère’a z trzema stałemi 
dowolnemi. Aby otrzymać całkę ogólną, uważać należy 7 
' jako funkcyę ilości « i ß, i tę funkcyę wyznaczyć z równania 
(9) lub (11), postawiwszy w nićm ß za y. Ponieważ jednak 
æ i B powinny być argumentami funkcyj dowolnych całki 
ogólnćj, przeto w równaniu (114) powinno być L=0, N=(, 
a przeto w równaniu (9) A=0, G=0. 


Nareszcie 4°, jeżeli G==0, w którym to przypadku oba 
układy (I) i (II) stają się jednakiemi, mając całkę tego układu 


F(z,y, 2, p, Q)=«, 


i całkując to równanie różniczkowe cząstkowe rzędu 180, 
otrzymamy rozwiązanie zupełne 


t= E y, 0, 1; 1); 
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które będzie całką szczególną równania Ampere'a z trzema sta- 
łemi dowolnemi. Uważając 7 jako funkcyę ilości « i y i stosu- 
jac sposób przemieniania ilości stałych, otrzymamy na wy- 
znaczenie téj lunkcyi równanie (9) lub (11), w któróm po- 
winno być A=0 i B=0, lub odpowiednio L=0 i M==0, 
albowiem ilość « będzie teraz argumentem spólnym obu 
funkcyj dowolnych całki ogólnćj.' 


A zatóm, w tych czterech przypadkach równanie (9) przy- 
wiedzie się odpowiednio do : 


(9) Bek L ratl ak, 
(9") wj +0 += =, 
©”) 2B za t kai, 
KW ci- K= 


PRZYKŁAD. 152%, — Niech będzie daném równanie 
ar =- 2bs + ct + g(s* —rt) =h. 


Układy (I) i (IM) przywodzą się w tym przypadku odpowie- 
dnio do: 


Xz — pòz —-qðy =0, dz — pdx — qdy =0, 
gòp — cdx + mdy =0, gp — cdx + ndy =0, 
gq + ndx —ady=0, gq + mdr —aðy=0, 
gdzie 
m ==S—YGz=b yb —ac + gh, 
n=S+VG=b + yb ac gh. 
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Drugie równanie w układzie pierwszym i trzecie w ukła- 
dzie drugim dają 


gp—cz + my =, gg +mr—ay=}, 
zkąd 
HW COREY o, 
r aih g 
Alpis M ris TER Q.: 
Ponieważ dy a p. przeto . podstawiajac te wartości 


w 0z==pdr + qx otrzymamy równanie całkowalne 


0 
dz == de —m PEM, y) z W nab. dy. 


zkąd 


„Ca? — mcy + ay* + Zac + ZBy 


z T HAE /(v. Y, a, , 1). 


Kładąc w równaniach (10) za f otrzymaną dopiero wartość 
B za y, znajdziemy 


Ą Anya Sib Lg Ty eae 


g’ 


na wyznaczenie więc 7 jako funkeyi ilości « i ß mąmy 


E lo 
dad  2(b—m) i 


A OT oa 
lub, ponieważ dadh — 3006 * 
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Ostatnie równanie daje 
jak 1, 


a zatóm, całką ogólną będzie wypadek rugowania ilości « iß 
pomiędzy 


__ Ca? — may + ay? + Zac + ZBY gab 
KA 00 m * 900) + YB 


.+a 


c gb PRA y Na 
AA E ae O se T} pa aa ead 


| PRZYKŁAD 28i, — Niech będzie daném równanie 
qr + (p + x) + yt—y(? —rt) + q=0. 


Układy (I) i (II) zamieniają się w tym przypadku odpowie- 
dnio na 


dz — pdx — qdy = 0, dz — pdx — qdy =0, 
p + dr =0, ydp — ydr + (p + cydy=0, 
ydy —(p+0)de + qdy=0, ydq + q0y 2 0. 


Pierwszy układ daje 
pH t=, 
z drugiego zaś otrzymujemy yg =stałéj, tudzież 


(p + 1)=£. 


Kładąc p=u—z, 4 —E w równaniu 3% —pdr — gdy =0 
a 
i całkując, mamy całkę szczególną równania danego 


p 


” a— a c” -— 
A yt qn=f< 
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Na wyznaczenie jako funkcyi « i R mamy sposób przemie- 
nienia ilości stałych 


zkąd 
n= g(a) + (b). 


A zatém, całka ogólna równania danego wyrazi się za po- 
mocą trzech równań następujących 


z=ur— © 4 y-+o(a)+-Y(B)=0, 


c=Ży rę(aj 20, I +Y(6)=0. 


Biorąc yq =B jako całkę układu drugiego, znaleźlibyśmy 
na całkę ogólną równania danego układ trzech równań 


ma 1 
z= =$ + plgy + flg (is 3 — o(a) — V(B), 


p 
s 


PRZYKŁAD 3% , — Niech będzie daném równanie 


x= g (a) + , Jgy=v(B) —1g (is n. 


2) 
r: BAS r (e zp) 7%3=0 
wą 


Tutaj 


2 X 3 r ©) "b 
U=0, R=", S=f, T=xr — Fp’ v2 


2 


G—$ —RT+UV=. 
4 


Całkowapie tego równania sprowadza się z powodu, że 
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U=0, do całkowania dwóch układów następujących : 
2 2 b yty 2), 2 b za 
dy — |x i AG==0, zdy—| r ma dzz==0, 


i ; 
ap + (2 —) dg —2zðx =0 | zdp + ("+ ż) dq —220.c=(, 
dz—pdr— qy = : 0, dz — pds — gdy = 0. 


Żaden z tych dwóch ukkdów: wzięty oddzielnie, nie czyni 
zadość warunkowi całkowalności przez trzy równania pierwo- 
tne; możemy jednak znaleźć po jednćj ich całce. Jakoż, mno- 


żąc w każdym z tych układów równanie pierwsze przez — -, 


drugie przez +1 a trzecie przez — 2x i dodając do siebie, 
otrzymamy dwa wyrażenia 


A) 
LID + pade + dq + 29000 —2(002--200) == od + 2b- 5 20, 


por 


10p-+-2padx + L -HAJDE —A( Ld + ZAC) + od ak = —=0. 


Całkując te równania, otrzymamy 
cp + a'g — 24% sá blgą + 2blgr = a. 
sp ++ a?q — duż + blgg —2blgr =f, 
zkąd | 
| vi 


2(p + q) = Atz = a + B, 201g > =ß — 4, 


a następnie 
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Wstawiwszy te wartości na pi q w równanie 02 — pdx 
— qy = 0, otrzymamy równanie całkowalne 


a 

u+B , 2z = Tai 

DZ 2 (aL xe 2b \ dL — re *% dY, 
2g i 


które daje nam całkę szczególną danego równania 


a 


eco E nena sia A 
ła "4 (y—x)a* — un = f. 


i 


Uważając n jako funkcyę ilości « i 8, i stosując sposób prze- 
mieniania ilości stałych, otrzymamy na wyznaczenie tój funk- 
cyi równanie 
Ay 40704, ojdgyii 0 
Jag 46a PA 

Całkę ogólną tego równania można wyrazić za pomocą ca- 
łek określonych, o czćm będzie mowa w rozdziale następu- 
jacym. 


ROZDZIAŁ XXVII 


GAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH ZA POMOCA SZEREGÓW POTĘGOWYCH. 


209. Przedstawienie rozwiązania równania ró- 
żniczkowego cząstkowego pod postacią szeregu potę- 
gowego. — W rozdziałach poprzedzających wyłożyliśmy 
przypadki główniejsze, w których rozwiązanie równania ró- 
zniezkowego cząstkowego daje się przedstawić pod postacią 
wyrażenia skończonego. Jeżeli zadane równanie różniczkowe 
nie należy do żadnego z tych przypadków, uciekamy się do 
całkowania za pomocą szeregów nieskończonych lub całek 
określonych. Rozwiązanie równania różniczkowego pod po- 
stacią szeregu nieskończonego możemy przedstawić dwojakim 
sposobem, mianowicie : możemy w tym celu użyć albo 
szeregów potęgowych , rozumiejąc przez szereg potęgowy 
kilku zmiennych taki szereg, który zawiera jedynie potęgi 
całkowite i dodatne tychże zmiennych, albo też szeregów 
peryodycznych czyli Fourierowych. W tym rozdziale mówić 
będziemy tylko o całkowanin za pomocą szeregów potęgo- 
wych. 


Nie łatwiejszego, jak funkcyę, określoną równaniem ró- 
żniczkowóm cząstkowóm, rozwinąć na szereg potęgowy. Cała 
trudność sprowadza się do okazania, że ten szereg w pewnym 


|| 


OZ AWA ZY | 
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okręgu będzie zbieżny, a przeto że danemu równaniu rożnicz- 
kowemu uczyni zadość nie tylko formalnie, ale także w rzeczy- 
wistości. Trudność tę pokonał naprzód Cauchy (Comptes ren- 
dus, t. XV, str. 25, 44, 85 i 131), następnie w odmienny sposób 
p. Darboux (Comptes-rendus, t. LAXX, str. 101 i 317) a w spo- 
sób najprostszy i najogólniejszy pokonała ją p. Zofia Kowa- 
lewska (Crelle Journal, t. LXXX; str. 1-32), W naszym wykła- 
dzie oprzemy się na tćj ostatnićj pracy. 


Oznaczmy przez £, 7,,...,t, zmienne niezależne a przez 
24. + .;Zn Zmienne zależne i weźmy naprzód pod uwagę układ 
n równań różniczkowych czątkowych, rzędu 480 i linijnych 
względem pochodnych : 


dz ) 
(1) 2 N D Nen a) > (B4; gisu) 

e 8—V | zl 
w których wyrażenia Pf) przedstawiają keye zmiennych 
zależnych w pewnym okręgu doskonałe i rozwinięte lub roz- 
winąć się dające na szeregi potęgowe zmiennych z,,...,z, 
mające pewien spólny okręg zbieżności. Dowiedziemy dwóch 
twierdzeń następujących : 

I. «Jeżeli oznaczymy przez 

Zhos SA; Zr „n) 


n' dowolnie obranych funkcyj zGisonych Lisv siegi TOZWI= 
niętych lub rozwinąć się dających na szeregi potęgowe ilości 
Xj‘. jU; mające spólny okręg zbieżności i takie, aby dla 
ppap przywiodły się one wszystkie do zera, 
natenczas istnieje n szeregów potęgowych ilości t, £y. . . sty, 
które, odpowiednio za z,,...,zę, w równania (4) wstawione 
uczynią zadość tym równaniom, a dla £=0 przywiodą się 
odpowiednio do 


Zaos» * * > Zm: ) 
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TL. « Nadmienione szeregi są wszystkie bezwarunkowo zbie= 
¿nemi wewnątrz pewnego okręgu, a zatćm przedstawiają funk- 
cye analityczne, które czynią zadość nie tylko formalnie, ale 
także w rzeczywistości równaniom (ł). » 


Jakoż co do pierwszego, wstawmy w równania (1) za 24,...,Z 
szeregi kształtu : 


20 ta 
(2) Zn = Zh + DZE (h=1, 2,...n), 
Zz k 


gdzie spółczynniki z,, podobnie jak spółczyńniki Zm; ozna- 
czają funkcye samych tylko zmiennych 4,...2, 


Rozwijając obie strony równań (1) podług potęg zmiennćj 
t i przyrównywając do siebie spółczynniki przy tych samych 
potęgach, otrzymamy najprzód 


m= SKY Ble, 12: Sno) r» (h=1, 2...n), 


i=l k=l 
a następnie każdą z fnnkcyj Zm gdzie «>14, wyrażoną jako 
fuhkcyę całkowitą pochodnych funkcyj z, i BĘ (zio... Sn). 


Jeżeli zaś mamy 


mp a Q, 
gl! a 1 dy T 

n= Zsa L |. Ay 
$ $ CĄŁ Ar! 


ZE 
a nadto położymy: 
(3) i= 5.. D> Og sód W SCEN 


Gl 
“=i a 


natencząs według tego, co się dopiero powiedziało, każdy ze 
spółczynników 5(%,,, ... ar będzie funkcyą całkowitą skończonej 
liczby spółczynników buu, ... œ i spółczynników szeregów 
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PY (Zos. -Zno), i równaniom założonym (1) stanie się formal- 
nie zadość, jak położymy : 


i [> -) [a co © wo pn) t ady) LT 
(GRETA E > > > pon a 
a=) o=) 44-20 ar=0 


(h=1, 2, s. n). 


Ażeby teraz dowieść drugiego twierdzenia, mianowicie, że 
szeregi (4) są w pewnym okręgu bezwarunkowo zbieżne, 
okażemy, że inny szereg, którego wszystkie spółczynniki 
są dodatne i nie mniejsze od modułów odpowiednich spół- 
czynników w szeregach (4), jest zbieżnym. 


W tym celu zastąapmy w równaniach (1) wszystkie wyraże- 
nia P” (z, ++«; Zn) jednóm i takićm, ażeby, rozwijając je na 
szereg potęgowy, wszystkie spółczynniki były dodatne i nie 
mniejsze od modułów odpowiednich spółczynników w szere- 
gach Pfy(z,,... zw). Takie wyrażenie możemy łatwo znaleźć. 
Jakoż, obierzmy taką ilość dodatną g, co jest zawsze możliwóm, 
ażeby wszystkie szeregi Pf, (z1... Zn) były zbieżnemi, gdy 
w nich położymy 234 =... =2,=9; możemy wtedy wziąć 
drugą, także dodatną ilość G tak, ażeby w rozwinięciu 
ułamku 


G 
ko doc RE 
g 


podług potęg ilości z4, ... , z„ każdy spółczynnik był doda- 
tny i nie mniejszy od modułu odpowiedniego spółczynnika 
w szeregach Pf; (24,..., Zn). Zamiast więc każdćj z funkcyi © 
dość wziąć ułamek powyższy. | 


Następnie, rozumiejąc przez pọ taką ilość dodatną, aby dla 
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£=. .. = 1, =p, każdy z szeregów, na jakie funkcye dowolnie 
obrane z» rozwinąć się dają, był zbieżny, możemy zawsze wy- 
naleźć drugą ilość dodatną g i taką, ażeby wszystkie spół- 
czynniki w szeregu, wypływającym z rozwinięcia ułamku 


gl + *.. Cr) 
Aai Tı +. sb L+ 


P 


podług potęg ilości z,, +.. c, były dodatne i nie mniejsze 
od modułów odpowiednich spółczynników w szeregach zno 
Ponieważ nadto napisany dopiero ułamek sprowadza się do 
zera dla z, ==... =2,=0, możemy przeto zamiast każdćj 
z funkcyj dowolnych zw wziąć ułamek powyżćj wzmianko- 
wany. 


Przy tych założeniach wszystkie szeregi (4) staną się mię- 
dzy sobą równemi, i zamienią się na fankcye dwóch ilości ti 


Zıt e. TS, spółczynniki zaś tego jednego szeregu będą 


teraz wszystkie dodatne i większe od modułów odpowiednich 
spółczynników w szeregach (4). 


dej z 1-6... +3 © +... +T 
Jeżeli położymy "Z" WSR ARE RY 
K 


zauważymy, że teraz z,=... == z, układ równań 
(1) sprowadzi się do jednego równania 


A 8800 ARCO 
(5) A AN V 


gdzie a oznacza ilość stałą i dodatną ; dodać jeszcze potrzeba 
warunek, żę dla £==0, ilość z winna się zamienić na 

ba 
(b) z= , 


DZE 


gdzie b oznacza także ilość stałą i dodatną. 
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Nie trudno okazać, że istnieje funkcya z zmiennych r it 
czyniąca zadość równaniu różniczkowemu (5) i, dla £=0, 
przywodząca się do wyrażenia (6). Z równania (5) czytamy 
bowiem, że zachodzi związek między (1 — z)% + ati z, t: ji 
że 

(1—z)e + dt =y(2). 

Ten związek stanie sią oznaczonym, gdy uwzględnimy wa- 

runek (6). Jokoż, ostatnie równanie daje, dla £ =0, 
(1 = z)5 =yx(2,); 


a żez (6) wypływa 


b + 2, 
mamy przeto 
4 1—3 3 
z(ż,) = b Bri Ż, *0 
a zatóm 
1—z 
(1 —z)z + się Tej A 
zkąd 
__14—(1—bjz —at+ VI (0 be — at] — Zabt 
(7) z= hi , 
À 2(1 — z) 
gdzie wyrażenie pierwiastkowe wziąć należy co do wartości 
bezwzględnój, aby dla t=0, było z = zk 


Rozwinięcie więc funkcyi z, określonćj równaniem różni- 
czkowóm (5), podług ilości źi z lub, gdy w nićm ipołożymy 
KAER Peppa Ea , podług potęg ilości £, 24, ..., Zr, posia- 
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dać będzie pewien okręg zbieżności. A że spółczynniki 
w tóm rozwinięciu są wszystkie dodatne i większe od mo- 
dułów odpowiednich spółczynników w szeregach (4), przeto 
także te ostatnie będą zbieżnemi dla każdego układu warto- 
ści na ć; 24, ... , Lr zawartego w okręgu zbieżności rozwinię- 
cia powyżćj podanego na z. 

A zatóm szeregi (4) posiadają w każdym razie wspólny 
okręg zbieżności i, jeżeli zmienne t; 2,, ... ; z, ograniczymy 
na obszar, leżący wewnątrz tego okręgu doskonałości wszyst- 
kich funkcyj PO„y(z,, =: , zw), natenczas szeregi (4) będą 
przedstawiały funkcye zmiennych ź, £i; ..., £,, które uczynią 
zadość w rzeczywistości równaniom (t) i, dla 40, przywiodą 
się odpowiednio do zy, ... > Zrno. 


Uwaga 1. — Przyjęliśmy, że funkcye zy, +.., no, przywodzą 
się do zera dla 2, =:...==2, =0. Atoli twierdzenia, dopiero 
dowiedzione, utrzymują się, jeżeli tylko układ wartości, 
jakie. funkcye zy, .., s, dla 1,5... =w,==0 przyjmują; a 
które dla skrócenia przez z” ..., Zo oznaczamy, leżą we- 
wnątrz okręgu doskonałości funkcyj BM, (24, 1.2n). Wyni- 
knie to bezpośrednio z toku dowodzenia, jeżeli jako wyzna- 
czyć się mające funkcye wprowadzimy z, — 2%, (A= 1, 2...0). 

UwAGA 2. — Twierdzenia powyższe utrzymują się również 
dla równań kształtu : | 


r n 


D a dz] 
(4bis) $ = 2 y ph, (z5 sgn F zh; By (1 -. 379 Zn)» 


TER 24 =l 
(R a maa 
byle tylko wszystkie funkcye PQ. miały pewien wspólny 
okręg doskonałości. 
Jakoż, wprowadzając dodatkowe równanie 
Aż 


Ponia 
dé 3 
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oz warunkiem, aby dla ¿= 0 było z, = 2, w skutek czego każdą 
z funkcyj P można pomnożyć przez ze , otrzymamy układ 

h 
równań kształtu (4). 


UWAGA 3. — Powyżćj podane twierdzenia mają także miejsce 
wtedy, gdy w równaniach(1) lub (4 bis) funkcye $/%,, każda lub 
tylko niektóre, są ilorazami dwóch szeregów potęgowych 
w pewnym okręgu zbieżnych, potrzeba tylko układ warto- 
ści z%» tak dobrać, aby on leżał w obrębie zbieżności wszyst- 
kich liczników i mianowników i ażeby przy tych warto- 
ciach żaden z mianowników nie stawał się zerem. Jakoż, 
jeżeli ten warunek będzie dopełniony, natenczas wszystkie 
wyrażenia ®/*, dadzą się rozwinąć na szeregi potęgowe ilości 
z, — 2%w, W skutek czego układ równań różniczkowych, przyj- 
mie znowu postać na początku założoną. 


Na podstawie tych wywodów możemy wypowiedzieć twier- 
dzenie następujące : 


« Jeżeli mając dany układ równań różniczkowych cząstko- 
wych kształtu : 


k m 
K 
SW .. Zn) 57 E =7 pa pm (245 21 za) A suk Pij, (Zis. TAN 


i=l1k=l 


(Biet By oro N) 


w których wszystkie wyrażenia Pf, Þ™, są funkcyami zmien- 
nych zależnych z, ... , z, rozwiniętemi lub rozwinąć się da- 
jacemi na szeregi potęgowe i w pewnym okręgu zbieżne, 
wynajdziemy n szeregów potęgowych ilości £, 24, ... , £, 


Zp(ł, Lye ess r) (h=1, 2,...,n), 


któreby równaniom różniczkowym napisanym formalnie uczy- 
niły zadość, tak ażeby w każdém z tych równań wyraże- 
nia po lewćj i prawćj stronie, po wstawieniu w nich zą 
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zn onych szeregów i ich rozwinięciu podług potęg ilości 
t, ©y..., ©, zgadzały się co do spółczynników wyrazów 
odpowiednich, natenczas te szeregi będą w pewnym oznaczo- 
nym okręgu zbieżnemi i będą przedstawiały funkcye anali- 
tyczne, które równaniom różniczkowym także w rzeczywi- 
stości uczynią zadość, jak zostaną dopełnione warunki nastę- 


pujące : 
a) Szeregi 
Zh FZ(0, Lize eog Lr),  (h=4,2,...,n) 
mieć muszą wspólny okręg zbieżności ; 
b) Układ wartości | | 
2 ho = zz(0, 0,...,0), (A =4, 2,...,n) 
musi leżeć wewnątrz spólnego okręgu zbieżności funkcyj 
p™ i p™; 

c) Żadna z funkcyj p™ nie może się sprowadzić do zera 

przy wartościach 
Za ZZŹ p, (Ah =1, Ż, ses pf], 

W szczególności, kiedy funkcye Pf, i P(* są wszystkie funk- 
cyami całkowitemi lub szeregami zmiennych Z reiz Z ZA 
wsze zbieżnemi, warunek (b) sam przez się będzie wtedy 
dopełniony. » 


210. Ciąg dalszy. — Niech będzie teraz dane jedno ró- 
wnanie różniczkowe rzędu n8 pomiędzy zmienną zależną z i 
r+1 zmiennemi niezależnemi /, zy, ..., ly 


(1) P(t, Lires Ir T E EO ah 


w którém 
eer Gyal 2 


EN EEE 
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 przyczem i 


-+ Olą H se > Wy ŚN. 


Załóżmy, że pierwsza strona tego równania jest funkeyą 
całkowitą ilości ć, 24,...%,, z tudzież pochodnych, że nastę- 
pnie nie jest ona iloczynem dwóch wyrażeń tego samego 
kształtu, a nareszcie, że zachodzi w nićj przynajmnićj jedna 
z pomiędzy pochodnych 


z DUŻĄ DUŻĄ 


— —— 0:7 ar jo 
NZ ) Og, ** , dz," 


N 


4 dnz 
dajmy na to zid 


Założywszy to, okażemy, że można zawsze otrzymać sze- 
reg półęgowy czyniący formalnie zadość równaniu (1) 


(2) z = 5 At t D faży kóre + $ (ei mik S ma Ea 
t p. 


a=) ay==0 


w którym to szeregu, sprowadziwszy go do postaci 
R Ç (a) (t—r 
(3) r ETOS 


n pierwszych spółczynników 

(0) (1) ` (n=l) 

290 ZI 4 
będą w ogólności funkcyami: dowolnemi zmiennych 2,,..., 
£., gdy tymczasem pozostałe spółczynniki dadzą się wy- 
znaczyć przez nie za. pomocą danego równania różnicz- 
kowego. 


Jakoż, wstawmy w równanie (1) za z szereg (3) i rozwińmy 
pierwszą jego stronę podług potęg ilości (£ — +). Uważając, że 
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dlą tżzę, 


WI AA 
a przeto pochodna 

Zaje «ar 
zamienia się na 

PAK 4 


RZA .. RY 


znajdziemy, na spółczynnik potęgi (£ — r)”, wyrażenie 
) 


w (u, 

í Jark"Farz 

D(t, 29.-., 2, Byes I. | 
JT, ...0Z5F 


AA ER A (n—1) (n) , 
zawierające wartości z, z,..., z, z, tudzież pochodne n 
pierwszych z pomiędzy tych funkcyi eo do zmiennych 44...2,, 
Przyrównawszy ten spółczynnik do zera, otrzymamy ró- 


1 
wnanie, z którego trzeba wyznaczyć ? jako” szereg potę: 
gowy ilości z4- -04,..., £, — a,. Wyznaczenie takie jest za- 
6) W (n=) 
wsze możebne, jeżeli szeregi z, Z,..., z obierzemy do- 
wolnie, wszelako tak, ażeby równanie, na które się zamieni 
równanie dopiero nadmienione, dla 2, —, ... , Er = ar 


ASRR: RIM AAA AE RSE 
uważając w nióm z jako niewiadomę, posiadało pierwiastek 
skończony i pojedynczy, t. j. jeżeli w równaniu 


(4) P(z, CERET lr Door: 09 tees E O EA 


ną które się zamieni powyżćj podane równanie dla zy = ayris 
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©, = a, w skutek (2) i (8), ilości a,,..., a, tudzież 
Daaq.y, 


gdzie a + a, +... +u, < n a< ntak obierzemy, ażeby, uważając 
w niém bno» ZA niewiadomę, posiadało ono pierwiastek 
ida i pojedynczy. Wtedy bowiem można tak wyznaczyć 


Piko szereg potęgowy ilości z, — ay,..., X, — a, , że uczyni 
on zadość pierwszemu równaniu i, dla 2; =ay,..., £, — a, 
zamieni się na ów pierwiastek równania (4). Widzimy. nadto, 


że istnieje tyle pomiędzy sobą różnych funkcyi 2 ile różnych 
wartości na 0,0..., przedstawia pierwiastek pojedynczy równa- 
nia (4). 

Ażeby otrzymać którąkolwiek z pozostałych funkcy AE Wieży 
pochodnę ite co do t,pierwszćj strony równania (1), uważając 
ja jako RSE ilości £, mieć wtedy będziemy 


esi) Fe + Y(t, Liye ..y dy z,. .., Zap... gr 3. Galę 


NIE 
gdzie © (z,,...,) oznacza pochodnę cząstkową funkcyi ® co do 
Zny* ++ A W; jest funkcyą tak ilości £, 2,,..., £r, z jako téż funkcyą 
pochodnych zg, ...g, W których 


B-+P,+... tB nti 1 B<n+2. 


Podstawiając w znalezionóm dopiero wyrażeniu za z szereg 
(3) a następnie kładąc £=c, mieć będziemy spółczynnik przy 
ET 

i! 


wnadmienioném rozwinięciu wyrażenia © : 


(8) 


(n) (n+i) (0) DE He te, Z à 
, "4 
©(z) 5 r Plr, hess Cr) a RK W ICCE 
AA EN 


Ten spółczynnik należy znowu przyrównać do zera, skut- 
kiem czego otrzymamy równanie, z którego, skoro z zało- 


-n'//rcin ora nl 
J .JJECII.UTU.VI 
J 
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. + (m) . . 
żenia © (z) dla z,=(1,..., £, =a,nie znika, a przeto 
4 
(m) 
P'(z) 


daje się rozwinąć na szereg potęgowy ilości 4,— ay, ..., 
(m+1) i s w 
£, —a,, wynajdziemy z jako szereg potęgowy ilości z, — lise.. , 


£, —a,, który to szereg będzie zupełnie oznaczonym jeżeli ta- 
kiemiż będą szeregi 
(0) (1) (n+i—l) 
FO VREROROI 
A zatém, jeżeli zgodnie z powyższemi warunkami obie- 
rzemy 5,,..., a, tudzież Bua, „a, gdzie a +o + o.. -Hay Śn, a<n 


0 0 (m—l1) 

a następnie z, z,..., z , otrzymamy, po ustanowieniu spół- 
(m) (m+-1) 

czynnika bn,...» naprzód z a potóm po porżądku z, 

(n+2) z ; 

z ,..., i to jednym tylko sposobem, co jest koniecznóm, ażeby 

wyrażenie (2) lub (3) formalnie uczyniło zadość danemu ró- 

wnaniu (1). 


Chcąc jeszcze okazać,| ze szeregi (2) lub (3) czynią także 
w rzeczywistości zadość równaniu (1), należy dowieść, że są 
one zbieżne wewnątrz pewnego okręgu. 


W tym celu kładąc 
(5) (=-+6, w Fen Zr =Q, E E, 


i rozumiejąc teraz przezę szereg potęgowy ilości$, £4,..., ć,, na 
jaki w skutek tego podstawienia zamienia się szereg (2), ozna- 
czmy 


| - fm) a 
dE ri dEn 
odpowiednio przez 


49 
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a pozostałe pochodne 
Janka 


DEDE re. dEr 


w których «+a... +a, <n, wzięte w jakimkolwiek po- 
rządku. przez čnie.: 6s. 


Mamy wtedy : 
d enan _, 
(6) | ję ku żę =. 


Następnie dla h > 0, możemy położyć 


(7) TZ, 


gdzie k jest jedną zliczb4,2,..., s a į jedną z liczb 4, 2, .1.„r. 
Jeżeli bowiem np. cnn == Gę4,..e, natenczas jedna przynajmnićj 
z liczb $4...8, np. B; nie jest zerem,.a przeto mamy 


Dinah pand eetis... Bii... pr k 
LITE d; 
Etl; Ba 4 . .gl—l1,4bi będzie Zawsze jedną Z ilości Cos Cis ...}9 Ły. 


Oznaczając dalćj pochodne cząstkowe co do čo, Gy, sasa Css tO 
jest wyrażenia 
P(r ZK 6; A, PUPA > 0, HË, Gos Cnt-hse : EN 


odpowiednio przez %'(), 9 (4)..., D(&)i uwzględniając (6) 
i(7) mamy : 


| p (tn) SE F= - ji 


k=8—n 


D [eeo] 


K PIO (en) Gusa ] z © ol 


==] 


(8) 
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Nareszcie w skutek (5) mamy 


Ot, 
9 BAR A R R ——=0. 
( ) . dE 1, dE E" ? dE 


Otóż równania (6), (7), (8) i (9) formują dla ilości £, 2,,..., 
Lry Cor 6:.., Cs, które są wszystkie szeregami potęgowemi 
ilości č, Ę,, 6,, układ równań różniczkowych cząstkowych 
tego samego kształtu, jak ten, dla którego ma miejsce twier- 
dzenie wypowiedziane na końcu ustępu poprzedzającego. 
A że nadto staje się zadość warunkom (a) i (c) tamże podanym, 
przeto nadmienione szeregi są wszystkie zbieżnemi w pewnym 
'oznaczonym okręgu, a zatóm także szereg (3) będzie posiadał 
pewien okręg zbieżności i będzie przedstawiał funkcyę anali- 
tyczną czyniącą zadość, także w rzeczywistości równaniu (1), 
DD. d.8. 


Uwaga. — Założyliśmy pomiędzy innemi, że dane równa* 
nie zawiera w sobie przynajmnićj jedną z pochodnych 
NIEJ dtg z 19i á y ) ; ; 
SZ yaan" a Jeżeliby równanie nie posiadało téj 
postaci normalnćj, moglibyśmy je do nićj sprowadzić przez 
wprowadzenie za ć, £i... £y tyluż funkcyj linijnych tychże 
ilości, jako nowe ilości zmienne, jak to wskazała p. Kowalew- 
ska w swój pracy (/. c., str. 18-24). To przerobienie danego 
równania różniczkowego mogłoby się wydawać zbytecznóm, 


PAR Á "M b zda, „| Ong ć 
eżeliby równanie nie zawierając wprawdzie — , zawierało 
J z NZ ? 


myz i 
przynajmnićj jm > gdzie 0 < m <a, podczas gdy w pozosta: 
łych pochodnych , 


Zug» tay 


w nióm zawartych, a < m: 
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Jakoż, biorąc jak powyżćj 


= Y (ry 
T Bl. 


a=] 


i rozwijając pierwszą stronę równania podług potęg ilości 
t— r, otrzymamy naprzód równanie pomiędzy 

0 (D (m 

Z, Z, z 
i pewną liczbę m pierwszych pochodnych z tych funkceyj co 


(0 (O) (m -1) } 
do 24,... Tr. Obierając szeregi z, z, z dowolnie, wszelako tak, 


ażeby równanie, na które nadmienione dopiero przechodzi, gdy 


(m) 
w niém podstawimy z, =a,, ..., Z, =a,, według z rozwiązane, 


posiadało pierwiastek skończony i pojedynczy, możemy wtedy 


(m) . każe . 
z wyznaczyć jako szereg ilości 14 —Q4,..., Wr — a,, czyniący 


zadość równaniu pierwszemu i dla u=da,,...,c, =a,, zamie- 
niający się na powyżćj podany pierwiastek, 


Pozostałe spółczynniki nadmienionego rozwinięcia dadzą 
(m+h) 


nam równania na obliczenie pozostałych funkcyi z . 
Tym sposobem otrzymamy tak samo jak pierwćj, szereg 
potęgowy, który danemu równaniu różniczkowemu uczyni 


zadość formalnie. Atoli p. Kowalewska zauważyła, że jeżeli 
(0)  (m—l) 
ten szereg ma być zbieżnym, natenczas funkcye z,..., z 


nie mogą być dowolnie obrane, lecz trzeba je poddać takim 
warunkom, że można powiedzieć w ogólności, że nadmie- 
niony szereg na żadnćm miejscu (z, £z... £r), chociażby 
najbliższćm miejsca (z, a;,..., a,), nie jest zbieżnym. Odsyłamy 
czytelnika po bliższe wyjaśnienia w tćj mierze do pracy p. Ko- 
walewskićj. W téj pracy znajdzie czytelnik także rozbiór przy- 
padku, kiedy mamy m równań różniczkowych cząstkowych 
pomiędzy m zmieńnemi zależnemi 2, ..., zni r -+4 zmien- 


La 11, a J j a 
= pa-// y | 


ć 
En roin ora nI 
IL[0.//TCIT.OTY.PI 
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nemi niezależnemi £, 24,..., ©, i rzędu odpowiednio ny, nsys sy Nm 
względem zmiennych 2, z,,..., Zn. 
211. PRZYKŁAD. — Niech będzie dane równanie różniczkowe 
cząstkowe : 
1 Ju Pu 
(1) ję TA? e 
dt dr? 


Rozwiązanie tego równania można przedstawić pod posta- 
cią szeregu potęgowego 


GT. —2) (6—t,): 
(2) u= M Nb, CZE = 
a=0 3s=0 


< t—t 
(3) uć — > ba ( z M i 
LET) i 


(4) u= M uo EEA 


Celem wyznaczenia spółczynników u w tém rozwinięciu, 
wstawmy wartość (4) za u w równanie (1); otrzymamy 
wtedy : 


U Jee) (© --2,)* _ „35 Ion A 
Ot al Z a 
ac () a=? 
a gdy porównamy z sobą spółczynniki znajdujące się przy je- 
dnakich potęgach ilości z — z,, będzie 


(W sda A 
Jeżeli więc przyjmiemy dowolnie « iu jako funkcye 


L. 14 Hz 33 ~] 
nttn S /Iroin OKO NI 
|| | L t M a II I U l lil. Ji U. -! 
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zmiennój t, t. j., jeżeli założymy, że dla w=2,: uszy(t) i 


= = x(t), gdzie ọ(ć) i x(t) są funkcye dowolne dające się roz- 


winąć na szeregi potęgowe ilości foi é i zbieżne w pewnym 
okręgu, otrzymamy z (5) 

4 4 
(6) u= go(d, t= x ; 


» 
wstawiwszy zaś te wartości w wyrażenie (4), mieć będziemy 
rozwiązanie ogólne równania założonego 


TS EB go) (c— (c— z)” T 5 KOO) (z— gy. 


de (Qa)! ae Qati)! 


(1) 


«sz 0 


Możemy także tak postąpić. Zakładając 


(c— tiea 
(8) W =>, bas — 
zamiast (4) otrzymamy rozwinięcie : 
O (i—i 
(9) WEZ 2 Ug BI o) . 
B==0 


Wstawiając tę wartość za u w równanie założone (1), mieć 
będziemy 


U - (4) dy (t— 2)? 
Że GI En w BI 


aa 0 
zkaąd wypływa 


2 
(10) ua aiai, 


da? 


Jeżeli więc weźmiemy w, za funkcyę dowolną zmiennćj 
z,t. j. jeżeli założymy że dlat=t,; u=v(z), natenczas 
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równanie (10) da nam 
(11) u, = 04a) 
w skutek czego (9) zamienia się na: 


EW. 


(12) u= A ath pena) ETE 


Atoli szereg (12) tylko przy szczególnym kształcie funk- 
cyi (x) będzie zbieżnym. Jakoż, gdybyśmy np. przyjęli 


W= — = al Er w skutek czego 


ped (a) = F (2) : 


eTA , 
otrzymalibyśmy szereg 


ECP 


a 99 A. (sji ( (t t) 
ud 


który widocznie przy każdćj wartości na ź i z jest rozbićżnym. 


Ażeby okazać, jakiego warunku dopełnić powinna funkcya 
p(x), załóżmy, że 


g(ż) = J c(t t a = 5 c't — h). 
P=0 ZU 


Wstawiając te wartości w rożwinięcie (7) mamy : 


a= 0 P=a 


0 


OEN (t— t)i T(t — z,)* 


at=0 P=a 


i ę HI WN ! Ba 24-11 
PS zp en" = t) jeż3 +, 
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zkąd, dla £ = t, wypływa 
u, = =v(z) = ŻĘ qe 2h (c— 


cy 6. a! 
+2 a a! Ca) 
a= 0 


Jeżeli oźnaczymy przez p ilość dodatną i mniejszą od pro- 
mienia okręgu zbieżności szeregów y(ż)i x(£), a przez yai 
Ya bezwzględne wartości, czyli moduły spółczynników c, i c, 
natenczas z powodu, że gr q.p*=0 i gr y.p*=0, będzie 

a. == (0 a==0 
przy każdćj wartości na « : 
YLI s Ta gp % 
gdzie g jest pewną ilością dodatną. 
A zatóm, jak z wzoru ostatniego wypływa, funkcya (x) po- 


winna być tak dobraną, ażeby, dla dwóch oznaczonych ilo- 
ści gi p, CO do wartości bezwzględnej : 
Spółczynnik przy (z — x)” był mniejszy od 3 ET 1947 


! 
SZ ETL 
co widocznie wymaga, ażeby szereg Ņ(x) był zawsze zbież- 
nym. 

Wszelako nawet w przypadku, kiedy 4(w) jest szeregiem za- 
wsze zbieżnym, szereg (12) może być rozbieżnym. Nastąpi 
to np. wtedy, gdy przyjmiemy 

s U (T—2,)* 
(r) = ta, 
o=}|) (« 3%, 
albowiem podanym dopiero warunkom, odnoszącym się do 
spółczynników, nie staje się zadość. 
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W założeniu, ,że funkcya (x) dopełnia podanego dopiero 

warunku, możemy rozwiązanie (12) równania założonego (1) 
przedstawić pod postacią całki określonćj. 


wo 2 
Ponieważ bowiem | c dh== Vs, zatóm 
23 ar 98 — k —o _2 
$ p O CE Wa f e BH 0, 
Y— o —0 
zkąd 


œ 


1 -* (2) BI R GANI" 
zł St hz ie] e A. 
zf (28!) zj. (28 + 1): 


Na tój zasadzie wzór (12) możemy jeszcze tak pisać : 


3 LS" 28.1, (28 b; szy (2.8! 
a 8. al (e 56 ARE z5] d, 


$= 0 


czyli 


w 0%, 0 |—— isę 
„obop x e r (2ayl— 4)” yeay 
R (29! 


EAP 


B=0 


= 1S} 5) rogi rok Ma 
a że mamy także 


1 kę l ę (anvi=4)"* 
Vad 2 | ' 


(28 + 1)! 


dodając pean ostatnie wyrażenie do poprzedzającego lub 
odejmując je od poprzedzającego otrzymamy ostatecznie : 


ANE TANE WNR) 7 
Tn | e” LO a a Eco vj 
VT J—» 4 


HE n Ja 


| PE 41 "APE = = I a 
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0 2 z 

(13) = f e y(a E30V—$) di. 
Va = 

Ponieważ napisane wyrażenie uczyni zadość rówńaniu za- 

łożonemu, czy weźmiemy znak wyższy, czy tóż znak niższy, 
zatóm można tak napisać 


(A)u=—- JE i "Wlk ANTE) Ne aE, 
Ostatni kształt jest dogodniejszy w przypadku, kiedy 


t—t,<0, wtedy bowiem urojoność zawarta we wzorze (13) 
znosi się. 
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CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH 
CZĄSTKOWYCH I LINIJNYCH ZA POMOCĄ GAŁEK 
OKREŚLONYCH. 


212. Równania różniczkowe cząstkowe i linijne.— 
Badania, wyłożone w trzech poprzedzających artykułach, jak 
z jednéj strony, dostarczyły nam dowodu ścisłego istnienia 
całki równań różniczkowych cząstkowych, wykazując oraz, 
ile funkcyj dowolnych całka ogólna zawierać musi i jakiemi 
te funkcye dowolne być powinny, tak z drugićj strony, dopro- 
wadziły nas one do sposobu ogólnego rozwiązania tychże ró- 
wnań. Sposób ten daje się wszakże wykonać jedynie wtedy, 
gdy założone równanie różniczkowe cząstkowe jest linijnóm 
względem zmiennóćj zależnój ij pochodnych cząstkowych tćj 
zmiennój, czyli gdy ono jest kształtu : 


(1) ADT Ap, F ... € BU =0, 


gdzie w oznącza zmiennę zależną,, j%, p,;. . . pochodne cząst- 
kowe téj zmiennćj, a A,, A,...,B sa funkcyami samych tylko 
zmiennych niezależnych; albowiem wtedy tylko można 
wynaleźć związek ogólny, zachodzący pomiędzy spół- 
czynnikami rozwinięcia, i nawet przez uogólnienie np. badań 
nad całkowaniem zwyczajnych równań różniczkowych linij- 
nych za pomocą szeregów potęgowych, świeżo ogłoszonych 
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przez p. André (Thèses soutenues devant la faculté des sciences 
de Paris, 28 mars 1877), można niekiedy wynaleźć wzór 
ogólny na którykolwiek spółczynnik. 


Pomimo to jednakże w podanym dopićro przypadku 
szczególnym, obejmującym najważniejsze zagadnienia fizyki 
matematycznćj, o wiele prostszym i ze względu na te właśnie 
zagadnienia najdogodniejszym, jest sposób wprowadzony przez 
Fourier'a a udoskonalony przez Poisson'a i Cauchy'ego. Sposób 
ten polega na utworzeniu całki ogólnćj z całek szczególnych, 
których wynalezienie czasem żadnych nie nastręcza trudności. 


Równania bowiem różniczkowe cząstkowe i linijne posia- 
dają widocznie pewną własność spólmą z równaniami różnicz- 
kowemi linijnemi zwyczajnemi, a mianowicie, że summa 
całek szczególnych pomnożonych przez ilości stałe dowolne 
jest także całką. j 


Jeżeli więc U, jest jakąś całką szczególną równania różnicz- 
kowego (1) zawierającą w sobie ilość stałą nieoznaczona (pa- 
rametr) «, natenczas całką tego równania będzie 


u =Zmaka, 


rozumiejąc przez m, ilość stałą dowolną zmieniającą się wraz 
z ilością «; przyczóm prawo zmieniania się można przyjąć ja- 
kiekolwiek. Jeżeli liczbę wyrazów summy przyjmiemy nie- 
skończenie wielką a za m, weźmiemy ilość skończoną, mieć 
będziemy wtedy szereg nieskończony; jeżeli zas za m. We- 
źmiemy ilość nieskończenie małą, np. kształtu F(a)da, gdzie F 
oznacza funkcyę dowolną, mieć będziemy całkę wziętą co do 
æ, t. je wartość na w przedstawi się pod postacią całki 


uż J F(a)uada. 


Wskazane całkowanie może być wykonane między grani- 


aja! dadi Ari |a| 
ILLO .// rcInNn.Ol U. p I 
J 
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cami jakiemikolwiek i jakakolwiek drogą, byle tylko u, na 
tćj drodze nie doznawało przerwy. 


Nie trudno téź poznać, że wyrażenie 


duą 


FIE 


będzie całką równania (1). 


Według tego, co się dopiero powiedziało, zagadnienie spro 
wadza się : do wynalezienia całki szczególnej, któraby zawie- 
rała parameter nieoznaczony, ajeżeli całkę taką znajdziemy, 
będziemy mogli całkę ogólną otrzymać albo pod postacią sze- 
regu nieskończonego, albo tóż pod postacią całki określonćj. 

Jeżeli spółczynniki w równaniu (1) są ilościami stałemi, 
wynalezienie całek szczególnych nie nastręcza żadnych tru- 
dności. Jakoż, niech będzie dane równanie : 


Ju Vu du 
(2) a e + boze + ogg + fg +0 huo, 


gdzie spółczynniki a, b, c, g, h są ilościami stałemi. Probując, 
czy temu równaniu nie uczyni zadość wyrażenie podobne do 
znalezionego dla równań różniczkowych zwyczajnych i linij- 
nych, wstawmy w to równanie 


uz ertet 


Ponieważ wtedy : 


otrzymamy przeto : 
[a$* bab + ca? + fB + ga + h].e St" =0. 
Zakładając zatém 
(3) a$? + bab + ca? + /6 + ga + h 20, 
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mieć będziemy równanie kwadratowe z dwiema zmiennemi 
«ui B. Możemy więc dowolnie przyjąć wartość na jedną 
zmiennę «, a wtedy otrzymamy z napisanego równanią (3) 
dwie wartości odpowiednie na ß 


B= oa) I B=). 


A zatóm, całkę ogólną możemy przedstawić albo pod po- 
stacią summy dwóch szeregów nieskończonych 


(4) u == ZA eo! ZBzecetylać 


gdzie A, i B, są spółczynniki niezależne od «œ i £, albo tóż pod 
postacią sammy dwóch całek określonych 


(5) f fajet tda + [Teee 


gdzie f(«) i F(u) są dwie funkcye dowolne, a granice całko- 
wania mogą być jakiekolwiek. Ażeby jednak takie całki 
ogólne przyniosły jakąś korzyść, potrzeba ilości stałe A, i Ba 
w całce (4), lub funkcye dowolne /(u) i F(u) w całce (5) 
wyznaczyć tak, ażeby się stało zadość warunkom zagadnienia 
szczególnego, jakie się ma na uwadze, które to warunki 
w uważanym przypadku sprowadzają się do tego (ustęp 240) 


ażeby zmienna zależna u i jéj pochodna pierwsza np. u 


przyjęły pewne wartości, gdy za jedną zmiennę np. ć podsta- 
wimy jakąkolwiek wartość początkową np. £= 0; t. j: żeby się 
one dla ¿= 0, przywiodły do pewnych funkcyj zmiennćj «. 
Jak to wyznaczenie rzeczonych ilości stałych lub funkeyj do+ 
wolnych uskutecznić można, okażemy na szeregu przykładów, 
zaczerpniętych z fizyki matematycznćj; przyczćm ograniczymy 
się uwagą rozwiązania przedstawionego pod postacią całek 
określonych, zostawiając roztrząsanie rozwiązań, przedsta- 
wionych pod postacią szeregów, do rozdziału następującego. 
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218. Zastosowanie I. Niech będzie dane równanie 


ÓW. ją JU 
(4) IFA Sa? 


które wyrażą ruch ciepła, jeżeli się ma wzgląd tylko na jeden 
wymiar. Całka tego równania będzie ściśle określoną, przy- 
puszczając ciepłotę znaną 
(2) u= jæ). dlą £==0. 

Ażeby otrzymać całki szczególne, załóżmy 


u= odu? 
skutkiem tego założenia otrzymamy równanie warunkowe 
B =- au. | 


Mamy więc 


sanaat 


na całkę szczególną. Ponieważ « jest ilością zupełnie do- 
wolną, możemy przeto wziąć «aJ/—i za «u, wskutek czego 
otrzymamy : 


PP 
a ę wat 


—ucy=l „= det 
4 easy, Rej 


na całki szczególne. Mnożące pierwszą z tych całek przez eV 


a drugą przez gral a potém dodając je i odejmując, znaj- 
dziemy dwie nowe całki szczególne : 


SA. 24 

e l cosa (£ — X, 
( 

— dać . 

e a sina (£ = A), 


“t 
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Poddajmy teraz ilości stałe lecz dowolne « i A zmianie ciągłćj 
i pomnóżmy np. pierwszą z napisanych dopiero całek szcze- 
gólnych przez y(X)dadA, gdzie 4(X) jest funkcyą dowolną, a 
potóm zcałkujmy otrzymane wyrażenie co do « Od w, do a, a 
co do X od à, do X, mieć będziemy wtedy całkę ogólniejszą 


M p% 
(3) u= HA k Pje Peteos,a(1—X)dudh. 


Dla £ =0 całka ta sprowadza się do 


M p% : 
b f) *(O)cosa(z — dad, 
20 Qo 


według więc warunku (2) powinno być 


h dą 
fasj= $ g paAcosa(r— Xdadh. 


Ponieważ jednak podług znanego twierdzenia Fouriera (Za- 
sady rachunku różniczkowego i całkowego p. W. Folkierskiego, 
t. II, str. 579), mamy : 


f(1)=— S u fo \cosa(x — d)dudh, 


a zatóm żeby uczynić zadość warunkowi (2), a przeto żeby 
wyrażenie (3) przedstawiło całkę ogólną, trzeba założyć 


ŻW, A= ©; PETA ka Bęc 


tudzież 
ty WED ka 4 
pà) FS YJ fA). 
A zatém, zagadnienie w zupełności rozwiążemy, gdy weź- 
miemy / 
1 pfCBA ? ; 
(4) i= T f(eT**teosa(c — dadh. 
— © \ | ~h, 


` 
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To wyrażenie daje się uprościć; podług bowiem znanego 


© n2 


ARE UT zg 
wzoru Laplace'a y ma eosSZNAdZ = mó "> mamy 
=» 
tw (5 —)8 
f etu teosa(e—ìÀ) dh=t ze e— tau, 
v —0 
w skutek czego 
\ 4 = (s—})2 
(3) u= — | 0x = at dA. 
2aYxl Ya 


Ażeby to wyrażenie przywieść do kształtu, pod jakim przed- 
stawiliśmy całkę w równania (1) w ustępie 2115m, napisziny 


n 
+ 


UzA Wi f 
= zy, akad A=ac<2auff 


ch =": ayi du. ; 


w skutek tych podstawień wyrażenie (5) zamienia się na 
Tr 


WER EJ RE gi: ja Zay yt ydy., 
qi | 


co się zgadza w zupełności z wypadkiem poprzednio otrzyma- 
nym. 


Uwaga. — Równanie 

A Ju „du i 
a za O WĘ YU 
M oti 05% 


jeżeli założymy u=e*%, sprowadzi się do kształtu (1) 
50 
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Il. Tym samym sposobem można postąpić z równaniem 


o PER CRA 


które wyraża ruch ciepła w ciele jednorodném. Poprzednio 
uważane ciało odpowiadało przypadkowi, kiedy ciało jest je- 
dnostajnie ogrzane we wszystkich kierunkach równoległych do 
płasczyzny yz. 


Niech będzie 
(7) uż= j(c,y,;z). dla” FW, 
znajdziemy znowu na całkę szczególną | 
eT EC 2+Pit cosa(c —A ) cosh (y — dome 


możemy więc napisać 


D À g U4 
vi ai 1 Ya 1 
d J f A ri j: POru y) 67 AEE cosa (x—)) 
w S * ło *To * Bo * % 


X ceosp(y — u.) cosy (z — v) dudsdydhdudw. 


Według warunku (7) powinno być dla ¿= 0 


Yi p 7 yı Z a 
nua = | S j; f |. Voueosue—eosty—u) 
vo O 49 Y Yo "0 w 


X cosy (z — »)dudpdydidud ; 


a że według twierdzenia Fouriera 


I(Gy;2)= a J J ; J i 1 jl ; | | [ow cosa (x — à)cosp (y — p) 


X cosy (z — y) dadgdydìdudy, 


przeto wyrażenie (8) rozwiąże w zupełności zagadnienie, jak 
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założymy : 
tę =P, = te "ki u = Wy = — © 
a=b 5n =4ZYz+C, 


tudzież 


i 8 0 
YO uy) = 8r? fOuv,). 


A zatćm 


(9) u= 5f [|| [row AGD, cosa (z — X) 


X cosp (y — u) cosy (z — v) dudgdydhdu.dy 
- jest całką ogólna równania (6). 


Sześciokrotna całka daje się sprowadzić do potrójnćj przez 
trzykrotne stosowanie powyżćj przytoczonego wzoru La- 
place'a, w skutek czego otrzymamy ostatecznie 


+% 


ETES z 
(10) "=z f J J emf (oat), 


y +t2anyt, zk 2azy t d5 dy dg. 
214. Ciąg dalszy zastosowań. lil. — Weźmy teraz pod 
uwagę równanie różniczkowe czątkowe 
Su „du 
(4) Je” =U Ja? y 


odnoszące się do drgań poprzecznych, do drgań podłużnych 
, prętów sprężystych i do drgań powietrza w rurach, które 
było pierwszóm, jakiem się zajmowano (D'Alembert, 1747 r.). 
Ażeby funkcya u dała się w zupełności wyznaczyć, potrzebu- 
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jemy ją poddać dwóm warunkom, przyjmijmy więc 


(2) u= f(s) 
Ju dla: teal 
(3) E= F(a) 


Zadanie rozkładamy na dwa: 4° będziemy szukali funkcyi 
u, która czyni zadość równaniu (1) a dla £=0 daje u=/(x), 
ży | , 
cu 


ję 70: 2 będziemy się starali wyznaczyć funkcyę w”, która 


: TEE 5 PANN du” ' 
czyni zadość równaniu (1) a dla ¿=0 daje w = 0, sg STO): 
4 


Summa tych dwóch funkcyj 
u=u+uw 
będzie funkcyą żądaną. 4 
19 Szukamy funkcyi w, która czyni zadość równaniu (1) 
tudzież warunkom 
NĄ | 
PE (0) zy 0 dla Ł=ż 0: 
Wstawiając w równanie założone za u wyrażenie : 
EF, 
otrzymamy równanie warunkowe : 
p =dau, zkąd $=tau. 
Mamy więc jako całkę szczególna 
PCE, 
lub, wziąwszy «\— 1 za x i uważając, że ogólnie : 
e? =£0S5 +i sino, 
nowe całki szczególne 


cosx(« zat) i sina(s Eat. 
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Pierwsze dwie całki pomnóżmy przez czynnik cosah niezale- 
żny od x i £ a dwie ostatnie przez taki sam czynnik sinah. Do- 
dając następnie iloczyny, otrzymamy całkę szczególną 
(4) cosa (x —A + at) + cosa (£ — XA — at), 


dù 


) 50 zdła Y==0, 


która czyni zadość warunkowi 
Z podanych dwóch par całek otrzymalibyśmy także całkę 
szczególną 
(5) sina (x — A rat) — sina (c — A — at), 
któraby uczyniła zadość warunkowi «= 0 dla £ =0. 
ż A | 1 ; 
Mnożąc teraz całkę szczególną (4) przez E fQ)dadh i cał- 


kując co do u ih od —» do +œ ; otrzymamy 


ki: a jl : T f[cosa(e — 1 + at) + cosa (x >) — aty] dad, 


Tt", 


lub, według twierdzenia Fouriera, 


©. w= [æ+ + f(z—at)]. 


20 Szukamy funkcyi w”, któraby uczyniła zadość równaniu 
(1) tudzież warunkom 


w=0, X% = F(a) dla £=0. 


Ponieważ wyrażenie (5) czyni zadość równaniu (1) tudzież 
warunkowi u =0 dla ¿= 0, można je przeto wziąć za całkę 
szczególną. 


Pochodna tego wyrażenia co do £ 


au [Cosa (2 — h + at) + cosas —a— at)] 


http://rcin.org.pl 


790 >- WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH, 


zamienia się dla £t=0 na 
2au Cosa (7 — 2), 


Ponieważ jednak dla £==0 powinno być 


M f(a) 4. f "/p)eose(e ~ k)jdudh ; 


—— JD) 


ażeby więc uczynić zadość także temu ostatniemu W arunkowi, 
dosyć jest wziąć 


mi ŁO sina(c— a eat PET | 
vhf S roet sme aaan, 


= © 


lub ponieważ funkcya pod znakiem całkowania jest funkcyą 
parzystą co do a 


mJ fa no e ZANO =at) Wadi. 


TAAR 


y SO ., 
Ponieważ podług znanego wzoru i 
3 je) ko 7 
e 


0 2 


(Folkierski, Zasady i t. d., t. II, str. 274), całka 
af sina (£ —A + at) — sina(2 + A— at) 

á R 

est równą 0, gdy z + at <A, lub gdy x — at > ìà; jest zaś ona 
równą m, gdy © + ał >XA > r—at, a zatćm wartość powyższa 
ua w zamienia się na 
ca+at 

Fd. 


z—at 


_A 


u = 


3° Dodawszy do siebie wartości (6) i (7) na wiu’, otrzy- 


| 
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mamy całkę ogólną równania założonego (1), dopełniającą 
obu warunków (2) i (3) : 


a+at 
(8) u= ife + at) + f(n — ah] 4- A FQAdh. 
c—at 
TV. — Niech będzie jeszcze dane równanie 
du Ju | ; 
A Ng + YJ ==(); 


wyrażające ruch drgający blaszki sprężystćj; dodajmy o 
dwa warunki : 


(2) | SETI), (OM SŁ EFU, 
du $ 
(3) sy =F(2), dla 0. 


Pisząc znowu w równaniu (l) e***f za u, otrzymamy ró- 
wnanie warunkowe 
B + at= 0,. . zkąd 8 = £ ay —1 
mamy więc całkę szczególna 
+t /—i 
e 7 
lub, gdy weźmiemy aY—1 za « i pomnożymy przez czynnik 


mad |, Si 
e niezależny od z ić, 


zza Nd a(t —2) y sir) 
e e 


zkąd wypływają nowe całki szczególne 
cOsa*ł cosa (t — X), ` 
sina*ć Cosa (7 — 4), 
cosaf sina (£ — X), . 


sina?ć sina (£ = x). 
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Ażeby naprzód otrzymać funkcyę w, któraby uczyniła zadość 

A Ju BYŁ 
równaniu (1) a dla 4=0 dała u = f(z); 5> y = = 0, wyjdziemy 
z pierwszćj z czterech powyższych całek szczególnych, i znaj- 
dziemy 


(4) u =f J” FO cosz?t cosa (x — A) dudh. 
T 
Podobnie, chcąc wynaleźć 6 u, któaby uczyniła 
zadość równaniu (1) a dla ¿=0 dała u =Qi E = Pu, 
NĄ 


dosyć jest wyjść z drugićj z powyższych całek. Tym sposobem 
otrzymamy 


(š) Uc =JJ igj anat cosa (g —h) dadh. 
AP, a a~ 
(24 | 


Żadaną więć całką ogólną będzie 


b W 
> P 4 Ti . EA 
u=u + w =— J $ f0) cosa’t cosa (2 — 2) dadà 


+% . © 
+2 f f P) SE oosa (r —A)dad. 
T, . ki 


—— —0 


UwaGA I. — Funkcyę w można widocznie otrzymać także 
różniczkując funkcyę w” co do £ i wstawiając jednocześnie 
fà) za FO). 

Uwaga II. — Wyrażenie na u można uprościć wykonywając 


całkowanie co do «. Pisząc bowiem we wzorze 


GO 


J cosz?cos2bzdz = y z (cosb* + sinb’), 


—) 


dającym się łatwo otrzymać z wzoru’ Laplace'a, przytoczo- 
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nego w ustępie 2117", 


azsaył 4 j=? 


— A R. i 
-—, mieć będziemy 


EW 
H pa T NU 
T = . <A 
J cosa? cosz( 0 —X) du = 4/ z, | cos >) + sin (=) |; 
2t 2yt ayt 
AGR 
a zatóm 


1 s fe"N* ,. (2—2? | 
x =z |eos( e) acz | ( ma Ja 


i c= 
lub, zakładające ( NF) = = u, zkąd dì = + Yt du, 


po 


0 


4 - 
u aA cosp? + siny?) (£ 2uyi ) dy. 


215. Dokończenie zastosowań. V. — Uważmy równa- 
nie 


1) d? ae ETE a 
SiR bz dy* d)’ 


wyrażające między innemi ruch drgający ciata lotnego i je- 
dnorodnego. 


Ażeby otrzymać wyrażenie ściśle określone na funkcyę u, 
która w zagadnieniu nadmienionćm oznacza zgęszczenie lub 
rozrzedzenie gazu, według tego jak u>0 lub u<0, doda- 
jemy dwa następujące warunki : 


e. u= Rena) | 
( Jü DRR: I „£z=Q. 
(3) z = Fey) | 


Nim sier do rozwiązania tego zadania, przerobimy 
odpowiednio twierdzenie Fourier'a. Dla funkcyi trzech zmien- 
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nych mamy podług tego twierdzenia 


x(Ty,2)= 
(4) 4 PP OYNAK JR 
ga Í J f J l J 7O, uvjċosAcosBcosCdadgdydidydv. 
gdzie =v (cd, B=$(y— u), =y (z —v). 
Ponieważ 


cosA cosBcosQ =? [cos (A + B + C) =+ cos( — A + B + C) 


+ cos (A = B + 0) + cos (A + B — 0), 


przeto całka po prawéj stronie w równaniu poprzedzającém 
rozkłada się na summę czterech całek. Atoli, nie trudno poznać, 
że te cztery całki są sobie równe. Jakoż w drugićj np. całce, 
występuje cos(—A + B + 0)=cos[ — a(x — X) + 6 (y — u) 
` + y(z—vy)]; ponieważ jednak całkowanie co do « rozciąga się 
od—æ do-+-», przeto można napisać —a za a, w skutek 
czego całka druga stanie się równą całce pierwszćj. Tak samo 
rzecz się będzie miała z trzecią i czwartą całką, jak w nich 
napiszemy odpowiednio — B zagi=4zay, co jest dozwo- 
lone, gdyż także całkowania co do ß i y rozciągają się od 
—o do ++». Zamiast więc (4) możemy pisać : 


so pa” WAZA p fi pop ppf J f IK pay)eos[et(1—X) 


+ B(Yy—u.) + y (5—v)] Aj dudy. 


Przystępując do właściwego zadania widzimy, że równaniu 
(1) uczyni zadość wyrażenie 


p OW 4 yy ej i 
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jak weźmiemy 
P= a (a + i + 2); 


mamy więc gałkę szczególną, z którćj można wyprowadzić 
pomiędzy innemi dwie następujące : | 


cos (atya? + B? + 47) . cos [a(0—3) +$(y— u) + (z—v)], 
sin (aiye + B? + y’). cos[a (—) +8(y—u) + (2 — v)]. 
Ażeby otrzymać naprzód funkcyę w któraby uczyniła zadość 


równaniu (1) a dla£ =0Odała w= f(x,y,z), w ==(, pomnó- 
żmy pierwszą z dwóch ostatnich całek przez $, = feys) ) dadg 


dydądud» i zeałkujmy co do każdéj z EM, ilości od — «© 
do +w : tym sposobem otrzymamy żądaną funkcyę 


wag P Pr AA fa )eos(atya? F PF 7) 


(6 | 
X cos [a(0—X) -B(Y—u.) +y(5—v)]dadgdyddudy ; 
albowiem mamy dla £= 0, według (5), w == f(x, y, z), a prócz 
tego jest widocznie = 0 WA. Ł=0. 
Tak samo wychodząc z drugićj całki szczególnćj, znajdziemy 
na funkcyę w”, która czyni zadość równaniu (1) a dla = 0 daje 
i du” 
A SZ F(c,y,z): 
WC zg | ITI. TADRENI [Jr PO jan sin(ażya” + B*+y') 
8r , eA +p’ 
X cos[a(c—X)+B(y — u) +yr(z=v) ] dadgdydadudy. 


I tu także można spostrzedz, że funkcyę w można otrzy- 
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mać, rózniczkując w co do ¿ i jednocześnie wstawiając 
fu.) za F(A u,v) co jest zupełnie naturalnćm ; albowiem, je- 
żeli mE równania (1) weźmiemy pochodnę co doża potćm 


wstawimy Š — "Ey, otrzymamy równanie tego samego kształtu ` 


SPEE y, i 
AŻ dr dy 04 


Ztąd wypływa, że jeżeli równaniu (1) uczyni zadość jakakol- 


wiek funkcya w, natenczas uczyni mu zadość także ——. 


Całki sześciokrotne w równaniach (6) i (7) można sprowa- 
dzić do podwójnych. Zajmiemy się tą redukcyą tylko w ró- 
wnaniu (7). W tym celu uważając a, 8, y jako spółrzędne pro- 
stokaątne punktu w przestrzeni 1 wprowadźając zamiast nich 
spółrzędne biegunowe za pomocą podstawień 


«==sc0s6, f==psin0cosy, qy=ęsindsiny, 
w skutek czego element objętości dud$dy zamieni się na ę* sinb 


dędady, a granice całkowania co do p, 6, $ będą odpowiednio 
równe 0iœ,0i x, 01 2x, mieć będziemy 


t 
(9) es wj g` singot singo dọ SJS” FA suy) dadudz. J, 
gdzie 
10r T = J s J sinô cos (/eos6 + msinócosy +n sinósiny)d1d6 
0 U 


przyczóm, dla skrócenia, założyliśmy 


(M): ccp A) =l, po(y—u)=m, p(z=v)=mi 
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Całkę podwójną (20) lub ogólnićj całkę 
J= f f zlleos0- msinteosy tn sinósiny) sin 6d%d6, 
0 0 


gdzie y jest funkcyą dowolną, można zamienić na po- 
jedynczą. 


Jakoż, uważając rzecz geometrycznie, mamy w J’ rozcią- 
gnąć całkowanie, na całą powierzchnię kuli o promieniu ró- 
wnym 4: albowiem, jeżeli będziemy rozumieli przez $ od- 
ległość biegunową a przez Ņ długość geograficzną punktu na 
powierzchni rzeczonćj kuli, to sinódyds będzie oznaczać 
element powierzchni a y będzie funkcyą miejsca na kuli. 


Uważajmy także /, m, n za spółrzędne prostokątne punktu 
w przestrzeni i wprowadźmy za nie spółrzędne biegunowe 
za pomocą podstawień 


059, m==gsint' cosy, n=«esint'siny, 


natenczas otrzymamy 


z jaca 
ŻE J J z (» cose)sinfdyab , F 
Š 0 S 0 z 


gdzie 


, 


cos s = 00s4c0S% + sin’ sin0 cos (y — v’), 


t. j. gdzie e oznacza kąt między kierunkami (0, 4) i (0, 'Vv). 
z początku układu wyprowadzonemi. 


Ponieważ całka J ma być rozciągnięta na całą powierz- 
chnię kuli, przeto jćj wartość nie zmieni się, gdy kierunki osi 
spółrzędnych zmienimy. Wziąwszy więc za nową oś odciętych 
(oś biegunową) kierunek (6,4) natenczas będzie 6 =0, a przeto 
ESN; ; 
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W skutek tego 


==f] z (p c0s6) dyd,cos8 =— 27 [> (€cosó)cost. 
V 
0 0 


0 


Wracając więc do całki (10), mamy 


2r rA 
—*2sine. 
o ; 


l = — 2% J cos (9 cosb) dcos? = — 


0 


Wstawiwszy tę wartość w (9), będziemy mieli 


(o 2) — m A ż , 
1 s ? sin 
aj w=5 J psinagźdo J J if: ora 


Nareszcie uważajmy X, u, v jako spółrzędne prostokątne 
punktu w przestrzeni, dddudy będzie wtedy elementem obję- 
tości a eałkowanie rozciągać się będzie na całą przestrzeń 
nieskończoną. 


Umieszczając w punkcie (2,y,2) biegun układu bieguno- 
wego spółrzędnych i zakładając 


A—£c=reosłb, „—y=rsinścosy, r—z=rsinósiny 
a przeto 
p=rp, . 
mieć będziemy 


i SZ 0 4% aa A $ 
2am'u' = f sinogtą, | r sin rede | sin0 do | F(x-rcosh, 
v 0 


0 0 


(13) 
y + rsinócosy, z + rsim siny) dy, 


lub, ponieważ według twierdzenia Fourier'a, 


W WH 
2 , ; 
o(a) == J, $ o (r) sinałę sinrędrdk, 
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przeto 


dh i} rF(£x+rcosð, y-+rsinócosy, z= rsinðsiny) 
0 0 


Xsinaptsinrodrdo—utF(x+ atcosh, y+atsintcosy, z+atsinðsinp); 
mamy więc ostatecznie 
=), ja t. a | wizy y +atsin6 cosy, 
(14) 
z +atsinś siny) sin p 
zkąd, podług uwagi powyżéj uczynionéj, wypływa 
AERE E B hT e vardinis 
“=>> t. f(x + atcos8, y+ atsinðcos y, 
DC 4r dt 0 0 
(15) | 
z-+ażsinósiny)sinó dydb. 
Całką więc ogólną równania (1) jest 
(16) u=u +u". 


VI. — Równanie ogólniejsze 


Ju du du Vu « 
E zez I z r Do + (3 = 
(11) JE MY aj dy? dz? 


Toe MEW, Z=czZ 


na 


Całkę ogólną tego równania otrzymamy z wzorów (14), (15), 
(16) wstawiając w te wzory a=1, tudzież z,y, 3 za £, Y, 3 
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A jeżeli następnie w tak uż wzorach podstawimy za 
M 
w,y,z odpowiednio z E otrzymamy całkę ogólną ró- 
“AAN =i 


wnania (17): 


I rolg 


| = tF(x+at cosb, y+ùbtsinð siny, 


z + ctsinð cosy) 48,98 
(18). 


RR, Alę jo tf (z + atcosf, Y bt sinô cosp, 


z + cłsino sing) sin3dydo, 


które dla ¿= 0 daje 


ROZDZIAŁ XXIX 


CAŁKOWANIE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH CZĄSTKO- 
WYCH I LINIJNYCH, DO KTÓRYCH PROWADZA 
ROZMAITE ZJAWISKA FIZYCZNE, ZA POMOCĄ SZE- 
REGÓW PERYODYCZNYCH. 


216. Uwagi wstępne. — Celem otrzymania całki ogól- 
nćj równania różniczkowego, któraby nam dała zarazem 
rozwiązanie zupełne odpowiedniego zagadnienia fizycznego, 
dać sobie musimy dowolnie pewną liczbę funkcyj. Ta 
liczba jest zależną od rzędu równania co do téj zmiennój, po- 
dług którćj wyznaczamy stan początkowy, jak to z badań roz- 
działu poprzedzającego, bezpośrednio wypływa. 


Weźmy np. pod uwagę równanie różniczkowe : 


du „du 

z E ek , 

dt c 
które się odnosi do ruchu ciepła w pryzmacie, i w któróm u 
oznacza ciepłotę, £ czas a © odległość punktu pryzmatu od po- 
czątku odciętych. 


Jeżeli stan początkowy tak wyznaczymy, ażeby ciepłota 
w danej chwili, którą za początek czasu wziąć można, w każ- 
dym punkcie pryzmatu była daną, t. j. jeżeli sobie damy 
u=f(c) dla t=0, to ten jeden warunek wystarczy do wyzna- 
czenia ciepłoty w każdej chwili £; albowiem dane równanie 
jest względem czasu ź rzędu pierwszego. Atoli, jeżelibyśmy 
sobie dali tylko ciepłotę w pewnym punkcie pryzmatu, np. 

51 
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dla z=0, a zatćm, jeżelibyśmy ciepłotę uw poddali wa- 
runkowi u=9 (4) dla «=0; to ten jeden warunek nie 
wystarczyłby jeszcze do wyznaczenia ciepłoty w każ- 
dym punkcie pryzmatu, albowiem równanie założone jest 
względem odległości z rzędu drugiego. Potrzeba więc wpro- 
wadzić =, drugą funkcyę dowolną np. © (4), która daje 
u 
de i 
ite warunki wystarczą tylko przy tóm założeniu, że obręb 
zmienności zmiennćj z nie jest ograniczony, a przeto, że pry- 
zmat uważamy jako nieskończony w obu kierunkach. Jeżeli 
zaś pryzmat posiada długość daną i rozciąga się np. tylko 
od x=0 do z=}, a przeto, jeżeli równanie (założone odnosi 
się tylko do punktów w obrębie od z =0 do z=/, to waru- 
nek początkowy u= f (x) dla «=0 nie wystarcza, oprócz tego 
warunku potrzeba nam jeszcze mieć wartość na u dla x =0, 
i dla c=, jak to wypływa z uwag następujących. 


wartość na w punkcie początkowym «2==0. Wszelako 


Oznaczamy przez 
wartości na u, postępujące podług prawa ciągłości i odpowia- 
dające takimże wartościom 

tz=0;; dn Digg = 6: 

Ponieważ mamy ogólnie : 

Ju; a Wizi — W 
dt pe firi SET t; 3 
przeto, w skutek równania założonego, będzie : 
? du 
w= u, + 6—4) — 
1 0 ( 1 ) Jz? 
NĄ 


U Z + (/4— £,) Ja?’ 


2 
) Un—A 
da? 


Un = Us (En = lu—1) 
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Jeżeliby więe pryzmat był nieograniczony w obu kierun- 
kach, natenczas dając sobie u= ọ (©), za pomocą napisanych 
dopićro wzorów wyznaczylibyśmy ciepłotę w każdej następu- 
jacej chwili ż,, £,.... Jeżeli zaś pryzmat jest ograniczony, na- 
tenczas trzeba znać jeszcze wartość na u dla x =0 i dla z = l; 
albowiem równanie założone i tak samo warunek u= f(x), dla» 
t==(, odnosi się tylko do punktów pryzmatu, t. j. kiedy 


ży; 
0<r</, gdy tymczasem wyznaczenie pochodnych Sa dla 


x=0 i dla x=} wymaga znajomości u zewnątrz tego obrębu. 
Jakoż, jeżeli oznaczymy przez u(i, „) wartość na u; dla z=a, 
a przez h ilość nieskończenie małą, natenczas 


2 
d u; Ulian) T7 DU ay. F Ulia) ` 
dx? hè 


A zatém, jeżeli x = 0, trzeba wtedy znać ug,t..7), a jeżeli zaś 
a= l, trzeba wtedy znać ug. 


Ażeby więc funkcya u była w zupełności określoną, to dla 
jakiegokolwiek ź muszą być dane jeszcze wartości u,n i 
Uqisi4.4), te je skoro przez h rozumiemy ilość nieskończenie 
małą, muszą być dane, oprócz warunku początkowego, 


LEM, UEPOWOCZTH 
jeszcze dwa warunki granicowe : 
TEU, UZ; Z=, U b(t). 


Cośmy tu powiedzieli o równaniu założoném, odnosi się do 
każdego innego równania różniczkowego cząstkowego. 


Weźmy np. pod uwagę równanie 


» 


du a? IPL, Otu du 
pi a 0z? Í 


TAE Tei 


które wyraża ruch ciepła w ciele jednorodném i rozciągają- 
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cóm się we wszystkich kierunkach. Jeżeli to ciało jest ograni- 
czone, natenczas, oprócz warunku odnoszącego się do stanu 
początkowego 


i 50 U SEK (Gta 


‘muszą żbyć dane jeszcze pewne warunki, odnoszące się do 
ograniczenia. Ponieważ każde ciało można sobie wyobrazić 
podzielonćm na nieskończenie cienkie pryzmaty, które łączą 
po dwa punkta powierzchni ograniczającćj ciało, przelo u musi 
być daném według tego, co się poprzednio okazało, dla obu 
punktów końcowych każdego pryzmatu, a zatém dla całćj 
powierzchni ciała. 


Tak samo badając np. drgania błon sprężystych, czyli figury 
dzwiękowe, które wyraża równanie kształtu 


musimy mieć dane, oprócz warunków 


z =f(t,y) 
pe dla £=0, 
J = F(zy) 


odnoszących się do stanu początkowego, jeszcze warunki 
granicowe, odnoszące się do brzegów błony i te warunki 
uwzględnić ; albowiem bez uwzględnienia tych warunków nie 
znalibyśmy jeszcze kształtu onych figur dzwiękowych. 


Uwzględnienie warunków granicowych celem otrzymania 
całki sciśle odpowiadającćj zagadnieniu szczególnemu, jakie 
się ma na uwadze, należy do najtrudniejszych zagadnień ana- 
lizy. Te trudności jeszcze wzrastają, jeżeli np., jak się to czę- 
sto zdarza, wartość funkcyi czyniącćj zadość równaniu różni- 
czkowemu cząstkowemu na powierzchni ciała nie jest dana 
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bezpośrednio, lecz tylko określoną innćm równaniem różni- 
czkowóm zwyczajnćm lub także cząstkowóm. Pomimo to, 
udało się geometrom, jak Fourier (Théorie analytique de la 
chaleur, 1807), Poisson (Théorie Mathématique de la cha- 
leur, 1835), Lamé (Łecons sur la théorie mathématiyue de lćlas- 
ticité des corps solides, 1852; Leçons sur la théorie analytique de 
la chaleur, 1861; Lecons sur les coordonnées curvilignes; Cauchy, 
Exercices l'analyse, etc.), Dirichlet, Dukamel i Riemann (Par- 
tielle Differentialgleichungen, 1869) rozwiązać nawet bardzo 
trudne i zawiłe zagadnienia, prowadzące do równań różni- 
czkowych linijnych. 


Już niektórzy z dawniejszych geometrów, a pomjędzy nimi 
Poisson zauważyli ścisły związek, jaki zachodzi pomiędzy 
analizą, odnoszącą się do rozmaitych zagadnień fizycznych. 
To dało powód p. Ludwikowi Fryderykowi Menabrća do 
przyjęcia sobie za zadanie, ażeby rozwiązać za pomocą 
jednój i tćj samćj analizy wszelkie zagadnienia, jakie zależą 
od równań różniczkowych cząstkowych i linijnych. Zadanie 
rzeczone zostało przezeń rozwiązane w znakomitćj pracy 
« Lois générales de diyers ordres des phénomènes dont lana- 
lyse dépend d'ćquations linéaires aux différences partielles » 
(Memoire della reale academia delle science di Torino, serya 11, 
tom XVI, str. 373-447). Wyłożeniu tego iii p. Menabrća 
poświęcimy pozostałe ustępy. 


217. Gałkowanie pewnego układu równań różni- 
czkowych zwyczajnych i linijnych. — Weźmy naprzód 
pod uwagę układ pewnój liczby punktów materyalnych, do 
. których się odnosi układ r równań różniczkowych zwyczaj- 
nych, linijnych i rzędu næ : 


dru 


(1) MsZĘ dt" 


rj. Qt, > O; gllą PSG Oy, „te, == O, (4=1,2,3,...7); 


w których zmienne zależne w,, ua,. . ., ur są albo spółrzędnemi 
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punktów albo tóż ilościami, od których zależą te spółrzędne; 
My, Mar. e-s Mp Oznaczają masy punktów, lub ilości do mas 
proporcyonalne, a spółczynniki a; , są ilościami stałemi, przy- 
czóm w skutęk związków, jakie zachodzą pomiędzy punktami 
materyalnemi, jest dla każdćj wartości na skaźniki z,k z sze- 
regu liczb |, 2,...,7 i 


2) Qi, TE di: 


Przypuszczenie co do spółczynników a, wypływa z zasadni- 
czego prawa przyrody, mianowicie z prawa równości działania 
i oddziaływania. 


Równania (1) możemy rozwiązać sposobem D'Alembert'a 
(ustęp 1087). Mnożąc je w tym celu przez czynniki nieozna- 
czońe p, i biorąc ich sumę, otrzymamy : 


(PYTA c= ae 
e | mp: Zu H X piai u, |=, 
k 


i 
gdzie sumowanie 4, rozciąga się na ¿= 1, 2,...,r, jak ró- 
i 


wnież sumowanie PY NA ZI 20 eęf* 
k 


Jeżeli celem wyznaczenia czynników p, weźmiemy 


Y a i 
(3) pr Pili DĄ Pilli M Lidy 
- om = arar ada =" 
LĄ ała = a o a = == A 
UŻY Mapa M, Pr 


gdzie à oznacza ilość stałą, mającą się wyznaczyć, a dla skró- 
cenia położymy : 


„> MKPNUp 
O PL E 


M Pı 


(4) 


gdzie sumowanie *y rozciąga się także na h=41,2,..,,», 
h 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTROWE. — ROZ. xxix. 807 


natenczas równanie ostatnie przywiedzie się do : 
Na 


(5) a HAv = 0: 


Temu równaniu różniczkowemu stanie się zadość, jak poło- 
żymy 


e sat 
Posce”, 


gdzie u oznacza którykolwiek zn pierwiastków równania 
u” + A ==0. 
Jeżeli oznaczymy dla skrócenia 

t (E 
(6) arre", 
natenczas pierwiastki rzeczonego równania będą 

Ay GA... 0 TNS 

a zatóm, całką ogólną równania (š) będzie 


c=n 
(7) v= 0t 40,67%... (e = S C; ZAŁ 


+ pal 


Ażeby wyznaczyć stałe całkowania Q,, 0,,..., Ca oznaczmy 
przez Unos Whose; Un" wartości początkowe dla£=0, funkcyi 
uni iójn—A pierwszych pochodnych, a przez Vy, v',,..., VATY 
wartości początkowe funkcyi v i tćj funkcyi n— 41 pierwszych 
pochodnych ; mieć będziemy natenczas w skutek (4) 


PCM UhoP LM Kh u U hoPRMA 
= > j = =) i EDR 
h śe h mp; 
(8) 
n—1) 3 
v”) A - Pumy a 
m M, Ma 
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a następnie z (7) otrzymamy 


5==n p (FR fan 
v kaz x v (i PON ` 
v= S Ga g => S a" 1 (OAR SF aram S uż UC, , 

(GE RE ti FE 

DSA) vi i 

Dy ja S gl(a—1)(25—1)0., 

n= i 
h A=! 


Z tych ostatnich równań wypływa : 


2n—Żo+l ~ qA2n=2e+1) (u—1)(Qu—2a--1) 
a7 S ' a ( n u ) 
Ekint 4 n—1 
Vy sk 7 aa Ea 1 AT =P td =P n=1 dl 
=n 
= S C,[A + alne) + g2l20—10125) 4, ,,, 4 al)n -%0+2)] 
faz] 


gr(łn20+-2p)_ | 
= S$ uwzi 
zal 
Ponieważ w skutek (6) 
q? = 1, "a przeto a" Sata, 24, 
wyrażenie więc 
gt(2n=2u+25) — Å 
yl(20—20+2,) Gas 4 
jest równe 0 lub równe n, według tego czy p jest różne od a lub 
p =o. 3 
A zatém 
y2 ln—2uH) 
w 
—1)(2n—2 
bk gl(n—t)(2n Six) | ? 


jt 


Wstawiwszy tę wartość w wyrażenie (7) i uwzględniwszy ró- 
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wnanie (8), mieć teraz będziemy 


| ky pe SAMA” a ani FR, 
V E --— ce" Kł È UP + =- u m 
nm P 5 | PORAD > pa hoP hth 
h= u k 


t 


1(20—25+1) yn 
(9) (+ e 2 u kPhNy+ 11. 
Ł 


gl(n—1)(20—25--1) 


8 5 

+, (~i), 

A A 2 y U ho pam | 
h ` 


Dla wyznaczenia r czynników p przyjęliśmy » równań (3) 
z ilością nieoznaczoną 4, za pomocą których możemy wyzna- 
czyć stosunki 


przez ilość X, dla wyznaczenia którćj otrzymamy, po wyrugo- 
waniu rzeczonych stosunków pomiędzy równaniami (3), na- 
stępujące ostateczne równanie : 


a, — AM, a 


(10) A Z= EW 


Napisane równanie jest stopnia 780 względem ìi”; jeżeli 
więc oznaczymy : przez A”, ),”,..., 4%, jego pierwiastki, 
przez py, Paws ses Prix Wartości na p,, ps, ..., Pry Odpowia- 
dające pierwiastkowi X”, a nareszcie przez vy wartość ną v 
odpowiadającą temu samemu pierwiastkowi %**%., będziemy 
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mieli w skutek (9) 


(ZR 


$ S o WYS Vu m 
Gho a Ak hoPhsk Mh 
NMP O, fn oP 
p= 


2n—25+1 9(9 
[74 . w 3 g2(2n=2e+1) " 
4 h k h 
al —1) (2n—2-1) a 
s PE" Zał p. Un T I Ph, Mn | 


a nadto, w skutek (4), będzie 


K 
>, MD; ti 


p PA A TE k=41.92...r 
(12) Vi M Pon > ( EAE I ©); 


zkąd nawzajem wypływa 
(13) w= D Byron (6—=1,2,.:.,4), 
k 


gdzie B;,x są ilości stałe, które należy wyznaczyć. 
Gelem wyznaczenia spółczynników B,,+, wstawmy wartości 
(13) na u; w równanie założone (1); otrzymamy wtedy : 


2 Y [ri But ik —r7z= 


e + (ai, B ipkT Gs B.A + ess (isp Br. sz, 


lub, skoro w skutek (5) ` 


d” Uk 
a 


= — Wy 


AIZ Byk aia Bost + -.. + 04,, Brya) — "m, Biy [Vr =0, 


pei. 
zkąd wypływa 
Aliyi Bu: aa liss Ba, 7 +... + lisy B,,; == ==)" KM Biz, 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ íV. RÓWNANIA RÓŻNICZROWE CZĄSTKOWE. — ROZ. XXIX. %14 
lub uwzględniwszy związki (2) 
Cisi SE + azi Bayr RNS "Urs? BATE X Mi Bik; (KZK, ROR r). 


Porównawszy te równości z równościami (3), dochodzimy 
do wniosku, że 


Byki Byki eo t Bryk = Pisk | Pak e | Prts 
czyli, że 


Wstawmy tę wartość w równanie (13), mieć będziemy wtedy 


W A 
(14) n ES ba Ba Uk. 


k 43k 


Ażeby jeszcze otrzymać wartość na B,,, podstawmy war- 
tość (14) na u, w jedno z pomiędzy równań (12) np, w 


są 
> Mi Pin Wi 
zumri toT 


Uh =r. 
MaPish 


otrzymamy wtedy 


i 1 au k 
V, = — — Mu Pin Pikk; 


M, Pyh i Puk k ` 


a że to równanie powinno być tożsamościowóm, przeto mamy 


zkąd, zamieniwszy skaźnik č na A, 


2, 
B+E ke EAU. 1. (ksz 4. 244. 2), 


2 
> mp hik 
h 


(15) 
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a nadto 
(16) 2 "Papi 0, gdy iS h, 

i 


W skutek (15) równanie (14) zamienia się na - 


(17) u= Y pia Z Dy 


; 2 
> aa") hk 


h 


a gdy za vy, wstawimy wartość (11), będzie ostatecznie 


> 3 AE la Ln PEPA ; 
MET: ERT LA iA Lat ŻUuPnsimn 


p" 3 e 
Nk HD a1 h 
> hP hak $ i 
at(2n=Że+1) ~ 


(18) | an2 Su RE danaa, S 
X a U hoP h, Mh y sza u hPh Mht.» 


a(n— 1) (2n—2+1) 5 


+ — u; -0p m| . 
n”1 ad " 15% 
l bw h A 


Z równania zaś (16) daje się wyprowadzić wniosek, że 
wszystkie pierwiastki ostatecznego równania (10) A = 0 są rze- 
telne. Jakoż, jeżeliby to równanie, którego spółczynniki są 
rzetelne, posiadało dwa pierwiastki urojone sprzężone 

u" ==p+qVl—t, M" =p— gy1, 


to natenczas równanie (3) dałoby nam 


Pin = P;+QN=H, por =P; — Q;V=1, 


w skutek czego równanie (16) zamieniłoby się na 


Y mi(P; + Q7) =0, 


l 


równanie, które może się utrzymać tylko wówczas, kiedy 
P, =0 i Q; = 0; 
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albowiem ilości m; jako oznaczające masy punktów, są 
z natury ilościami „dodatnemi. 

Jeżeli więc pierwiastki ostatecznego równania (10) są także 
wszystkie pomiędzy sobą różne, wtedy kładąc we wzorze (18) 
1=1,2,3,...r, otrzymamy rozwiązanie zupełne układu ró- 
wnań (1). | 

Uwaga 1. — Okazaliśmy, że równania (3) dają nam tylko 
wartości stosunków 2? , .. P, > - Z wzoru (18) wypływa, że 

1 1 
znajomość tych stosunków jest wystarczającą. 

UwAGA 2. — Jeżeliby na stronach drugich równań (1) 
znajdowały się ilości stałe c, odmienne od zera, możnaby 
te stałe usunąć, podstawiając w tych równaniach 
(19) wy szwę ię, WIZEŚ.„K), 


i wyznaczając stałe l; za pomocą równań warunkowych 
(20) aa 4 + ae l4+1...+ 0, 7, 20, Ż=1,2,...,7). 


W skutek tego rzeczone równania przywiodłyby się do 
kształtu (1). 


UwaGA 3. — Jeżeli równania (4) oprócz pochodnych co do 
czasu ź, zawierają tylko różnice funkcyj w%,..., ur, po dwie 
wziętych, w tym sposobie, że suma tych równań daje 


i 


natenczas tym równaniom uczynią zadość wyrażenia kształtu : 


MP, *k 
GTE f 
had hP hik 


h 


u; =A + Bt + C+... + Mi” "+ D Pia UZ 
k 


gdzie A, B, G...., M są ilości stałe i jednakie dla wszyst- 
kich funkcyi u, albowiem przez podstawienie tych warto. 
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ści w równaniach (1) wyrażenie A + Be +... „+ Mi"”!, za- 

wierające co najwyżćj potęgę (n — 2)8% czasu £, musi zniknąć. 
Aby wyznaczyć spółczynniki A, B, Q,.., M, uważmy, że 

liczniki ułamków (3), w skutek równości (2), zawierają ilości 

p w tym samym BRYAN w jakim ilości w%,..., u, wchodzą 


do wyrażeń na — * z równań (1) wyprowadzonych, za- 


nN 
: zh 
tém suma tych liczników musi być teraz równą zeru, zkąd 


znowu wypływa, że także suma MIANOWNIKÓW | musi być 


równą zeru t. j. 
N mi pyew Oi 


U 
Wiedząc to, pomnóżmy napisane wyrażenie na w; przez 
m; i weźmy sumę co do t odd t=l do t=r; otrzymamy 
wtedy 


Ym u; E(A + Bt + Ct +... + Mo!) N m; 
m 
AE > Mm Pu. j ma Vh, 
k Lid 


MY] hs k 
k 


X, 
UDA! SRR 0, 


4 


lub, ponieważ 


b miu; = (A + Bt + CP... +M!) Nami. 
i i 


Ztąd wypływa 


Yy 7 > "7 
- My Uio Mi llig Mi; u io 
ai ; 


— n m $ -— : - 1 PA ë n 
A DE A 1 , B KENT A dd G aar Y +... 
> Mi > my > m, 
U U t 
a 
> Mi Uig” 79 
A 
Ms= cy l 
DA 
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UWAGA 4. — Założyliśmy, że pierwiastki równania (10) są 
wszystkie różne pomiędzy sobą, i w tym tylko przypadku 
otrzymamy r odmiennych wartości (14) na v, a przeto 
także rozwiązania zupełne równań różniczkowych założonych 
(1). Jeżeliby równanie (40) posiadało także pierwiastki równe, 
należy postąpić sposobem następującym. Uważmy, że dla 
dwóch pierwiastków àx i à; mamy według (12) 


ie Mi Pim O 207" Pa w, 
— Uis 
m, Pik m, pu 
Dajmy na to, że yu=3%; zakładając wtedy naprzód, że 
N==% + £, gdzie e oznacza ilość nieskończenie małą i uwa- 


żając, że tak v, jako tóż 3i jest funkcyą ilości 4, mamy : 


V= Vg +ŁE i. e AR Leia i (z) +: da 


dv 
dn, OB) GT Pik 


W skutek tego drugie z powyższych dwóch równań za- 
mienia się na : 


dux Mi Pir y 02% d (p 
Vy £— = —— | — IU +... 
y dh dw My Dk. Rapa m, dàr (E i 


` 


a po odjęciu pierwszego i podstawieniu = 0 : 


Di =X" mi = (z pa) 
„Wazę u Uje 
M, dh, \Pin 


"Zamiast więc drugiego z nadmienionych dwóch równań 
wziąć należy równanie ostatnie. Ztąd widoczna także, jak po- 
stąpić należy w przypadku więcćj niż dwóch pierwiastków 
równych. 


To postępowanie nie różni się zresztą od sposobu, poda- 
nego dla przypadku traktowanego w ustępie 87, 
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218. Sposób p. Menabre'a całkowania równań róż- 
niczkowych cząstkowych i linijnych. — Wyobraźmy 
sobie teraz, że układ punktów poprzednio uważanych tworzy 
ciało ciągłe. Funkcye czasu w, u,,..., ur, odnoszące się do 
punktów poszczególnych, będa teraz  funkcyami ciągłemi 
także spółrzędnych i każda będzie mogła być wyrażoną 
przez jednę z nich u; tudzież przez jéj pochodne cząst- 
kowe co do spółrzędnych, jak to bezpośrednio wypływa 
z pierwszych zasad rachunku nieskończenie małych. Zamiast 
więc układu r równań (1) mieć będziemy teraz równanie ró- 
żniczkowe cząstkowe i linijne 

OPPEN IE 


(21) mię + Au a Ria E, E 


odnoszące się do któregokolwiek punktu ciała uważanego. 


Z równań (3), które możemy także tak pisać : 
%) A 1 Ap 
Mi PAŁ > Ph dn, i = 7 pna;n [w skutek (2)], 
A T 


AEA Z GWI 


/ 


czytamy, że ilości py, Pa, ... , p, wchodzą do wyrażenia na 
a . . . 
m;pii w tym samym sposobie, w jakim w, Ugs... , Up, Wcho- 
dzą do wyrażeń: naż 2 mę E wypływajacych z: tównki 
zą y í ig ? WYPiywajacych z równ 
(1); a że te wyrażenia zamieniły się teraz na 


Au +B Fri R AdGAŃ | 


... 9 


Dardy dzY da” dy”'dz” 
przeto mamy 
(22) mp” =Ap+ B> 


Jr” a NAŃ dz” dy* dzY 


Oprócz równania (21), odnoszącego się do które gokolwick 
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punktu wewnątrz ciała, równania (1) dadzą nam jeszcze 
równania odnoszące się do punktów, położonych na gra- 
nicach ciała. Nazwijmy te ostatnie równania równaniami 
(G). Z tych równań (G) otrzymamy nowe równania (U) ze 
zmienną zależną p, tym samym sposobem, jakim wyprowa- 
dziliśmy równanie (22) z równania (21). 


Całkowanie równania (24) wypływa z całkowania układu (1). 
A więc, naprzód należy nam wyznaczyć wartości na 4* 
i tym wartościom odpowiadające wartości na p. W tym 
celu należy całkować równanie różniczkowe (22). Jeżeli to 
równanie jest równaniem różniczkowóm zwyczajnóm, otrzy- 
mamy natenczas po zcałkowaniu ilość p,. wyrażoną przez A 
z pewną liczbą stałych dowolnych. 


Jeżeliby zaś to równanie było równaniem różniczkowóm 
cząstkowóm z trzema zmiennemi niezależnemi z, y, z i tylko 
w jednym wyrazie zawierało różniczkowanie co do zmiennćj 
c itylko co do tćj zmiennćj, to postępując z tém równa- 
niem tak samo jak z równaniem (24), otrzymalibyśmy nowe 
równanie z dwiema zmiennemi y i z..Jeżeliby i to nowe 
równanie zawierało tylko w jednym wyrazie różniczkowanie 
co do zmiennćj np. yito tylko eo do téj zmiennćj, to po- 
wtarzając to samo postępowanie, otrzymalibyśmy równanie 
różniczkowe zwyczajne z jedną zmienną niezależną z. W każ- 
dym przeto razie możemy sobie wyobrazić za pomocą cał- 
kowania równania (22) ilość p, wyrażoną przez zmienne z, y, 
z, przez ilość \, tudzież przez pewną liczbę stałych dowolnych; 
te zaś stałe wejdą do wyrażenia na p w sposób linijny, gdyż 
równanie (22) i wszystkie następne są linijnemi. 


Wsławiwszy następnie tak otrzymaną wartość na p w ró- 
wnania (T), otrzymamy związki linijne i jednorodne co do 
ilości stałych dowolnych pomiędzy samemi ilościami stałemi i 

Ba 
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i ilością %, z tych związków wyznaczyć zdołamy stosunki 
wszystkich stałych do jednćj z nich, podobnie jak równa- 
wnania (8) wystarczyły do wyznaczenia r—41 stosunków 
o id à po wyrugowaniu fzeczonych stosunków pomię- 
1 i 

dzy równaniami granicowemi (T) otrzymamy równanie kot 
cowe A==0 na wyznaczenie X*, Liczba rozmaitych wartości 
na at była pierwćj równą liczbie r zmieńnych zależnych 
U; Ways. ss wy W uważanym więć przypadku będzie ord fiie< 
skończenie wielką, a przeto; równanie końcowe A==0 Miüsi 
być przestępńóm, 


Wyznaczywszy tym sposobem wartości na 4, następnie stałe 
dowolne (a raczéj stosunki tychże stałych do jednćj z nich, 
co wystarcza), wprowadzone przez całkowanie równania (22) 
a odpowiadające rzeczonym wartościom nań i tém samém 
wyznaczywszy wartość na p, otrzymamy rozwiązanie zupełne 
równania (21) z wzoru (18), jak w tym wzorze za ilość 
m, oznaczającą masę punktu, położymy masę elementu ciała 


dm a sumowanie i zastąpimy całkowaniem, rozciągniętćm 
h 


na całą objętość ciała. 


Tym sposobem znajdziemy 


= tzn 
uz: Pr , S etat] | upidm 
pi k=A | pidm = 


gena 


2(2n—3p-+1) 4 
(23) {+ fe „pidm + —Ę u” pydm + 1. 


k 
(n—1)(2n—2ę+-1) 
+ jam $ upud |; 
k 


ksza 
gdzie przez X, rozumiemy sumę rozciągającą się na roz- 
kez 
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maite wartości X; przez f całkę rozciągającasię na całą objętość 
=n 


ciała ciągłego a przez S sumę rozciągającą się na wartości 


gal 


pierwiastka neo z(— 1). 


* 

Jeżeli zamiast jednego ciała ciągłego mamy układ więcćj 
ciał ciągłych i więcćj punktów materyalnych, oddziełótych 
jeden od drugiego, wtedy dla każdego ciała ciągłego będziemy 
mieli równania kształtu (21) i (22), a óprócz tego mieć bę- 
dziemy równania granicówe odnoszące się do powierzchni, li- 
nij, punktów zewnętrznych i punktów styczności pomiędzy 
częściami składowemi danego układu ciał. 


Ilość X*, która będzie jedną i tą samą w tych wszystkich 
równaniach wyznaczymy, jak pomiędzy całkami równań 
kształtu (22) i równaniami granicowemi wyrugujemy wszyst- 
kie stałe dowolne, wprowadzone przez całkowanie równań 
kształtu (22); tym bowiem sposobem otrzymamy równanie 
końcowe A =0. Wyznaczenie stałych dowolnych uskuteczni 
się za pomocą równań granicowych. Zrobiwszy to wszystko 
otrzymamy następujące są ogólne na u: 


Ee 29—1 ; 
u=- eż Art IE Mp). 
A sfr Yi 
n—2at1 
(24) | +2 de upidm) = £ (žump +2 J uypedm) + a 
k 


—1)(żn=2e+-1 ' 
se". 1)(2n—2e+-1) (zu Ymp.+ 2 fw "pdn) | 


Ant 


i 
gdzie £ wyraża sumę ze względu na wszystkie punkta odo- 
sobnione i ze względu na wszystkie ciała ciągłe, które układ 


tworzą. 
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W przypadku szczególnym, kiedy n= 2i n=l otrzymamy 
wzory odnoszące się do teoryi drgań małych i do teoryi roz- 
chodzenia się ciepła w ciałach stałych. 


I tak dla drgań, biorąc w (24) n=2 i uważając, że 
ry 
u=e ? =V—4, otrzymamy po wykonaniu łatwego upro- 
szczenia : 


k=1 


RI za Luym 
MLE y TEA AR: EA oMPk 
Imp’ + 2 » p”xdm 
(25) +2 k upedm cosł,t+ 2 (žump 
e Ak 


-H z | upada simda | . 
| 


Dla rozchodzenia się ciepła w ciałach stałych, biorac w (24) 
n=l,a=—1, mamy | 


k= : Dk A 
(26) WIE e, Impa +È [Pda (zumm D J upidm) eut. 


Wyłożona dopiero teorya obejmuje prawie wszystkie zasto- 
wania do fizyki matematycznćj ; zachodzi wszakże jedna tru- 
dność a mianowicie, że zbieżność szeregów we wzorach (23), 
(24), (25) (26) nie jest ogólnie dowiedzioną. Chociaż ta zbież- 
ność daje się dowieść w przypadkach szczególnych i nader 
ważnych, to jednak, dopóki nie będzie można tego uczynić 
w całéj ogólności, wypadki na podstawie téj teoryi otrzymane 
wymagać będą w każdym przypadku szczególnym sprawdzenia 
pod względem zbieżności. W przypadkach najważniejszych 
sprowadzają się te szeregi do znanych szeregów Fourie- 
rowych. 
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Zastosujemy teraz tę teoryę do kilku zagadnień fizycznych 
i przy tćj sposobności powtórzymy na przypadku szczegól- 
nym i bardzo prostym wszystkie poprzednie cokolwiek zawiłe 
wywody, a to dla lepszego zrozumienia rzeczy. W dyskusyę 
wszakże otrzymanych rozwiązań nie będziemy się wdawali; 
w tym względzie odsyłamy czytelnika do prac fizycznych spe- 
cyalnych. 


219. ZAGADNIENIE I. — « Wyznaczyć ruch oscylacyjny nitki 
giętkićj i niewydłużalnćj, która dźwiga różne masy, umiesz- 
czone w r punktach jéj długości ». 


(MENABREA : Memoire della reale academia di Torino, ser. II, 
t. XV, str. 205). 


Niech as a, Qy.. ., Q,_4 Ar, będzie położenie nitki w chwili t. 


Oznaczmy przez my, Mas Mayo. 2, Mir, M, Masy, umieszczone 
w punktach "a,, Qy, 4, .+ «> dy—q, ary praz Ty, T yi- Toa Wy- 
prężenia kawałków a4a,, as03,..., Q,_10,; przez 4, lj. ss bra 
długość tych kawałków nitki a przez Zy, Y4; Ty, Yą3.--3 Lrs Yr 
spółrzędne prostokątne punktów a,, a, ..., dy. 


Równania ruchu uważanych r punktów materyalnych, 
które wyobrażamy sobie, tylko dla uproszczenia, znajdują- 
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cymi się zawsze na tćj samćj płasczyznie, są więc następujące : 
dla punktu skrajnego a, : 


dz. ByE 
My JA 1 T; PTE. — 
dy, _ ` Y y, Y, . 
A AARE 
dla punktu bieżącego a;: 
Pri T; Ci — Ti DA Li — Cz 


ide z 


AST 


dy i yi — Yi 
Mi- z =< 2d Yi ae 0 A l, 
dla drugiego punktu skrajnego a, : 

mę =— Tr Ly = Dym 


"qe n ik 


t # úg p= frel , 
m dE = — Ty kys 
Ponieważ równania ruchu w kierunku osi odciętych są takie 
same, jak te, które się odnoszą do ruchu w kierunku osi rzę- 
dnych i są od tych ostatnich niezależne, przeto weźmy pod 
uwagę tylko te ostatnie, Pisząc je pod postacią : 


mpn- TY 20, y 


dy; le yo BOG T; BR 
(a) hd: 7) aii sky Yi- + (+ Pu r= 


(iae Dirin r = 1) 


ką: dek Solal (bli 
Ai AT: TAM 


My 


widzimy, że one są zupełnie tego samego kształtu co równa- 
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nia (1) w ustępie 21%", a mianowicie, że zachodzą tutaj ró- 
wności (2). 


Jeżeli te równania pomnożymy odpowiednio przez p,, 
Pi, pri dodamy do siebie, wtedy biorąc, dla wyznaczenia 
czynników p, 


T P 
Pmp, Rea + P+ + FA kod 
Vmi pi + TZ Pi— — (+ z) {+ Toe =0; 
i— j— i i 


tudzież, dla skrócenia, pisząc 


(c) V = My Pi Yı + M4 DY H M,Pyr Yr = X Ma Prym 


h 


mieć będziemy równanie różniczkowe zwyczajne linijne i 
rzędu 280 


dv 
(d) gp + 0020, 


którego całką ogólną jest 
(e) - v=Qsin(xć + y), 
gdzie © i y są dwie stałe dowolne. 


Rugowanie ilości p pomiędzy równaniami (b) prowadzi do 
równania końcowego 


Asz. 


które względem 3* będzie stopnia 780, Każdemu inszemu pier- 
wiastkowi odpowiadać będą inne wartości na p. Oznaczmy przez 
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Dys ks- -, Pror Wartości na 74,..., pr a przez vr wartość na v, 
odpowiadającą pierwiastkowi X%,. Mieć będziemy wtedy, za- 
miast (e), 


v, = G, sinfQ4ł +y), 
Ug = (07 sin(dć + Ya)» 


(f) 


Ur = Crsin (àrt C yr) k 


a że, w skutek (Cc), także 


v= w MyPnAY hs 
h 


Va = p MiPns2Y/h» 


h 


(30 
Ur = m Mi Phir Yhs 


przeto nawzajem 


Y = pa By: sin(4ł A> YE) 
k 


Yi = >. Bazsin Ot + Yr), 
k 
Yr = 3) Bra SIN(Ął -+ Yz) 
k 
Celem wyznaczenia spółczynników B;ą wstawiwszy napi- 


sane dopiero wartości na y4; y,,...,yr w równania (a)i wypadki 
podstawienia porównawszy z równaniami (8), znajdziemy 


Bir = Pik 3 


CZĘŚĆ 1V. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZASTROWE, — ROZ. XYIX. 825 


a zatóm. 


(0) m= Dpi y); (A1, 2...7). 


Ażeby jeszcze wyznaczyć stałe dowolne yx, znać potrzeba 
stan początkowy. Oznaczmy przez Yno Y m Wartości począt- 


kowe, dla £= 0, spółrzędnój yn i jéj pochodnój %* 
Według P) i (c) mamy 
(h) GisinQył + ya) = 2 MyPh,kY hs 
lub, gdy po prawój stronie za yn wstawimy wartość (g) : 
CisinQsł ya) = bà X miprepnsim Oit yi). 


Ponieważ napisane równanie powinno być tożsamościowém, 
przeto 


(i) C= Ampak, 
h 
a nadto, mamy 
4 
AUE 
(k) | 06=4mpiipu dla kt. 
h = 


Dzieląc równanie (A) przez (ż), mamy 
2 

kai TUP, sl 
"GB m,p'h,k 
zkąd przez różniczkowanie co do £ wypływa 

d 

D mpa PS 7 
M Fred h,k 


sin (yt + e) FE 


COS (ul + yx) = = 


Ga IJ . 
natta: /l rnn ara Al 
IIY'//VCIN Ol Di 
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„Jeżeli w dwóch ostatnich wzorach podstawimy ł= 0, ofrzy- 
mamy 


SIę | Tal 5 
a> MyPh,kY ną Mp Ph,k Y ną 
s COTS "rę 
b MP h,k dk ACZ 
h hi 


Wstawiwszy teraz wartości otrzymane w wyrażenie (g), 
mieć będziemy rozwiązania zupełne równań założonych : 


a 
| kær > Ma Ph, k Yno 
Pik Li COS Ànt 
N 


2 Mn Ph, kY ho \ i 
Pph e l Sinke , = T; y fęsze sth 
de La MD’h,k 


220. ZAGADNIENIE II. — « Wyznaczyć drganie poprzeczne 
nitki materyalnćj i jednorodnćj, przytwierdzonćj dwoma 
punktami końcowemi i poddanćj stałemu wyprężeniu P. » 


Weźmy prostę łączącą punkta A i B przytwierdzenia nitki za 
oś odciętych a prostopadłę do niéj w punkcieAza oś rzędnych, 
długość nitki oznaczamy przez /, jéj gęstość przez p a przekrój 
przez w. Równania ruchu otrzymamy z równań (a) zagadnie 
nia poprzedzającego, jak przyjmiemy h=k4—=...=/,_,=dz, 
Mm; = podz, T =T; =...= T,_, =P, a nadto, ponieważ końce 
nitki są przytwierdzone, założyć należy mm =m = œ , lub 
y =0, dla c=61 UR 2 EL. 


Dla punktu bieżącego nitki mieć więc będziemy : 


Wy P 
pode E= m (Yen — Yi + Ym), 
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lub, ponieważ teraz 


dy 03 
(2) MTA g 


Pierwsze i ostatnie równanie (a) dadzą nam równania gra- 
nicowe (G); mianowicie, skoro m, = Mm, = œ , będzie 


! IE 4. M6 Z 
(a') ja =0 das=0, 
, 3 
(a”) ja =0 dla z =l 


Równanie ogólne (b) zamieni się teraz na 
węde H I (Pisa — Pi— Pim) = 0, . 
czyli 
(8) | p at TĘ=0. 


Pierwsze zaś i ostatnie równanie (b) dają, z powodu 
M, = Mm,== w, 


(8) p> UM c=0, 


($') p=0 dla r=.. 
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Równania (8) i (£') są równaniami granicowemi, któte 
w ustępie 218vm nazwaliśmy równaniami (T), i które tym sa- 
mym sposobem otrzymują się z równań granicowych («') i 
(«'), jakim równanie (8) otrzymało-się z równania (u). 


Całkowanie równania (8) daje 
(7) PE Esin (+ e); 


wstawiając tę wartość w równania granicowe ($') (ß”), otrzy- 
mamy 


Esin:=0 i  Esin (x + :)=0; 
zkąd 
zzsQzyni 11 ZSZPRyYn W JarNsEt 
a 


gdzie k jest liczbą całkowita jakakolwiek. W skutek tego (y) 
zamienia się na 


krr 


(5) PęTE E,sin I : 


Wstawiwszy nareszcie tę wartość na pz za p,,x we wzorze 
(m) ustępu poprzedzającego, tudzież założywszy w nim m, = 


h=r 


kar. PE ; i 
pwdz, iw i zamieniwszy sumowanie po na całkowanie 
h=l 


l 
F ; otrzymamy jako rozwiązanie zupełne teraźniejszego za- 
© 
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zagadnienia 
f t kiz; 
yasin -y dz 
pre sin 7 L SET 
= | f | kre 
sin dx 
i e 
į knz d 
y 9510 At P 
ps A sin F47 4 a 
kan ih knz l 
l ay i dx 
eo 


ZEW 
(e) y aa) p sın VR 308 7 7 
zzi 0 
ki DOE À sin krx sin kart since dx 
aT kad k T | GR A ac h 
0 


Ten wzór daje nam rozwiązanie zupełne zagadnienia. 
Uwaga. — Napiszmy dla skrócenia 


i 
3. k 
A=7 | ysin ZE zd. 
NO 


l 
9 , 
B; = ; Jy.sa > dĘ, 
0 


S30 © WYKŁAD NAUKI O RÓWNANIACH RÓŻNICZKOWYCH. 
tedy (2) zamieni się na 


k==© 


yżż > A; Cos SC sin kra 


E z 


i B . kant ; kre 
+r a E Sin = sin SP 


„ kia T krr 
Ho= X Axsin ga" o= È Bisin =. 
k=l K=l L 


Dajmy nato, że 
y, =/(2) Yo = F(z); 
otrzymamy wtedy 


k= 
f(x) E Ş Asin > dz, 


ror 


gdzie 
IEPS. 
2 URO ACE 
A= J 10 sin SEE 6. 
k 
0 u 
tudzież 
kw Pas 
F(2) = 2 B,sin de, 
gdzie 


92:f" I: 
s.=7 [76 sin TE dg, 
0 


Przyszliśmy więc do wzoru Fourier'a, dającego rozwinięcie 
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funkcyi dowolnie danćj między granicami 0 i l na szereg pe- 
ryodyczny (Folkierski, Zasady i t. d., tom II, str. 562). 


Przyjąwszy ten wzór jako wiadomy, możemy znaleźć roz- 


wiązanie równania («) przy warunkach ) 
y=f(2) |) 

(4) Š | dla t—=0, 
CY —— 

tudzież 

(6) | ysE0 da WEU Idm LEI 


podług zasad, wyłożonych w ustępie 242mm, 
Jakoż, równaniu (x) uczyni zadość 
y = ert Pt; 
jak weźmiemy ß? = a?a*. Mamy więc jako całkę szczególną 


PAC at 
e PM aS 


lub, gdy za « położymy «aY—1 i zauważymy, że ic Coso 
+y—1 siny, cztery całki szczególne 
sinar cosaał, 
singz sinaat, 
COsax Cosauć;, 
cosas sin dał. 
W skutek warunku y =0 dla æ =0 należy odrzucić dwie 
ostatnie całki jako niedopełniające tego warunku. Ażeby 


następnie było y=0 dla «=, to w dwóch pierwszych 
ilość «, dotychczas nieoznaczona, powinna uczynić zadość wa- 
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runkowi ` 


, 


al= kr, zkąd af 


mamy więc dwie całki szczególne przydatne i dopełniające 
warunków (6): i 


śin T cos s g 


. krx . kart 
sin = sin 2 A, 


Ażeby naprzód wynaleźć funkcyę y,, któraby czyniła zadość 
równaniu («) a dla ¿=0 dała p= fia) MH = należy 
wyjść z całki pierwszéj i dość położyć 

ksze 
k kant ` 
y, = M Asin E cos ame: 


l l 
kE 


gdzie według powyżéj nadmienionego wzoru Fouriera być 
musi 


; l 
2 . krę 
n= | rosa dé. 

0 


Podobnie chcąc otrzymać funkcyę y,, któraby czyniła zadość 
równaniu («) a dla £= 0 dała y, =0, hi = F(x), dość po- 
łożyć 


L Bi . knæ . kant 
P PON ZE: sın wy z 
gdzie, według wzoru Fourier'a, 


l 


B= [TOn e. 
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Wziąwszy sumę wyrażeń na y, i y, 


Y=Y ŁY 


otrzymamy wzór (e). 


221. ZAGADNIENIE III. — « Wyznaczyć drganie poprzeczne 
błony jednorodnćj, kształtu prostokątnego i jednostajnie wy- 
prężonćj. » 


Wziąwszy dwa boki prostokąta OA i OB za osie z i ya 
_ prostopadłę do płasczyzmy prostokąta w punkcie O za oś z, 
otrzymamy dla drgań poprzecznych błony następujące równa- 
nie : 


d3z d3z dz 
4 — Z 2 — — 
w) JA =" (= R p) 


(Lamć, Leçons sur lélasticité, str. 107). .Równanie (1) odnosi 
się do któregokolwiek punktu znajdującego się wewnątrz pro- 
stokąta, t. j. jeżeli 0A =a, 0B = b, ma ono także miejsce dla 


0<z<a, O<y<h. 
Na brzegach mamy z =0, warunki więc granicowe sprowa- 
dzają się do : 
(2) z=0 dla c=0, c=a; tudzież dla y=0, y=t. 


Prócz tego mamy warunki, odnoszące się do stanu po- 
czątkowego, 


(3) 
Równaniu (1) stanie się zadość jak napiszemy 


(4) z = $Spsin (Mt + 4). 


gdzie sumowanie X rozciąga się na rozmaite wartości 2, które 


53 
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wraz z odpowiedniemi wartościami na p i y wyznaczymy przez 
całkowanie równania 


%p dp 
2 
(5) : Ap—e (3 +) = 0 


w połączeniu z równaniami 
(6) ps=0. dla z=% o24, cysE0>1 YSSY, 
wypływającemi z równania (2), tudzież za pomocą wzorów 


M pb 
f f spe [| ot ydr 7 y z „pdydz 
0 0 


siny== OT U"UZIW 4 COSTEŻ kz; 
si b pdydz T T p'dydz 
0 0 
Ponieważ równanie (5), które także tak pisać można : 


09 _ sis dp 32 
NE 000% 


jest jeszcze równaniem różniczkowóm cząstkowóm i linijnóm, 
przeto stosuje się doń uwaga uczyniona w ustępie 2187m, 
Ażeby więc otrzymać jakąkolwiek wartość na p stosować na- 
leży do tego równania sposób ogólny. Otóż uczynimy mu 
zadość, pisząc 


(8) p= q sin(ut + a) 


i wyznaczając q i y. za pomocą równania 
(9) wI — 7 x473 

w połączeniu z warunkiem granicowym 

(10) 9—=0 dla y=0 i y=, 


który wypływa z warunku (6). OS 
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Całka ogólną równania (9) jest 


= Bsi X? 2 3 
qs=Baiżtgą fi jA +8); 


a że w skutek (10) mamy 


Bsing=0, Bsind\/¥— w =0, 
(4 


zkąd 
A s 
Gy adi OCE 
przeto 
4 =Bsin d Yi. 


Wsławiwszy tę wartość na 4 w równanie (8), mamy 


p=Bsin(uz + a) sin A 


a, że w skutek równań (6) 


Bsina=0 i Bsin (uu) =0, 


zkąd 
(12) a=0, LS 
przeto 
3 pag malla kry 
(13) p= Bsns sin =y > 


gdzie B jest ilością stałą, która się następnie sama wyruguje. 
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Nadto z równań (11) i (12) wypływa 


14) L= er a 


Wsławiwszy te wartości na p i A w wyrażenia (4) i (7) i za- 
uważywszy, że 


iE t kry ab 
E aY . ET 
in*— sin? — dydz = —. 
1. J ka, AP za obć 
0 0 
otrzymaniy 
| TĘ BF 
(5) "= NE B sin EE sin "FU Li sin (czt att)» 
i=l k=l 


gdzie, uwzględniwszy zarazem warunki (3) będzie, 


| Bsiny= AMG (a,p)sin Z2 f sin MR dęda. 


(16) 
B cosy = - pt [res a,b) sin sin FE agda. 


aber VER a 


UwAGA. —Założywszy we wzorze (15) / =0, a przeto pisząc 
(x,y) zaz, otrzymamy : 


i== k=x 
lz . 
fey = PDZ V Aż4sin Z sin 7 , 
i=l A 


gdzie według (16) 


= f(a,B) sin" sinit, 


Przyszliśmy więc do wzoru Fouriera dającego rozwinięcie 
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funkcyi dwóch zmiennych na szereg peryodyczny podwójny. 


Przypuściwszy znajomość tego rozwinięcia, moglibyśmy 
wypadki dopiero znalezione otrzymać podług zasad wyło- 
żonych w ustępie 212%", jakeśmy to uczynili w zagadnieniu 
poprzedzajacóm. 


222. ZAGADNIENIE IV. — « Wyznaczyć ruch spółśraodkowy 
ciepła, w kuli złożonćj z rdzenia kulistego jednorodnego okry- 
tego powłoką kulistą także jednorodną, lecz natury odmiennćj 
i zanurzonćj w pewnym środku np. gazie lub próżni o cie- 
płocie stałćj. » 


Oznaczmy dla rdzenia : przez /, promień powierzchni; 
przez c, ciepło gatunkowe ; przez H, spółczynnik przewod- 
nictwa ciepła, to jest ilość ciepła, jakaby przez jednostkę 
powierzchni przeszła w jednostce czasu z jedaćj strony na 
druga, gdyby różnica ciepła po obu stronach była równą 1°; 
przez o, gęstość; przez r, promień warstwy bieżącćj; przez 
u, ciepłotę téj warstwy w chwili ź; a przez /,, Ca, Ha, Qa, 72, Ua 
oznaczmy takie same ilości, odnoszące się do otaczajacćj po- 
włoki. 


Oprócz tego, niech będzie z spółczynnik przewodnictwa 
na powierzchni zewnętrznćj powłoki a œ» takiż spółczynnik na 
powierzchni styczności między rdzeniem a powłoką. Przy tych 
oznaczeniach, równania ruchu ciepła w rdzeniu i powłoce 
będa odpowiednio (Menabrea, l. c.; Riemann, Z. c.) 


Ju Vu 2 du 
a R 1, ŻW 
(4 ) P4ć1 d (zs " Ei r.) ) 
du, Vu 2 du, 
b o — 2 à 
GA Pals Fz TA a (s dr? Buk Tą Ar, 2) 


Nadto, oprócz warunku odnoszącego się do stanu początko: 
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wego 
(27) u ZE 14, ZE, (74) ) 

dla ;(=0, 
(27 U; BU, SZ Ja) | 


mamy następujące warunki granicowe : 


41° Ponieważ w samym środku rdzenia ciepłota nie jest nie- 
skończoną, przeto 


(3) ru. =0. dla „r =D, 


20 Ponieważ ilość ciepła, jaka przechodzi z wnętrza przez 
powierzchnię zewnętrzną powłoki jest równa tćj, jaka równo- 
cześnie przechodzi w pewien środek otaczający kulę, przeto, 
przyjawszy ciepłotę nadmienionego środka za równą zeru, 
mamy : | 

du P 
(4) AE Xu; =0 AIA | ryzzą; 

3° Ponieważ wymiana ciepła, mająca miejsce na powierz- 
chni styczności między rdzeniem a powłoką, równa jest przy- 
pływowi ciepła pochodzącemu z przewodnictwa wewnętrznego 
stykających się warstw, przeto 


NĄ 


(5%) H, E mej + 0 (us aua Ua) =) dla r = b, 
1 
$ | 
(5?) M emou) = dla 7-54, 
2 


Podług teoryi ogólnéj (ustęp 2187), rozwiązania zupełne 
równań (4%) i (4) wyrażą się przez 


l 


1 
1 2 
psl $ Uap, dT, H pala A UPV dr 


0 4 i 
z 4 A S pe aA 
KA $ PT dra H pata 1 Pdr, 
0 4 


A (6%) u, = 


http://rcin.org.pl 


CZĘŚĆ IV. RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE CZĄSTKOWE. == ROZ, XXIX. 839 


l 


l 
1 2 
pila f Upit? dr; +p, f Up Adr 


(Eb KAR l S 
(6°) a Mn E WEATER : e Pąć is 


1 "2 
EC AE 2 „8 7, 
Pyły fo aidu Pala IE a adry 
0 I 


gdzie sumowanie X rozciąga się na rozmaite wartości A. 


Na wyznaczenie ilości Xi przynależnych wartości na pip, 
równania założone dają naprzód : 


d? 2d 
(18) pcp + H, (z: p! +5 A ję) = 0, 
89,09 dh * 
b 2 ROW AS 
(79) Palapa t Ha (za! zt | r) =. 


następnie, równania granicowe daję 


(8) p m0 da r,ZU, 

2 
a0% AAM gp: + o(— p) =0 dk Tri, 
(107) H, za —»(p, —p,)==0 dla n=}. 


Całkując równania (25) i (7%), które tak pisać można : 


Ë d (rp) Si k? (rp,) mal 0, i 4 K arp) = 0, 


eń 


gdzie, dla skrócenia napisaliśmy 


(14) © lny k BAe y 
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mamy 

(127) Pı =: ( A, sin kr, + B, cos ky)» 

(129) py = z (A. sin 447, + B, cos kp.) . 
3 2 j 


~ W skutek warunku (8) musi być 
(13) Br BG: 
w skutek warunku (9) będzie 

i A,| kH, COS kala + (xla — Ho) sin kał, ] 
(14) | 


— B,[kHałąsin ką — (xh — H,) COS kale] = 0; 


a nareszcie w skutek warunków (107) i (10%), uwzględniając 
już wypadki (12), mamy odpowiednio : 


i | A,[kiH;h cos kih + (wl, — H,)sin ky/,] 


(150) 
| | — Aco a ah — Bzocosłz/, =0 
| A, [k,H,ł, cos k,l — (wl, ++ H.)sink;/, | 
(15%) —B.[K,H;ł, sin kal, + (wl + H,) cos kol] 


+ Awsink,/, = 0. 


Równania (14), (15%, (15%) wystarczą do wyznaczenia sto- 
NET CANE S le Kantti. <tutd PP z 
sunków z , = tudzież ilości à, która w wyrażeniach na k; ik, 
1 1 ; 
jest zawartą. 


Weźmy pod uwagę tylko przypadek szczególny, kiedy kula 
jest jednolitą. Załóżmy =l; p =p, i =c, H =H, kę =k, 


a nadto Ę = h. Mieć będziemy wtedy zamiast równań poprze- 
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dzających : 


je du 384 u 2 du 
(1°) aE =u (+4): 


y. 
if upi? dr 


(6°) | u= p 
pr’dr 
(114°) | (Barra 
oC 
(127) og A sinkr 
(145) kleos kl + (hl —4)sink/ = 0. 


Wstawiwszy wartość (441°) nad, tudzież wartość (125 na p,, 
w wyrażenie (67) i zważywszy, że 


l 


| fe (kr) dr — 24 SINE) 


4k 
0. 
otrzymamy 
) KH p 7 ` 
= Ak ~ ee sinkr 3 
u= Y miiy oiga $ f: w sin(kr)rdr 
Py 2kl — sin (2kl) r e, 
1 


lub, ponieważ w skutek (414°) 


4k 242 yaa C Lir, PA 
2kl — sin (Qk) L PE- hhl — 1) 


KU, 
, O PEP -+(hl—1) e7 © sinki i 
(16) u= 1 P n R A. Ua sin (kr) rdr. 


v 
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Wzór (16) daje rozwiązanie zupełne zagadnienia, 


Na wyznaczenie rozmaitych wartości na k mamy równanie 
przestępne (147), które posiada nieskończenie wiele pier- 
wiastków dodatnych. Dyskusya tego równania nie nastręcza 
osobliwych trudności, dla tego ją tu pomijamy, odsyłając 
czytelnika w tym względzie do dzieła Riemanna : Parttelle 
Differentialgleichungen, str. 154. | 


221. ZAGADNIENIE V. — « Wyznaczyć ruch ciepła w kuli 
jednorodnćj, przyjawszy, że ciepłota początkowa w każdym 
jéj punkcie jest funkcyą wszystkich trzech spółrzędnych, a 
ciepłota powierzchni równą 0. » (Riemann, /. e., str, 175), 


Oznaczając znowu przez: / promień, p gęstość, e ciepło 
gatunkowe, H spółczynnik przewodnictwa kuli; przez u cie- 
płotę w chwili £ w punkcie a (cyz), mieć będziemy dla 


I>yery+2> 0 


(1) pc = n (+ z * Te) 

a nadto 

(2) u= f(z) dla t=0 

(3) u=0 dla yery t2=l 
(4) VAŻYEE o dla c=y=z—=0. 


- Dla rozwiązania zagadnienia wprowadźmy spółrzędne bie- 
gunowe. Kładąc 


JPY H 
c=rcosb, y=rsin, z=rsind E tudzież — = @ cos y, 
pe 


zamiast równań poprzedzających, otrzymamy : 


NA > 
n ION (7) (sio) 
(ADELE dr) 4 W) 1 du], I>r>0 


Ot P Jr sinó dG Sin” dy: 
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i 


(29) u=F(r,6,$) dla t==0, 
(37) u==0 dla r==e, 
(4%) ru = 0) dla r==0- 


Aby naprzód rozwiązać równanie (1%), założymy w nićm 
isee Vs 


rozumiejąc przez V funkcyę samych tylko zmiennych żi» 
a przez X funkcyę samych tylko zmiennych 0iv. 


Kładąc wtedy 


Sk a DE 
6 E pry, 
sinó 00 APT A 
mamy 
d e) 
A av æf Vir) rav 
l w r DAP 


gdzie « jest-ilością stałą, którą życzymy wyznaczyć. Wyzna- 
Czywszy funkcye V i X tak, aby one napisanym «dopiero ró- 
wnaniom uczyniły zadość, dostrzeżemy że natenczas iloczyn 
ich będzie rozwiązaniem równania (1°); albowiem rugując 
ilość « między równaniami (5) i (6) i zważając przytóm, że 
X nie zależy odź ira V nie zależy od 8 i 4 otrzymamy napo- 
wrót równanie (1%). | 

Ghcac wynaleźć rozwiązanie równania (5) uważmy, że od- 
wrotność odległości dwóch punktów (2, y, z) i (£ Yyy, 2,) 

1 


yle =r + (yy + (2 a 


— 
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czyni zadość równaniu różniczkowemu cząstkowemu : 


42 | 2 AE 
Ss deb LAT, 


zbot 


Wprowadźmy spółrzędne biegunowe (7, 6, 4) i odpowiednio 
(7, 0,, Y1) za spółrzędne prostokątne, tedy otrzymamy : 


1 


(7) T = m, 
yr ?— 2rr, cosy +r? 
gdzie 
(8) cosy = c0s4 cos, + sin sin 6, cos(y — Y); 


równanie zaś różniczkowe cząstkowe zamieni się na : 


dT ERER t 

D |” <> 0| sin0 — 
(9) ( yte "rage oj: kieg O AM 
Ar sin A d0 sia 


Jeżeli założymy r > r,, natenczas można wyrażenie (7) roz- 
winąć podług potęg ilości r 


, n=m Pr” 
(10) == 4 rr! 5 


W tém rozwinięciu spółczynniki P,, P,, P% ... , są funk- 
cyami ilości cosy, a mianowicie nietrudno okazać, że P, jest 
funkcyą całkowita stopnia ne? tćj ilości, a przeto takąż funk- 
cyą stopnia ne” wyrażeń cos6, sin0 cosy, sinó siny, którćj 
spółczynniki zawierają 6, i v,. 


Ta funkcya P,, która możemy uważać jako znaną, czyni 
zadość pewnemu równaniu różniczkowemu, które otrzy- 
mamy, jak w równanie (9) wstawimy wartość (10) na T 
i przyrównamy do 0 te wyrazy, które mają za czynnik 
spólny jednę i tę samą potęgę ilości r. Tym sposobem znaj- 
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dziemy : 
PG: A 
0( sin6 — 
oł MAY . Sea n(n + 1)P = 0 
sin 9 08 sin*6. 0442 KE: 


To równanie różniczkowe posiada funkcyę P„ jako całkę 
szczególną. Aby otrzymać całkę ogólną, dość pomnożyć P„ 
np. przez sin 9,/(9,, %,)d8, dy,, rozumiejąc przez f (0, ,) funkcyę 
dowolną i wziąwszy całkę tego iloczynu co do 0 od O doza 
co do v od 0 do 2r. 


Wtedy będzie 


( 1) Ka = sin odo, f ACE v) Padhi, 
całką ogólną równania różniczkowego cząstkowego ' 
( sine p = 
12) LL AP OSĘSU I aA pac. X, —0. 
CO W ua si O WRA 


Każdą funkcyę, która czyni zadość temu równaniu różnicz- 
kowemu cząstkowemu, nazywamy funkcyą kulistą rzędu neo, 
Nie mogąc tutaj bliżćj wchodzić w teoryę tych funkcyj, odsy- 
łamy czytelnika w tym względzie do pracy p. Heine : Handbuch 
der Kugelfunctionen, Berlin, 1861. Wiedząc to, jeżeli w równa- 
niu (5) za ilość stałą «u, dotychczas niewyznaczoną napiszemy 
—n(n-+ 1), gdzie n=0 lub równe jakiejkolwiek liczbie całko- 
witćj i dodatnćj, a za X napiszemy X,, natenczas rzeczone ró- 
wnanie zamieni się na (12), równanie zaś (6) zamieni się na : 


(43) Wist AL EERE AA |: 


r 


Jeżeli teraz weźmiemy 
:MnVa — Uns 
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natenczas na rozwiązanie równania (17%) otrzymamy 


n= 


WSE: > Une 
h ==0 


Jeżeli w tém wyrażeniu założymy £—=0, to skoro V, za- 
mieni się na funkcyę samego r, powyższe wyrażenie na u 
zamieni się wtedy na sumę funkcyj kulistych pomnożonych 
przez pewne funkcye ilości 7. 


Podług warunku (2°) ta summa powinna być równą F(7, 0, 4). 
Zachodzi więe pytanie, czy funkcya dowolnie dana F(r,b, 4), 
uważając tylko 8 i w jako ilości zmienne, może być rozwiniętą 
na szereg postępujący podług funkcyj kulistych. Odpowiedzi 
na to pytanie dostarczył Dirichlet (Crelle Journal, t. XVH, 
str. 35), dowiódłszy ściśle, że funkcya /(%, 4), dana dowolnie 
dla każdćj wartości na 6 między 0 i m i dla każdćj wartości 
na 4 między 0 i 2x, może być rozwiniętą na szereg 


nu==0 0 


(14) 74) =) EZ f sina dh, f P./(0 dy, 


i, że dla każdćj funkcyi jest możebne tylko jedno takie rozwi- 
nięcie. 


222. — Potych uwagach sprowadza się zagadnienie do na- 
stępującego : 


Funkcya u zmiennych £, r, 6, b ma być przedstawiona pod 
postacią szeregu 


tak, ażeby dla /> r>0, stało się zadość równaniu różniczko: 
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wemu cząstkowemu 


du 
) p a(r) 
(13) Un T | A nn) |, 


dr 


ażeby następnie było, dla £ = 0, 


9 t 2r 
AEN Ua == Um = a a f sin 04 a, f P.F(r,,0,0,)dv, 
I ti- ( 


tudzież 

(EH = dla rzslYK ESD: 

a 

(18) ruszał dla r=0. 


Dla skrócenia napiszmy 
Əy T 2z 
age EL fi sinodo, f P.F(r,8,4)d4, =Y,. 
Ar 0 . 0 


Równaniu(15)i oraz warunkom (17) i (18) stanie się zadość 
jak założymy. 
aj, 
(20) usżżpe "3 


gdzie summowanie X rozciąga się na rozmaite wartości 4,, 
wyznaczywszy uprzednio p i A, przez całkowanie równania : 


dp 

a ep 

> a? af; P) 

(24) Apt z wake "Prz —n(n + tp | =0, 


przy jednoczesnóm uwzględnieniu warunków 


(22) p=U dlar=/ 1 rp=z0 dla r=0. 
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Całkując równanie (21) za pomocą szeregów (ustęp 148!) i 
uwzględniając przy tém drugi warunek (22), mamy 
krs 


Auf tor — s 055 


(23) 
ktn" 


taam 
gdzie, dla skrócenia, założyliśmy; 
(24) łe = 
i gdzie g, jest ilością zależną od k,. 
W skutek pierwszego warunku (22) powinno być /(k,/) =0, 
sk” 


kie kb 


C !—sfm+3j* SaGn+3) 05) | 


AEK: 


Równanie przestępne (25) da nam rozmaite wartości na ky, 
które ogólnie oznaczać będziemy przez kn.  Oznaczywszy 
przez qn, wartość odpowiednią na {n mamy teraz 

p SF du fi Eni TI 
w skutek czego wzór (20) zamieni się na 


i= o 4 


m. 4 Aknai t 
(26) n= N yni f (hni r)e č 
tasi 


Pozostaje nam jeszcze wyznaczyć gni: W tym celu uważa- 
ac, że w skutek warunku (16), uwzględniając przy tém ozna- 
czenie (19), dla ¿= 0 ma być u„ = Y,„, mamy 


Ya = Fig (ku; 1). 


= 


Pomnóżmy obie strony tego równania przez r°/ (kn; r)dr i 
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całkujmy co do rod O do /, będzie wtedy 


A 
tp PY. Gu rkr = Sanf Pf latif (En rydr ; 


i=l 


a, że jak się zaraz okaże, 
(kt 


(27) ą rf (ki ryf(knjrydr==0 dla i » j, 


przeto 
l 


hao sea 


f [rf (knf dr 


Aby dowieść prawdziwości wzoru (27) uważmy, że 
p = Gri f (kni r) 
jest całką szczególną równania (24), które'w skutek (24) tak 
pisać można : | 


(28) PJS 


afr ŻE 
dr 2 2 0 
dr — n(n + 1)p + kair? p =0, 


mamy więc 


dr 
dr a. 


d (pr Eku D) 

rkm f (kury =nin + 1)f (kur) — 
Pomnóżmy obie strony tego równania przez /(knir)dr, 

gdziejŻ ii całkujmy co do rod 0 do /, natenczas będzie: 


„I a? ; 
Km | 72 Nknir) fdn;r)dr==n(n + 1) J fkar) f(kujr)dr 
70 


Ebi S ke) Ag (a) 


dr. 
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Atoli, całkowanie przez części daje 


a(r ltn KD) 
rame 


RDex rja Ów) 


'dffkn;r) sdf(kni r) 
+ |, ia { dr dr 


L 
= J, df (kur) PL ap, 
0 [r 


albowiem wyrażenie pod znakiem podstawienia przywodzi się 
do zera dla r =} i dlar==0, w skutek pierwszego warun- 
ku (22). 


Za pomocą całkowania przez części Z następnie 


CZE WA ida -fro pe Lyr r) 


ZU 


adf (knr) 
fr (kni Wi oś 7 


dr 


(Z) 
m. p ropa al dr ; 


aibowiem i tu wyrażenie pod znakiem podstawienia przywo- 
dzi się do zera. W skutek tego jest teraz 


kn; | Pf(kui r) f (kn; r)dr= [e+ 1)/Kn; r) 
0 


0 


afp ED) | 
As —— f (byłe = | Pf (kn; r) f lkn rydr; 
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albowiem wyrażenie w nawiasie kwadratowym jest, w skutek 
(21), równe r°k’nj f (knj r); a zatóm 


l 
(u — Ej) $ fbi) f (knj dr =0; , 


a, ŻE kni, knj są dwa pierwiastki równania (25) od siebie od- 
mienne, przeto 
1 
$ Pf(kui 1) f(knirìdr =0, 
n 


co było do okazania. 


Rozwiązanie więc zupełne zagadnienia jest zawarte we wzo- 
rach następujących : 


n=æ 
u= Y u, 
n=0 
= —ahk?ni b 
Un = Y gnif(knir)e i 
> 
l 
{ rY, f(kui rydr 
Fpa a ednine 
f [r f (knir) Pdr 
0 
pas T sin 0, dó, í P, F(r, 6,4, dy, 
0 WAU 
28 kni r° N E 
kutiaa |! 2(2n + 3) T 2.4(2n+3)(2n+5) ` | j 


gdzie kn: jest pierwiastkiem równania przestępnego 
KaL hrt O: 
"AR3 EmiI3MIB 
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a Pa oznacza spółczynnik potęgi ntéj ilości » w rozwinięciu 
wyrażenia 

4 


T 5z yý CZ z w 
i yr? = 2rr, cosy + n? 


podług potęg całkowitych i dodatnych ilości 7, a w którém 
to wyrażeniu 


cosy = cos 0 cos 0, + sin8 sin 6, cos (4 — %,). 


KONIEC. 


DODATEK 


TAR ASG NC 75 EA ABY 
r 4 GA AD 7% + +, 
i He, Pr EERI ARG a 
łaa 4. AG waż yi RDA 
POS A sej ZEK, SEEN BDO 
KW, 073 y W FAA 
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TEORYA OGÓLNA 


ROZWIĄZAŃ OSOBLIWYCH 


RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH. 


I 


Istnienie i wyprowadzenie rozwiązań osobliwych 
z całek różnych rzędów, 


a wszczególności z rozwiazań zupełnych. 


1. Uważmy układ n jednoczesnych równań różniczkowych 


rzędu 18%zn+1 zmiennemi z,2,...,t,, rozwiązanych na- 
przód względem pochodnych 

4 da; . 

(4) T Hi (22a - Ta); (emsa 16), 


gdzie o; {oznaczają funkcye «dobrze określone » ilości zmien- 
nych. 


Całką tego układu równań nazywamy funkcyę ilości zmien- 
nych T, Li... Ln, która w skutek tychże równań staje się 
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równą stałój dowolnćj. A zatém : jeżeli 
(2) Fm). 405) Z 6 


jest całką układu równań (1), natenczas równanie dF =0, 
czyli 


de <æ dx; dz 
5] 
powinno stać się tożsamościowém w skutek równań (1), t. j. 
powinno być tożsamościowo | 


(3) Ek, ), T=9550- 
i=l] 


Wiadomo, że układ n równań (1) ze względu na zmienne 
zależne 21,..., &n, posiada zawsze n,a nie więcćj, całek po- 
między sobą różnych. Układ tych n całek nazywamy układem 
zupełnym. Niech 
(4) Pu(0,Bys « «,0,) BA 64, (ASEŁ M0 
będzie układ całek zupełny układu równań (1), natenczas 

mieć będziemy naprzód tażsamości . 
kobi. — = i POP 
(5) da =" Ż dz; Gi 0, (k 1 0), 


a powtóre, skoro strony pióćrwsze równań (4) są, według okre- 
ślenia, funkcyami zmiennych 2,,...,t niezależnemi od sie- 
bie, wyznacznik funkcyjny 
w p= lEn En. Fa) 

EE EES 
nie jest zerem, w skutek czego równania (4) dają się rozwiązać 
algebraicznie względem £,,.. .,t, i przywieść do kształtu : 


(1) TNS faktit. oś Oss WEERAL aan). 
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Wartości na zmienne zależne £, wyrażone przez równania ` 
(7), nazywamy rozwiązaniami zupełnemi układu równań (1). 


Podobnie jak całki F; były niezależnemi pomiędzy sobą ze 
względu na zmienne zależne z,,...,t,, również rozwiązania 
zupełne /, są pomiędzy sobą niezależnemi ze względu na 
ilości stałe dowolne (4,...,ca ; wyznacznik więc funkcyjny 


(8) R—Śfw fa, - sfn) 


LEOD Ch, 
jest od zera odmienny. 


Ponieważ całki zupełne (4) są od siebie odmienne ze 
względu na ilości z,,...,«,, przeto każda z nich zawiera 
przynajmnićj jednę z tych zmiennych. Zakładając więc, że 
pierwsza z tych całek zawiera w sobie przynajmnićj zmiennę 
zı, druga, zmiennę z, trzecia, zmiennę £, it. diyo wyraźmy 
z całki pićrwszćj, z, przez £; Cy £s,...,c, i wartość otrzy- 
maną podstawmy w drugićj, wyraźmy następnie z dwóch 
pierwszych całek, £1, £a przez £, (4, Ca, Lys. ., £n 1 wartość otrzy- 
mana: podstawmy w. trzecićj, 'wyraźmy potóm z trzech 
pierwszych całek, Lij Lay Ly przeZ L, Cj; Cz, Cs, Lysi- ..,Tni wartość 
otrzymaną podstawmy w czwartćj, i t. d. ; kisiapòjdo tak do 
końca dojdziemy do równań (4) kształtu : | 


(9) F% (z, Cize bepeins es. Mn) = = Ck (k = 1, iii n). 


Te równania całkowe, z których pierwsze zawiera tylko 
jedną stałę dowolną, drugie dwie stałe dowolne, trzecie trzy 
stałe dowolne, i t. d., nazywamy odpowiednio całką pierwszą, 
drugą, trzecią, i £. d. 


Kaa BC równania (9) względem 2 przy założeniu, że 
zmienne 24...%, Są funkcyami zmiennej ©, określonemi 
przez równania (1), mamy 


de SZ =) BJ 
(10) a” Ż wo. m==1.. 5h 
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równania, które zmienią się na tożsamości, jako w nich za 
C4,...Cu podstawimy całki F;,...F,. 


Nadto, skoro równania (9) są od siebie niezależne ze 
względu na ilości z,,...z,, wyznacznik funkcyjny 


NR PSOE 


Das 
d (14,3, Pn Ea) ] 


przywodzący się teraz do iloczynu 


OEP a 
bo dzę da andaa 


(11) 
jest od zera odmienny. 


Układ zupełny całek (4) jest według teraźniejszego określe- 
nia układem n całek pierwszych, układ zaś rozwiązań zupełnych 
(7) jest układem n całek nty*. Podobnie jak zncałek pierw- 
szych (4) dają się otrzymać rozwiązania zupełne (7), również 
można te rozwiązania wyprowadzić z n— 14 całek drugich, 
n — 2 całek trzecich, i t. d., i nareszcie z jednéj całki ntéj; 
potrzeba tylko, ażeby całki dane zawierały wszystkie stałe do- 
wolne których jest n. Jakoż, dość w tym celu dane całki ró- 
żniczkować tyle razy co do z, podstawiając po uskutecznieniu 

A SR { dig. dz 
każdego różniczkowania za e T 


dopóki nie otrzymamy n całek od siebie odmiennych. 


wartości z równań (4), 


Po tém przypomnieniu rzeczy dawno znanych, chociaż 
dopiero przez Jacobiego (Crelle Journal, t. XXIII. Dilucida- 
tiones, etc.) jasno i ściśle wyłożonych, przystępujemy do wła- 
ściwego zadania tego ustępu. 


2. Istnienie rozwiązań osobliwych daje się okazać sposobem 
następującym. 


Rozumiejąc przez F* = c, całkę kte układu równań (4) i 
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różniczkując tę całkę, otrzymamy : 


dF* XU dF* 
ia [z o zem d k 
e da + DZT dt; F*, 
i dF* ; ; 
lub gdy wyrugujemy Zz 72 pomocą równania (10), 
i 
i=n dF* i S Í 


Kładące k=1,2,...n, mieć będziemy n równań, które 
staną się tożsamościowemi, jak za c,,...c, podstawimy war- 
tości wypływające z układu zupełnego całek. 

Oznaczmy przez D;x minor wyznacznika D (14) odpowia- 

k 
dający składnikowi zz? t. j. załóżmy 
i 
| dD 
(13) Dis = gpi 
i uważmy, że 
| D.==0 dla k<a4, tudzież 


ucz sy + » 6 ..— 
ai dzy dz; dx 1-1 din 


(14 ) | dF! dp" dP dF" 


natenczas, rozwiązując równania (12) algebraicznie względem 
dx; —o;dx, otrzymamy 


k=n 
D (dz; — gide = 2 D.„dF*, czyli 
kai 


Ly = LL gpi + Dita gpi 
day = zd PAP +... 
(15) dz; 


ZER 
+ — dE , (ihn .4), 
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albo wyraźnićj : 


D D 
| dz, —o,dr= = dF! + r dF* + kat dF* + 
| dz, 
Dia n 
JE K r dF ` 
de, — gulo = ga d" ta Se (aa dF”, 
dz; — gdx = z — dE +... + 2 beż dF”, 
da, 

| dagio dis A dp, 
| d. 


Drugie strony tych równań przywodzą się do zera, a przeto 
staje się zadość danym równaniom różniczkowym (4), jak 
założymy : 

SB 0... ZR," FOGE 6 20, FO R= c, 
lub 
Pee | AE eee e M T EET 
„| 

W pierwszym przypadku otrzymamy n równań całko- 
wych, dających rozwiązania zupełne z n stałemi dowolnemi 
Cis Ca... Cn; W drugim zaś przypadku otrzymamy rozwiązania 
mogące zawierać tylko n — t stałych dowolnych. Jakoż, za- 
miast całki pierwszćj F'= c, mamy teraz całkę 


IF' 
17 GA: szą 
(17) dze, S 
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żadnój stałéj dowolnój nie zawierającą. Dołączając tę całkę 
do n — 1 pozostałych całek pierwszych i z tych równań wy- 
znaczając 44...,%y, Otrzymamy rozwiązania z n—1 sta- 
łemi dowolnemi c,...c,. Te rozwiązania nazwiemy rozwią- 
zaniami osobliwemi, jeżeli się one nie dadzą otrzymać z roz- 
wiązań zupełnych przez podstawienie jakićjś wartości stałej 
Za Cp 


Równanie (17) nazwiemy zaś osobliwą całką pierwszą układu 
(4). Ponieważ obojętnóm jest, którą zmiennę oznaczymy przez 
«+, przeto zamiast (17) możemy wziąć 
dF' dF’ dF' 
a se u 
dzy | ALn 


Jeżeli całka pierwsza dana jest pod postacią ogólną 
(18) BWT ere Lhe) SF Os" 
zamiast być rozwiązaną względem stałćj dowolnćj e, 
ai (z, Lises Mn) = 
natenczas uważając, że zachodzi tożsamość 
F, (Z,zy,. . .,F') =0, 


mamy 
de Tsa, czyli at + dot da, =" 
zkąd 
dF, 
(19) T R n 
de, 


A zatóm, dla rozwiązań osobliwych mieć będziemy wtedy 
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lub 
(24) ~+ =0, 


t.j. rugowanie ilości c, za pomocą równania (20) lub (21) 
z układu zupełnego całek może nam dać rozwiązania oso- 
bliwe. 


W przypadku, kiedy strona pierwsza równania (48) jest 
fankeyą całkowitą, jedynie równanie warunkowe (24) dopro- 
wadzi nas do rozwiązań osobliwych, jeżeli daje ono na e, 
wartość zmienną i taką, która nie czyni zarazem zadość ró- 
wnaniu dE, =". 

b, 

Znając jedną całkę pierwszą F,=c, układu równań (4), 
możemy za pomocą tćj całki wyrugować jedną zmiennę za- 
leżną x, a wtedy odpadnie pierwsze równanie (46), w po- 
zostałych zaś równaniach drugie strony przywiodą się do zera, 
jak założymy 


Pn M EG7 EESE C 
lub 
dF? 


— = D, PEER, EEE R, A 
3 
Pierwsze równania dołączone do F'=c¢, dają rozwiązania 
zupełne, a w szeregu drugim pierwsze równanie 


(22) mz GO 


zastępujące miejsce jednćj całki drugićj, będzie osobliwą całką 
drugą. Jeżeli równanie (22) dołączymy do n — 2 całek dru- 
gich zawierających n —1 stałych dowolnych c; €y.. .Cn, WY- 
prowadzimy z tych n— 4 równań rozwiązania z n—t sta- 
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łemi dowolnemi, które, mówiąc w ogólności, będa oso- 
bliwemi. 


Znając dwie całki pierwsze F, =^, F,=c,, możemy 
znowu za pomocą tych dwóch całek wyrugować dwie zależne 
£., tę, a wtedy odpadną dwa pierwsze równania (16), pozo- 
slałym zaś n — 2 równaniom stanie się zadość, jak założymy 


P? 6... v. Ea CH: 


lub 
=P 6 s©. PE EE Gns 


Pierwsze równania doprowadzą do rozwiązań zupełnych ; 
równania zaś drugie dadzą — mówiąc w ogólności — rozwią- 
zania osobliwe, i t. d. 


3. Rozważania artykułu poprzedzającego, wykazujące istnie- 
nie rozwiązań osobliwych, prowadzą oraz do ciekawego 
związku, jaki zachodzi między temi rozwiązaniami a mnożni- 
kiem układu równań (1). 


Oznaczymy przez M mnożnik układu n równań (1), a przez 
u mnożnik końcowy czyli czynnik całkujący równania ostat- 
niego 


dc, — gadr =0, 
do jakiego się układ założony (1) przywiedzie, jak za pomocą 


n— 1 znanych jego całek wyrugujemy zeń n — 1 zmiennych 
zależnych Lis. + + sai 


Między mnożnikiem M a czynnikiem całkującym u za- 
chodzi wtedy, jak wiadomo, związek następujący : 
M 


(23) a SE. 
Gy day” dzy; 
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gdy w ogóle Fi=c, jest całką #2 układu (1). A że, jak z ró- 
wnań (16) widoczna, ` 


albowiem ostatnie z tych równań daje się także tak pisać : 
dF” ] 
dz, (dz, RÓL 7 dx) GT dF,, 


przeto, podstawiając tę wartość w (23), mamy 
dF'dF* yud F” 
(24) P E 
Atoli w razie istnienia rozwiązań osobliwych staje się za- 
dość przynajmnićj jednemu ż pomiędzy równań warunko- 
wych 


a zatóm, « rozwiązania osobliwe układu n równań różnicz- 
kowych rzędu 48° zamieniają mnożnik Jacobiego tegoż układu 
na nieskończoność ». 


Twierdzenia tego dowiódł Laplace dla jednego równanania 
różniczkowego zwyczajnego rzędu 18%; z tćm uogólnieniem 
tego twierdzenia spotykaliśmy się po raz pierwszy w słowniku 
matematycznym p. Nataniego (t. V, str. 430). 


4. Zajmiemy się teraz w szczególności wyprowadzeniem 
rozwiązań osobliwych układu n równań różniczkowych (1), 
to jest 


(1) Rad a [== 4. di?) 


z rozwiązań zupełnych (7), t. j. 


(7) ; zę ZTyY(Ż, CEN RZEK]: 
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W tym celu uważamy naprzód, że jeżeli w równania (1) 


wstawimy za 2,...z, wartości (7), a za dry i dEn war- 
' P dr” dz 
tości : 
(25) dir kia dfn (BE, APR Cn) i [k PE n] 
dx de U paia? 


to otrzymamy natenczas równania 


apy SCO ST i AEC pow 


które będą tożsamościowemi, jakiekolwiek dalibyśmy war 
tości na stałe dowolne c,...c,, a przeto nie przestaną być 
tożsamościowemi, chociażbyśmy w nich za c,...c, podstawili 
jakiekolwiek funkcye zmiennćj z. 


'Ta uwaga naprowadza nas na domysł, że jest rzeczą możliwą 
uczynić zadość równaniom założonym (1) za pomocą równań 
(1), chociażby ilości c;...c„ były zmiennemi, t. j. pewnemi 
funkcyami zmiennéj z. 


Atoli, uważając ilości c,...c, jako zmienne i przy tém za- 
łożeniu póżniczkując równania (7), zamiast (25), otrzymamy 


(237) sa _dfk dfr dc, a dfi, Wes. df r de, 


=de az, dz de, dr de, dz ` Roa). 


Ażeby więc równaniom (1) stało się zadość przy tém za- 
łożeniu, powinno być tożsamościowo 


df: „dfidc, „ dfi de, dfi den, 
de Nagg dz + de, dz, pe" e, dz ile, fees), 


(i=1,...n), 


lub, w skutek (26), 


z dfide, _ d'i de, a p. 
2 poż Por AN dób 


dfzdcy _ 


2=0, eA). 
dc, dz Krui n) 
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A zatćm, rozwiązania (7) nie przestaną czynić zadość ró- 
wnaniom założonym (1), gdy w nich za (,...ca podstawimy 
wartości określone równaniami (27). 


Równaniom (27), które, oznaczywszy przez R wyznacznik 
(8), to jest 


O: dfo hfa) 


“Alean ORRA 
tak pisać można : 


(27) p i= TE a 2 


można uczynić zadość dwojakim sposobem : 1° pisząc 


dc; ; 
JAP , (BZBAYU yn) 
t. j. zakładając, że ilości c+...c są stałemi; 2° pisząc 
R==0. 
W przypadku pierwszym wracamy napowrót do rozwiązań 
zupełnych (7); w przypadku zaś drugim otrzymamy pospolicie 
rozwiązania od tamtych odmienne. 


Jakoż, skoro równanie 'R=0 nie jest tożsamościowóm, 
przeto wyraża ono pewien związek pomiędzy ilościami 
T, C4 sbi Cn; 


(28) BP LETO PAS 
w skutek tego, równania (27) zamieniają się na : 
dfi de, _ (dfi) de, dfi = de, 
AT zi (E ) E" h aia (> dz 
(21) | 
+7 =0, ((=1,...4); 
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gdzie ogólnie 


dfi =% LI dy ak M8 Ni: 
(de * dc der (1, .. on, 5=lv,,„n—t). 


Ponieważ wyznacznik tych równań R jest równy zeru, 
przeto, jeżeli oznaczymy przez Ri minor 


dR 

a (a): 

dey 

równania (27*) zamienią się na następujące : 

d 

Ardy [> dj EE 
Ra By; (987 Ra ** Ba 

czyli krócćj : 


Ry» = 


kd 


dep rk 
da R. T ? 


(29) CESP KT). 

A zatóm w przypadku uważanym, mamy na wyznaczenie n 
funkcyj c,...cw zmiennćj z układ n równań (28) i (29), z po- 
między których tylko n —1 równań (29) są równaniami ró- 


żniczkowemi i zawierają tylko n—1 pochodnych —* fai EN Cris. 
Niech 
(30) Ck == Xk (É; Yis + o +; Tn—4)s LZ A 


będą rozwiązania zupełne nadmienionego układu równań (28) 
i (29); natenczas, jeżeli w rozwiązaniach zupełnych (7) pod- 
stawimy za c,...c, wartości (30), otrzymamy nowe roz- 
wiązania : 


(31) kT W4 (L,Y Tam); [E 24,2,...n] 


z nl stałemi dowolnetni 4,.. .7,._,, które, aage w ogól- 
ności, będą rozwiązaniami dahli. 
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Ażeby się dowiedzieć, czy rozwiązania (31) są osobliwemi, 
a nie przypadkiem szczególnym rozwiązań zupełnych (7), dość 
z równań Ń 
(32) fr. 5ż oz, YE = 4. D) 


wyznaczyć wartości na c;...c„; jeżeli te wartości zależą od z, 
natenczas rozwiązania (31) będą rzeczywistemi rozwiązaniami 
osobliwemi. 


5. Dotychczas zajmowaliśmy się układem równań różnicz- 
kowych rozwiązanych względem pochodnych. Niech teraz 
równania różniczkowe będą dane pod postacią ogólną 


(33). . B(2., Dy, 62, BM L paa T u) EOKA ..G]; 


a 
gäss ogólnie z= ra p 
(di1 bd 


1 niech 
(34) Fi (L, £y,.1,8n,0,...6,)=>0, [i=t,...n] 


będą równania całkowe zupełne tego układu równań (33), 
rozumiejąc przez ĉi... Cn albo wartości początkowe zy. . -£no 
zmiennych zależnych albo jakiekolwiek stałe dowolne, dające 
się wyrazić przez ie wartości początkowe. Równania (34) po- 
winny być od siebie niezależne, tak ze względu na ilości 
Wy...dy, jako téż ze względu na ilości (4...c,, a przeto wy- 
znaczniki funkcyjne 


d(F,F,,...F,) DE ERA, 


35 Dez -= 
(35) CZE: tasn l. AT a 


powinny być od zera odmienne. 
Różniczkująe równania (34) mamy 


(36) SPL CH GF; aby i dE; 


* Aj) 3 = USK); 


a gdy w równania (33) wstawimy za 4y...£n, Zin -tn Wat- 
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tości, wypływające odpowiednio z równań (34) i (36), otrzy- 
mamy natenczas równania, które będa tożsamościowemi, 
jakiekolwiek nadalibyśmy wartości ilościom 44,. .Cy. 


Uważając teraz ilości c,,...c, jako zmienne, i przy tém za- 
łożeniu różniczkując równania całkowe (34) zamiast (36), 
otrzymamy wtedy równania 


$ 


s ma PORĄ gal AE ya 
danć; rdr, de, de, 
(367) 
dF; , 
ka 15304 (Ezs0) n) 


Ażeby więc wartości na gy, ...£y, 14, 2.2.64, Wypływające 
odpowiednio z równań (34) i (369%) uczyniły tożsamościowo 
zadość równaniom założonym (43), musimy widocznie założyć 

dE; de,- , dF;dc, dF; de 5 
Fide, BE DEÓ, SKY ŁEĄ 4.835 


de, dx PERNA R e 


t. j. wyznaczyć ilości zmienne €¢;, C»... Cn z równań 


EE TDK. AE >» w" tedy... 
(37) R==(% R. ak: ..= „Są gdzie R; = F dF; > 
dc; 


oczywiście z tych równań należy wprzódy wyrugować £,...4, 
za pomocą równań (34). 

Wynałazłszy z. tych równań rozwiązania zupełne Q4...Cc 
z n—=4 stałemi dowolnemi i te rozwiązania wstawiwszy w ró- 
wnania całkowe (34), otrzymamy równania całkowe, odpo- 
wiadające, mówiąc w ogólności, rozwiązaniom osobliwym. 


Na osobliwą uwagę zasługuje przypadek, kiedy mamy układ 
zupełny całek pierwszych 


(38) | ADIPS ZZL NOGE LEZA PEAR 
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wtedy bowiem wyznacznik funkcyjny R przywodzi się do ilo- 
czynu 


dF, dF, dEn, 


Ri de, ERE mi, 


a minor R;, będzie równy zeru, gdy skaźniki 4, k sa od siebie 
odmienne. W tym więc przypadku równania (37) przywodzą * 
się do następujących 


dF; 


= 0; de, 205, s , dó..,=20, de; 4,280, ; .dd„=0. 
dc; 


A zatóm, otrzymamy układ całek pierwszych, odpowiada- 
jacy rozwiązaniom osobliwym, jeżeli z układu zupełnego całek 
pierwszych (38) wyrugujemy jedną stałę dowolną np. c; za 


dE, 
pomocą równania warunkowego dT, : zad; 
i 


Ten wypadek zgadza się w zupełności z wypadkiem, do 
jakiegośmy doszli w artykule 2, 


II 


Znaczenie geometryczne rozwiązań osobliwych. 


6. Ażeby wykazać znaczenie istotne rozwiązań osobliwych, 
tudzież związek, jaki zachodzi między temi rozwiązaniami 
a rozwiązaniami zupełnemi, wyłożymy naprzód zasady geome- 
tryi w przestrzeni n wymiarowćj, którćj pomysł zawdzię- 
czamy Cauchy'emu (Comptes rendus, t. XXIX, str. 885-887), 
a dalsze rozwinięcie geometrom przeważnie niemieckim. 


Uważając jedną zmiennę x, która się zmienia od — do 
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+ w, powiadamy, że ta zmienna może przyjąć œ wartości, 
Podobnie powiadamy, że układ dwóch zmiennych (2, æ) może 
przyjąć œ° wartości, jeżeli te zmienne nie są połączone 
żadnóm równaniem, a tylko œ wartości, gdy te zmienne są 
połączone jednóm równaniem; albowiem w razie pierwszym 
do każdćj wartości na r, wziętćj z obrębu od — * do +w, 
można dołączyć każdą wartość na z, wziętą z tegoż samego 
obrębu; gdy tymczasem w razie drugim, każdćj wartości, 
dowolnie obranćj na z, odpowiada tylko pewna liczba war- 
tości na z,. Tak samo powiadamy, że układ trzech zmiennych 
(z, £, r.) posiada œ, æ? lub tylko œ wartości, według tego, 
czy te trzy zmienne są zupełnie niezależne, lub są połączone 
jednóm, albo tóż dwoma równaniami. 


W ogólności powiedzenie, że układ n + 1 zmiennych 
(©, Lisse , «©„) może przyjąć œ "+t! wartości, znaczy, że każda 
. z tych zmiennych może przyjąć wszelkie wartości, dające się 
pomyśleć. Według tego, czy te zmienne połączone są jedném, 
dwoma, i t. d. lub nareszcie n równaniami, układ tych zmien- 
nych (©, 14,...c,) posiada 0,0", i t. d. i nareszcie 
tylko w wartości. 


Uważając £, zy, £ jako trzy spółrzędne punktu w prze- 
strzeni, możemy układ tych trzech spółrzędnych (£, 24, ts) 
nazwać punktem i powiedzieć, że przestrzeń zdwiera co* punk- 
tów, powierzchnia œ° punktów a linija œ punktów. Uma- 
wiając się, aby nazwać punktem także układ wartości na n--1 
zmiennych (Z, Lis.» Ln), zwanych spółrzędnemi tego punktu, 
a przestrzenią (n +41) wymiarową zbiór punktów, które od- 
powiadają wszelkim możebnym wartościom na spółrzędne, 
możemy powiedzieć, że przestrzeń (a + 1) wymiarowa za- 
wióra œ”+1 punktów, a jedno, dwa, trzy, lub nareszcie n 
równań pomiędzy n +4 spółrzędnemi ©, z, ... n przedsta- 
wiają figury, zawierające odpowiednio œ”, 0"—1, go7—3,,.. 
lub nareszcie tylko © punktów z pomiędzy onych «© **' punk- 
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tów przestrzeni (n + 4) wymiarowćj, czyli figury albo roz- 
maitości (variété, Manigfaltigkeit) n, (n—1), (n— 2), lub na- 
reszcie jedno-wymiarowe. 


Weźmy pod bliższą uwagę rozmaitości jednowymiarowe. 


W przestrzeni trzywymiarowćj odróżniamy z pomiędzy 
wszelkich rozmaitości jednowymiarowych, czyli z pomiędzy 
wszelkich linij tę, którój oba równania są stopnia 48° wzglę- 
dem spółrzędnych bieżących, t. j. linię prostą. Linia prosta 
jest ściśle wyznaczona, jakżznamy jéj dwa spółczynniki kie- 
„runkowe ©,, Za tudzież jeden jéj punkt (2, 2,, £) Jéj 
równania są bowiem następujące : 


(4) X— tı=r, (X —- z), Xı— tı =£, (X — T). 


Punkt i prostę przez ten punkt przechodzącą nazwiemy 
elementem (składnikiem) linijnym przestrzeni. Dla wyzna- 
czenia więc elementu linijnego przestrzeni trzy-wymiarowćj 
potrzeba mieć danych pięć ilości : 


(2) L, Ty, Ta, Misy Fi 
a zatém przestrzeń trzy-wymiarowa zawiera ogółem ©* ele- 
mentów linijnych. 

Jeżeli pomiędzy pięcioma ilościami (2), zwanemi spółrzę- 
dnemi elementu linijnego, żachodzą dwa równania : 
(3) D (22i L La ©) = 0, D(L, Li Ty 4,4 ,)=0, 


natenczas układ tych dwóch równań jest zbiorem œ? z onych 
æ* elementów przestrzeni trzy-wymiarowéj, i te elementy 
linijne nazwiemy elementemi figury, przedstawionćj przez te 
dwa równania. 


Przez każdy punkt przestrzeni trzy-wymiarowćj przechodzi 
w” elementów linijnych, atoli z pomiędzy tych œ? elemen- 
tów tylko skończona ich liczba będzie należała do figury przed- 
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stawionćj przez równania (3); albowiem, jeżeli damy sobie 
dowolnie wartości na £, 44. £ą, natenczas dwa równania (3) 
o dwóch niewiadomych x’, £2 dadzą tylko pewną skończoną 
liczbę wartości na te niewiadome. 

W przypadku szczególnym, kiedy «©, ©, są pochodnemi 
rzędnych 24, 1; co do odciętćj «, równania (1) przedstawiają 
taka proslę, która przechodzi przez punkt (z, 2, z.) i przez 
punkt nieskończenie bliski (c + dx, a, + dx, £ą +dz,), od- 
nośnie zatóm do figury, przedstawionćj przez równania (3), 
prosta ta przedstawia stycznę tćj figury. Powiedzenie więc, że 
figura (3) posiada w każdym punkcie pewną skończoną liczbę 
elementów linijnych, wychodzi teraz na to, że figura ta posiada 
w każdym swoim punkcie tylko pewną skończoną liczbę linij 
stycznych; powiedzenie zaś, że figura (3) jest zbiorem œ? 
elementów linijnych; ma się tak rozumieć, że krzywe podwój- 
néj krzywości, wyrażone przez równania (3), są zbiorem 
wszystkich linij do nich stycznych. 


W przestrzeni (n + 1) wymiarowćj możemy także nazwać 
prostą tę rozmaitość jednowymiarową, którćj równania są 
stopnia 48° względem spółrzędnych bieżących. Prosta prze- 
chodząca przez punkt (£, ©,,... £), mająca za równania : 


(4) | A E ZYŁ WZ „RB CEZ AR I 


i ten punkt stanowi element linijny przestrzeni (n + 4) wy- 
miarowćj. 


Element linijny posiada (2n + 1) spółrzędnych : 
(5) 2, Waco wide oókzan kaz 


a zatóm, przestrzeń (n+ 1) wymiarowa zawiera %°”?+! ele- 
mentów linijnych. 


Figura wyrażona przez n równań pomiędzy 2n +1 spół- 
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rzędnemi (5) elementu linijnego: 
(6) Pp; +4 Tis ... LA JĄ nian) jb [SE T, «+.76] 


jest zbiorem tylko tych w”*' elementów linijnych prze- 
strzeni (n + 1) wymiarowćj, których spółrzędne czynią za- 
dość równaniom (6). Te elementy nazwiemy elementami 
figury przedstawionćj przez równanie (6). 


Przez każdy punkt przestrzeni przechodzi œ” elementów 
linijnych, atoli przez każdy punkt obrany na figurze (6) prze- 
chodzi tylko pewna skonczona liczba z pomiędzy onych w” 
elementów ; albowiem, jeżeli damy sobie dowolnie wartości na 
spółrzędne punktu (z, 24...%,), natenczas równania (6) za- 
wierać będą tylko n niewiadomych, mianowicie spółczynniki 
kierunkowe «,,...4„ elementu linijnego, liczba więc roz- 
wiążań będzie skończoną. hs? 


W szczególności, jeżeli spółczynniki kierunkowe c POPP 
są pochodnemi rzędnych 24,...,x, CO do odciętćj z, ró- 
wnania (4) przedstawiać będą taką rozmaitość jednowymia- 
rową i prostolinijna, która przechodzi przez dwa punkta nie- 
skończenie bliskie (£, ty, ... Ln) i (c+dz, c,+da,,...,%,+dze,), 
równania zaś (6) będa przedstawiały zbiór o *+* elementów 
linijnych « złączonych », t. j. takich, że każdy z nich będzie 
przechodził zarazem przez punkt elementu nieskończenie bli- 
skiego. 


Po tóm pzzygotowaniu wróćmy do rozwiązań osobliwych. 


7. Niech będzie dany układ n równań różniczkowych 
rzędu 45%; 


(1) wisg (aan O iA n 
których rozwiązania zupełne są następujące : 


(2) A x= fi (x, cj, o. 0a); * Ci a 
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Ażeby otrzymać rozwiązania ‘osobliwe (jeżeli takowe ist- 


nieją), potrzeba c,,...c., wyznaczyć jako funkcye zmiennéj 
x za pomocą równań : 


dfi dfi dfi w — TET 
(3) ję ROD AA ASO, Ps BLN) 


i wartości otrzymane podstawić w rozwiązaniach zupełnych. 
Niech 


(4) Ch = Xk (T, Yis ty7n-1) [ESAn] 


będą temi wartościami na c1... Ca Wyrażonemi przez s in—1 
stałych dowolnych y, .., Yn—ı; natenczas, wstawiając te warto- 
ści w rozwiązania zupełne, otrzymamy rozwiązaąnią osobliwe ; 


(5) Z; = w; (E; Ya tie naa) =n]. 


Rozwiązania zupełne (2) przedstawiają œœ” rozmaitości 
jednowymiarowych, czyli, jak się wyrazić można, ©” krzy- 
wych n-*i krzywości : każdćj poszczególnćj krzywćj odpowia- 
dają insze wartości na n stałych dowolnych czyli tak zwanych 
parametrów cı, s.. Cn. 


"Podobnie rozwiązania osobliwe (5) przedstawiają w*"' 
rozmaitości jednowymiarowych, czyli krzywych néi krzy- 
wości : każdćj poszczególnćj z tych krzywych odpowiadają 
insze wartości na n—1 stałych dowolnych czyli parametrów 
gy se. na Tak krzywe (2), jako téż krzywe (5), są zawarte 
w figurze wyrażonćj przez równania różniczkowe założone (1). 


Aby wykryć związek, jaki zachodzi między krzywemi (2) 
z jednćj a krzywemi (5) z drugićj strony, wyobraźmy sobie 
jedną krzywę, należącą do układu (2), a odpowiadającą war- 
tościom oznaczonym na parametry c,,...c„, 1 przejdźmy od 
punktu (£, Lı... 2n) téj krzywćj do punktu mającego tę samą 
odciętę «©, ale leżącego na inszój krzywćj układu (2), odpo- 
wiadającćj wartościom c, + de,,..., c, + de, na parametry. 
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Oznaczając przeź X;, X,,...X„ rzędne tego drugiego punktu, 
mamy 


Xi=fi(e, 0 + dey,..,0n + den), [€=H, n), 
czyli 


pi 


ŻA dex  Rzztłydonj; 


a jeżeli przyrosty dci, ..., dca parametrów poddamy warunkom: 


(6) de, toy ZE de, 00, (ż zę544444109) 
1 


d dc, 
natenczas bąadzie 
Cya CY 3 MPO 


t. j. w tém przechodzeniu od punktu krzywćj pierwszćj układu 
(2), do punktu mającego tę samą odciętę x, ale leżącego na 
krzywćj nieskończenie bliskićj w tymże samym układzie, rzę- 
dne z,... La nie zmienią się; a zatóm, te dwie krzywe będą się 
przecinały. 


Atoli równania (6) są właśnie równaniami warunkowemi 
(3), jakie nas doprowadziły do rozwiązań osobliwych (5). 
A zatćm, rozwiązania osobliwe (5) przedstawiają układ krzy- 
wych przechodzących przez punkta, w których się krzywe 
układu (2) po dwie nieskończenie bliskie przecinają. 


Należy to tak rozumieć. Dając sobie wartości oznaczone na 
parametry Yı .:. Ya mieć będziemy krzywę szczególną 
układu (5); a jeżeli następnie pomiędzy 2n równaniami (2) 
i (5) wyrugujemy n + 1 spółrzędnych z, z, ...£m, otrzymamy 
wtedy n— 1 równań pomiędzy n parametrami (4...Cn, a 
przeto z pomiędzy œ” krzywych, zawartych w układzie (2), 
wyłączymy te «© krzywe, których kolejne przecięcia leżą na 
owćj krzywej szczególnój układu (3. 
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Niech (u, Lio +++ Lho) będzie punkt, w którym krzywę szeze- 
gólną (ci, ... Cn) układu (2) przecina krzywa nieskończenie bliska 
(Ci * dC4,..., Cn + den) tegoż układu, a który leży zarazem na 
krzywćj szczególnćj (4, ++. Yn) układu (5). Niech (c,2;...1), 
(x, Xi ...X„) będą punkta nieskończenie bliskie tamtego, ma- 
jace tę samą odciętę x, ale leżące odpowiednio na krzywćj 
(Ci 145 Cn) 1 (gy; 34: Tn_y)s natenczas będzie : 


ARE Z: 4 6. „MSF. R), 
gdzie $;,=0 dla w=«,; albowiem wtedy X; = z; =z,,. 


Ponieważ obie krzywe (Ci... Cn) I (Yi «+ Tn—4) Czynią zadość 
równaniom różniczkowym (1), przeto mamy także : 


U se Oi E Xij; ... X) 


czyli 
Bi + Gł Egi(0, Z, + bywa, Ż + Śn) 
zzo (Z, Sy scż a) tę dż st Hi... + ią 1 
lub w skutek (1) 
dą; 4 ds; A 
Bs ANENE En; (SEE an); 
AL ALn 


azed lanki e aeei 25, =0,, DT Many. E0 
Ula esm roayhi 


PE A T a OY 


A zatém, krzywe przedstawione przez rozwiązania osobliwe 
(5) posiadają tę własność, że nie tylko przechodzą przez 
punkta przecięcia po sobie następujące krzywych, przedsta- 
wionych przez rozwiązania zupełne, ale mają także w tych 
punktach spólne linie styczne. Rozwiązania więc osobliwe 
przedstawiają krzywe  powłóczące krzywych, wyrażonych 
przez rozwiazania zupełne. 
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« Z tych badań wypływa : 4°, że równania różniczkowe (1) 
przedstawiają zbiór 0*** elementów linijnych złączonych, 
t. j. takich, żekażdy przechodzi zarazem przez punkt elementu 
nieskończenie bliskiego; 2°, że w rozwiązaniach zupełnych 
(2) te elementy linijne są ułożone w w * gromad po © ele- 
mentów ; 3°, że rozwiązania osobliwe (5) zawierają tylko cc” 
z onych wo”*! elementów linijnych, jakie są zawarte w ró- 
wnaniach (1), i ułożonych w œ”—~ gromad po w elementów. 
Należy to tak rozumieć : jeżeli sobie wyobrazimy *** ele- 
mentów linijnych, przedstawienych przez równania (1), uło- 
żonych w 0 *—* grup, w którychby każda zawierała o gromad 
po w elementów złączonych, to natenczas wziąwszy z każdćj 
z tych gromad po jednym pewnym elemencie, mieć będziemy 
jedną z gromad, przedstawionych przez rozwiązania osobliwe. 
Co się tu powiedziało o rozwiązaniach osobliwych równań 
(1), rozwiązanych względem pochodnych £,,...«',,. odnosi 
się także do rozwiązań osobliwych równań różniczkowych, 
danych pod postacią ogólną 
(7) Di (2, Lige. Tny Lys. Ln) =, Cisr iah n], 


z tą jednak różnicą, że jeżeli te równania nie są stopnia 460 
względem pochodnych, natenczas tak rozwiązania zupełne, 
jako tóż rozwiązania osobliwe, będą układami krzywych 
o kilku gałęziach. 


III 


Wyprowadzenie rozwiazań osobliwych z samych 
równań różniczkowych. 


8. Przystępujemy teraz do części zawilszćj teoryi rozwiązań 
osobliwych układu n równań różniczkowych zwyczajnych 
rzędu 18%, mianowicie do wyprowadzenia tychże rozwiązań 


ky ` 
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z samych równań różniezkowych. Dla większćj jasności rzeczy 
będziemy rozbierali ją geometrycznie. 


Niech 
Bs (2 tnei Za Fu osa BA FAky LFS 80] 


będą dwa równania różniczkowe, których strony pierwsze są 
funkcyami algebraicznemi, wymiernemi i całkowitemi ilości 
Ly Lie . Tny Św bie Dris 


Jeżeli w ogóle mają iştnieć rozwiązania osobliwe czyli krzywe 
powłóczące, powinny krzywe, które w rozwiązaniach zupeł- 
nych odpowiadają dwóm układom wartości na parametry 
Cis «a Cn, przecinać się ; każdy więc punkt (£, ©. . .£n), wzięty 
na którejkolwiek krzywćj rozwiązań zupełnych, można wtedy 
uważać jako leżący zarazem na drugićj krzywój tego rodzaju, a 
należącćj do innych wartości na parametry c1. ..€n} a przeto 
też w tym punkcie zachodzić muszą dwie styczne, położeniem 
od siebie odmienne. Do wyrachowania spółczynników kie- 
runkowych wy,,..., ©» tych dwóch stycznych nie potrzeba 
mieć rozwiązań zupełnych, bo te spółczynniki można otrzymać 
bezpośrednio zrównań różniczkowych założonych (1). A zatóm, 
równania różniczkowe (1) muszą w razie istnienia rozwiązań 
osobliwych dawać w każdym punkcie przynajmnićj dwa 
układy wartości na pochodne £4,...,4'», a pfzeto nie mogą 
one być stopnia 48° względem pochodnych. 


- Jeżeli rzeczony punkt przecięcia znajduje się na powłóczą= 
cćj, to on wtedy znajduje się na trzech krzywych, z których 
dwie odpowiadają w rozwiązaniach zupełnych dwóm nieskoń: 
czenie bliskim układom wartości na parametry (Q,...;Cn) i 
(0, ++ de... Cn + den), a trzecia jest powłóczącą tamtych; a 
że te krzywe w tym punkcie mają wspólną linię styczną, 
przeto dwa układy wartości na pochodne «),,...,cn, w punk- 
cie przecięcia dwóch krzywych rozwiązań zupełnych -w ogól- 
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ności od siebie odmienne, stają się sobie równemi, jak ten 
punkt znajduje się zarazem na powłóczącćj tamtych, t. j. na 
krzywćj odpowiednićj rozwiązań osobliwych. A zatém, roz- 
wiązania osobliwe są miejscem punktów, w których dwa 
układy wartości na pochodne z... £n, jakie z równań ró- 
żniczkowych (1) wypływają, stają się sobie równemi. 


Ażeby więc otrzymać rozwiązania osobliwe, potrzeba prze- 
dewszystkćim znaleźć warunek, pod jakim równania (1), uwa- 
żając w nich ilości £©,,.. .w„ jako niewiadome, dają na te nic- 
wiadome dwa jednakie układy wartości. 


W tym celu uważmy, że jeżeli jedno równanie o jednćj nie- 
wiadomej posiada pierwiastek dwukrotny, natenczas ten pier- 
wiastek jest zarazem pierwiastkiem pochodnćj tego równania. 
Wiedząc to, wyraźmy z n— 1 pierwszych równań (1) n— 1 
niewiadomych £s... L'n przez «a i otrzymane tym spo- 
sobem wartości podstawmy napowrót we wszystkich n ró: 
wnaniach (1). W skutek tego pierwsze równania staną się 
tożsamościowemi, a ostalnie zamieni się na równanie o jednój 
niewiadomej w, z pierwiastkiem dwakrotnym, jeżeli układ n 
równań (1) daje dwa jednakie układy wartości na z ,..., cy; 
będziemy więc mieli : 


dp; du, 
RI EP: PC 
dd; 


— 0 tzaław NN 
kim dan , ( ? J; 


db; dz, _ db, din, 
Eau, Ex 


a gdy pomiędzy temi równaniami wyrugujemy pochodne 
dr, d. 1. ŚŚ 
dzin "ry dla 


olrzymauny : 


EK d (b, P, P > d>,) za 0 
ACH KACA oiicjiki 


śą i: ioiai 
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równanie wyrażające warunek, pod jakim równania różnicz- 
kowe założone dają dwa jednakie układy wartości na po- 
chodne Z aanren 


A zatém, jeżeli mają zachodzić rozwiązania osobliwe, to 
równania (1) i (2) powinny mieć miejsce jednocześnie. Należy 
to tak rozumieć. Jeżeli z równań (1) wyrugujemy za pomocą 
równania (2) jedną pochodnę np. x, otrzymamy wtedy n 
równań różniczkowych pomiędzy n zmiennemi zależnemi 
a tylko n— 1 pochodnemi; rozwiązania więc zupełne tych 
równań będą zawierały n — 1 stałych dowolnych : te rozwią- 
zania będa, mówiąc w ogólności, rozwiązaniami osobliwemi 
równań różniczkowych założonych (1). 


Powiedzieliśmy « mówiąc w ogólności»; albowiem ró- 
wnanie (2) wyraża jedynie warunek, pod jakim dwa układy 
wartości na pochodne ©, ..., L'n zZ równań (1) wypływające są 
jednakie, a przypadek ten, chociaż zachodzi istotnie w punk- 
tach leżących na powłóczących, może jednak zachodzić 
w punktach, leżących na krzywych powłóczonych, mianowicie 
wtedy, gdy gałęzie powłóczonych wzajemnie się dotykają, po- 
siadają punkta zwrotu, t. j. punkty w których pochodne 
drugie «”,,...,x”„ stają się nieskończonemi, lub posiadają 
punkta przegięcia, t. j. punkty w których te pochodne do- 
piero nadmienione są równe zeru. Ztąd wypływa, że jeżeli roz- 
wiązania osobliwe istnieją, to te rozwiązania powinny być 
zawarte w wypadku rugowania jednćj pochodnój z równań 
(1), uskutecznionego za pomocą równania (2), ale ten wy- 
padek rugowania da nam » równań pomiędzy z, 24,...2,, 
L'e -sUn których strony pierwsze dadzą się sprowadzić 
do postaci iloczynu kilku czynników, a tylko jeden czynnik 
w każdćm równaniu będzie należał do rozwiązań osobliwych. 
Ażeby więc mieć rzeczywiste rozwiązania osobliwe, potrzeba 
z pomiędzy wspomnianych czynników w każdóm równaniu 

56 
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wypadkowóm wybrać ten, który odpowiada rozwiązaniom 
osobliwym. 


P. Darboux (Bulletin des sciences mathématiques et astro- 
nomtques, t. VI, str. 158-186) pokazał, jak to uczynić można 
w przypadku szczególnym jednego równania różniczkowego 
rzędu 150 z dwiema zmiennemi; rozciągnięcie tego sposobu 
do zajmującego nas przypadku ogólnego jest przedmiotem 
artykułu następującego. 


9. Wypadek rugowania jednćj pochodnćj pomiędzy ró- 
wnaniami (1) i (2) przedstawia, mówiąc w ogólności, miejsce 
punktów zwrotu na krzywych rozwiązań zupełnych, to jest 
takich punktów, w których pochodne drugie £',,...,a'„ pO- 
siadają wartości nieskończone. Jakoż, różniezkując równania 
(1) -mamy : 


db; a db; : db; H dd; , 
Arpa a mean E a N +... 
dx * da, wd dz, k dai 4: 
AL , 
Pera Pay EREN E A 


a gdy te równania rozwiążemy algebraicznie względem po- 
chodnych drugich z%,.. naiz będzie 


© dób; db; Ai En. 
(3 ) A. e 4 + ŻA: (= zj” 1+. apie „= sn), 


gdzie A';+ jest minor wyznacznika funcyjnego A, odpowia-= 


dajacy składnikowi m nJ 


Tk 
dA 
(4) A'i dO; 
da E 


Z równań (3) czytamy, że w skutek równania warunko. 
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wego (2) będzie 1”„=, chyba że także mają miejsce ró- 
wnania 


i=n A dd; dd; y; } dỌi ; ME we 
(5) Au ( T ih zę dw t T ta) =0, ksz n. 


A zatém, jeżeli mają istnieć rzeczywiste rozwiązania 0s0- 
bliwe, t. j. powłóczące krzywych, wyrażonych przez rozwią- 
zania zupełne, natenczas równania (4), (2) i (5) powinny mieć 
miejsce jednocześnie. 


Ponieważ w razie, kiedy równania (5) mają miejsce jedno- 
cześnie z równaniami (4) i (2), z równań (3) wypływa z”%:=2, 
mamy przeto dowód twierdzenia, dowiedzionego już przez 
Lagrange'a (OEuvres completes, t. 1V) dla jednego równania 
różniczkowego z dwiema zmiennemi i rzędu 180, mianowicie : 
że w punktach rozwiązań osobliwych wartości na pochodne 
drugie x", wyprowadzone z równań różniczkowych są nie- 
oznaczone ; to dowodzi, że styczność pomiędzy powłóczącemi 
z jednćj, a powłóczonemi z drugićj strony — mówiąc w ogól- 
ności — nie jest rzędu 28°, lecz tylko rzędu 18°. 


ra 


Równania (5), pomimo że ich wyznacznik 
Aa; PA OE P sej Ani ` 


Nis As», ...y Ans : 
(6) 5 = A'i 


. . . . + . . 


ja R A zm; easly A4śń 


jest w skutek równania warunkowego (2) równy zeru, przy- 
wodzą się do n następujących : 


i dd; dd; , „db; tr 0 A 
(7) % "ii kę fp W (85= 134, M: 
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Jakoż, pisząc dla skrócenia 


(8) (yj: 2 > e jaa = „ tudzież 
izy dd. 
9 AP YP Pei 
) wrogie: da , 


możemy równania (5) tak pisać : 

(10) myc, + dy, +... Hank E p + br = 0, (k=1,..,n); 

a jeżeli znowu, dla skrócenia, oznaczymy przez A wyznacznik 
(11) AED Gi, 4 Gej «willa» 

a przez A. minor tego wyznacznika, aiii aki składni- 


kowi anx 


JA 
12 WSE 
( ) 5 h.h = dar, 3 


i równania (10) rozwiążemy algebraicznie względem ilości 
Z'ye t a, będziemy mieli 


k=n 


(13) Aru + X Ans bę 20, 2 bazy 


k=1l 


Atoli, według określenia (8) składników a,,, wyznacznik 
A jest iloczynem dwóch wyznaczników mianowicie : 


dp, db, dd, 
An; Aa ...y jo PP de, * dr, Bój dz, 
db, db, dD, 


A'e, Aa, seag A'n PERET) 
Atai dzą dr, 


Kine iN inr e SE db, dd, dd, 


—— 9 0,0 = 
dn dZn i ; dLn 


htt p: lIrcin. org 


DODATEK, 885 


lub oznaczywszy przez _A wyznacznik funkcyjny : 


dd, B,.... b) 
je 0 MOBY ENO 


KT 
(14) # 
) d(c, U 3 Dan) 


tudzież uwzględniwszy równanie (6). 
(15) ANN 

Następnie, minor Ay, jest wyznacznikiem rzędu (n — 14), 
a jego składniki są według (8) summami n iloczynów ze skła - 
dników wyznacznika (6) i (1%); podług znanego twierdzenia, 
więc Ay, jest iloczynem dwóch następnych prostokątów : 
dd, dg, dẹ, 


 — ,... - 
dui SERE „dej 


, , A? | 
Ao Aris Man | 


i : dp, dd, dd, 
A ataz skazać N PE k=1 A . e e hyo asa 311 
AC p 4 U lsa UZ h—i 
Amt egg db, dd, db, 


NIH, N kti. „Anki i oac; 
- dCy, dki: 1 Acha 


| 
PPC PE ACH = A NE T aE ną A 
: 


db, do, db, 


Ains Agnu.. Ann 


— >) >— „LL, 
i By dEn 


czyli 
APATA YA hi 1 dd. dba, dBa_, 
1254 9984 UN a . .. WG TORF 
z” AVAT poł Aniwa różą raydzą, 
.....e.i zee ee eee s te sorogeo RODEETTEETTKECTETNNTENTENNETNETENNKEM 
R o Żojcie r E WSL; BR 1, DER 
t. „k—1 Latt < .. ns. À | 3 s.. 3 6 
dą p) a, s Bal | n.- 4» drn dtr , d TRER 
9 ; 
An ™È i ANA A 7 dd, db., „Pa , 
A 4,5+ 1 maskl 3983 TLE: W KAKA: EEAGEJK Ad: 
cc A ty! AU nA Ahat * dzy 
á N N dd. dd, dd, 
A nin a Tdk E ti TEZA py bekit. dts 
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gdzie a,, a,, ..., wa _,, jest połączenie n — 1 z pomiędzy n liczb 
1;2,...,n a sumowanie rozciąga się na wszystkie połączenia 
których liczba równa jest n. 


A że w napisanćj dopiero równości pierwszy czynnik po 
prawćj stronie jest, jako minor wyznacznika (6), równy ilo- 
czynowi z wyrażenia A~? pomnożonego przez składnik dopeł- 
niajacy wyznacznika A’, a czynnik drugi jest minorem wyzna- 
cznika A, mamy przeto : 


AriZNT(A e + Ma 3 | ŁÓW 22 de) 
a nareszcie, w skutek (9), 
U © dò, 
2 Arb G m Ar” (Ara; +... 
HAns (AG: ++ Ao) 


lub, ponieważ 


k=n 


9 Aa pi =, 1Mm=B 

jA uk 
według tego, jak skaźniki r i s są odmienne, lub sobie równe, 
ostatecznie więc 


k=n 
(i 
462,4 p bese RZNE f Sh A Te b 1 > O e ) 


/ 
Jeżeli teraz w równanie (13) wsławimy wartość (15) i (16) za 


k=n 
+ RI 

A DYNT Dj otrzymamy natenczas 
k=l 


„oba a dd, de, dd, 
; ARTE n+Ą"T" (A. h Wź| + May —— pras 2 9, + Any e) =0, 
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lab, po opuszczeniu czynnika spólnego A*”', 


i=n de, 
(17) ATh + „Ak Tę 


v= 


==); (RET, R di 


Atoli otrzymane dopiero równania są takie same, jakie- 
byśmy otrzymali, gdybyśmy, zamiast równań (5), rozwiązali 
równania (7) algebraiczne względe £,,...,£,; a zatóm, ró- 
whania (5) wychodzą na równania (7), e. b. d. 9, 


A zatóm, jeżeli mają istnieć rozwiązania osobliwe czyli po- 
włóczące krzywych, wyrażonych przez rozwiązania zupełne 
równań (1), natenczas równania (1), (2)i (7) powinny mieć 
miejsce jednocześnie. Należy to tak rozumieć : jeżeli za po- 
mocą równania (2) wyrugujemy jedną pochodnę np. Z, z ró- 
wnań (1) i z równań (7), natenczas w tych dwóch wypadko- 
wych układach równań jedynie czynniki spólne obu ukła- 
dom mogą należeć do rozwiązań osobliwych. Albo wyraźnićj 
jeszcze : jeżeli układy równań (t) i (7) po wyrugowaniu z nich 
jednćj pochodnój np. z „ dają się sprowadzić odpowiednio do 
kształtu. 


(17) ALA, D asśaanitud tar ria 0: „Jłówd a e 2] 


EJ 


(19) RFIRPZZ MPA NZ" RSEN, A 


t. j. jeżeli strony pierwsze równań obu układów wypadkowych . 
zawierają czynniki wspólne W, natenczas rozwiązania 0so- 
bliwe będą pochodziły jedynie od równań, jakie otrzymamy 
przyrównywając te czynniki do zera, mianowicie od równań 
(EILE Lor aa, Ea aane cana) 0, e a 

a czynniki A; i B; będą należały do punktów zwrotu (x= o% ) 
lub odpowiednio do punktów przegięcia (x”, = 0) krzywych, 
przedstawionych przez rozwiązanie zupełne. 


Z tego, co się okazało, wypływa, że rozwiązania osobliwe 
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będa tylko wtedy zachodziły, jeżeli układ równań (1) i układ 
równań (7), uważając w tych równaniach ilości £,,..., Z'n 
jako niewiadome, dają na te niewiadome wartości jednakie, 
czyniące zarazem zadość równaniu (2) ; a że układ równań (7) 
jest zupełnie równoważny układowi (17), przeto wspomniane 
wartości nie powinny jednocześnie czynić tożsamościowo za- 
dość równaniom 


fzz R 


A=0, pat Ra Z, Wi POST N 


Prawidło niniejsze na wyprowadzenie rozwiązań osobli- 
wych z samych równań różniczkowych jest prostém uogól- 
nieniem prawidła, podanego przez p. DARBOUX dla jednego ró- 
wnania różniczkowego rzędu 418° z dwiema zmiennemi. 


IV 


Zastosowanie do jednego równania różniczkowego 


rzędu 48 z dwiema zmiennemi. 


10. Zajmiemy się jeszcze w krótkości rozwiązaniem oso- 
bliwóm jednego równania różniczkowego rzędu ns? z dwiema 
zmiennemi. Niech naprzód dane będzie równanie różnicz- 
kowe, rozwiązane algebraicznie względem pochodnćj nói: 


| dry LEANE EEN dy d? GA, dariy 

R dzi „4; (e Wodę” daż* Sl 
Pisząc 

9 dy AE” dy UMP dy 

©) dr Io drs HAI dyna” == EE 


zamiast równania (1) będziemy mieli układ równoważny n 
równań różniczkowych rzędu 48° zn--4 zmiennemi z, y, 
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PAR ACH dyn - 4 


dy 19% dr Yar dz = Ynis 
(3) 
ni — ol, Y, Yea Yu) 
dz r 2? Jo Jart ees Jn—1/* 
Niech 
(4) BGC 5:76 wordnie N 


będzie całką pierwszą układu (3) lub — co wychodzi na jedno 
— równania (1), natenczas, jeżeli istnieje rozwiązanie oso- 
bliwe, to podług art. 2s° to rozwiązanie uczynić powinno za- 
dość jednemu przynajmnićj z pomiędzy równań warunko- 
wych 


| DO OW | SOWY U A 


A mianowicie, jeżeli istnieje rozwiązanie osobliwe, naten- 
czas związek pomiędzy z, Y, W4,.1., Yn—,, CZyniący zadość je- 
dnemu przynajmnićj z równań warunkowych (š) będzie oso- 
bliwą całką pierwszą równania (1), a całka ogólna tćj osobli- 
wéj całki pierwszćj będzie rozwiązaniem osobliwóm tegoż ró- 
wnania. ` 

Jeżeli całka pierwsza nie jest rozwiązana algebraicznie wzglę- 
dem stałćj dowolnćj, ale dana pod postacią ogólna 
(6) W(C; Y, Yp="> Yn- 0) 20, 
natenczas uważając, że równanie 

W(z, Y; Yqv**+> Yn_4, F) =0, 


jest równaniem tożsamościowóćm, mamy 


(1) —=— ——— , (120,1, 2,..,n —1), 
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a przeto dla rozwiązania osobliwego będzie albo 
(8) sę. sez (Pas HT SALTA 


albo tóż 


AW 
dc 


(9) U. 

W przypadku, kiedy funkcya W jest fankcyą całkowitą, je- 
dynie równanie warunkowe (9) prowadzić może do roz- 
wiązań osobliwych; a mianowicie, jeżeli z całki pierwszćj 
(6) wyrugujemy stałę dowolną c za pomocą równania warun- 
kowego (9), wypadek rugowania — mówiac w ogólności — bę- 
dzie osobliwą całką pierwszą. 


Przy użyciu warunku (9) lub (8) należy się upewnić, czy 
wartość na e z nich wypływająca nie czyni zarazem zadość ró- 


wnaniu —— == 0, lub odpowiednio równaniu == =œ, t. j. 
dy; | de 
czy ona istotnie czyni zadość warunkowi zasadniczemu 
dy, FZ %: Niekiedy może się zdarzyć także, że równania wa- 
t 
runkowe (8) lub (9) dają bezpośrednio osobliwą całkę 
pierwszą. 


Nareszcie nie należy przepomnieć, że wypadek rugowania 
stałéj c z całki pierwszéj (6) za pomocą równania warunko- 
wego (8) lub (9) może być równaniem różniczkowém rzędu 
niższego aniżeli (n—1)s9; w takim razie rozwiązanie oso- 
bliwe będzie w sobie zawierało mnićj niż n — 4 stałych do- 
wolnych. 


Niech następnie 
(10) Y = f(T, C, Czesi z Enny) 


będzie rozwiązaniem zupełnóm, tak zwaną całką ogólną ró- 
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wnania założonego (1), rozwiązaną względem y. Różniczkując 
równania (10) n — 1 razy, mamy 

pusr hi C, Ci; eeey ENIA 
(14) Ji daet BAB re rz 
oaie zi (T, C, Ciy se ASI T 


df 


gdzie ogólnie => Równania (40) i (11) są wtedy roz- 
wiązaniami układu n równań (3). 

Jeżeli z równań (11) wyrazimy ć,,... Cn —, PrZEZ £, Y;,...,Yn _4C 
i otrzymane wartości podstawimy w (40), mieć. będziemy 


natenczas całkę pierwszą równania założonego (4). A zatóm, 
mamy dla rozwiązania osobliwego 


(12) La L. a ka m 
de Bł crib zi: „jk "de. 
zkąd 
dei de, derti 


o, PE należy wyrugować za pomocą 
de de 


afi df, de, i dA de, l iA de 
Tide SAs Dah hadas e e 
det Ho, da Ed, de dłonią 46 0, 


Kani wacunkoge nie . rę 4020 914830 PAD: 


dfs q ete y dfnaydł damy don Ag 


de dr; tę de, de den, w 
w skytek czego otrzymamy 


(14) Razz 0. 


BB Gry 7001) 


Jeżeli więc z całki ogólnćj (10) wyrugujemy stałe dowolne 
Ls Cisery Cng ZA pomocą równań (14) i (14), wypadek rugo- 
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wania będzie osobliwą całką pierwszą, a jego całka ogólna 
rozwiązaniem zupełnćm. Albo tóż, jeżeli układ n równań 
różniczkowych (12) i (13), który po wyrugowaniu z niego c i dc 
za pomocą (14) sprowadza się do n—1 równań z n zmiennemi 
Z, Ciye s Cna, zCałkujemy w zupełności, i otrzymane tym 
sposobem wartości na €, £,,..., Ch _, W funkcyi z i n—-1 sta- 
łych dowolnych %,,...,Yn-, wyrażone, wstawimy w całkę 
ogólną (10), otrzymamy natenczas już samo rozwiązanie oso- 
bliwe | 


(4 5) y Er Y(T, Yis LL | JP 


11. Z tego cośmy powiedzieli w ustępie Ili" o znacze- 
niu geometrycznćm rozwiązań osobliwych układu an równań 
różniczkowych zwyczajnych rzędu 48°, wypływa bezpośrednio 
znaczenie geometryczne rozwiązania osobliwego jednego ró- 
wnania różniczkowego rzędu ne, z dwiema zmiennemi. 


Najprzód całka ogólna 


(10) y=/(z, C, Cqy::2; Cen) 


zawierając n parametrów dowolnych ¢, (5,...,C n4, przedsta- 
wia œ” linij krzywych płaskich, każdemu inszemu układowi 
wartości na parametry odpowiada insza linia krzywa. 


Tak samo rozwiązanie osobliwe 


(15) y=o(z, i eeg Tanja 


zawierając n — 1 parametrów dowolnych y;, ... , Yn—; Wyraża 
"=! linij krzywych płaskich; albowiem każdemu inszemu 
układowi wartości na te parametry odpowiada insza linia 
krzywa. 


Weźmy pod uwagę jedną z krzywych układu (10), którćj od- 
powiadają wartości oznaczone (£,0,..,07_4) na parametry, i 
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przejdźmy od punktu (z, y) tćj krzywćj do punktu (c, Y), ma- 
jącego tę samą odciętę, ale leżącego na krzywćj nieskończenie 
bliskićj (c + de, c, + de, ... , Cn, + Alna). 


Jeżeli przyrosty de, dep... , dcn-4 parametrów poddamy 
warunkom : l 


af , dł: dj mn 
1. + zat w. + * "Tag de Ż5Ń, 


Whio 675g 4 U00/ © (Ge wk oe woda G'u We 0/ofao ew e 


natenczas będzie nie tylko 
KEEP 
ale także 
Y, =y, Y, = Yne , Vu ŻY, 


t. je dwie krzywe będą miały punkt spólny i w tym punkcie 
posiadać będą styczność (n— 1)89 rzędu. Atoli napisane ró- 
wnania warunkowe nie różnią się od [(12) i (13)], jakie nas 
doprowadziły do rozwiązania osobliwego (15). A zatóm, roz- 
wiązania osobliwe przedstawiają takie linie krzywe, które 
przechodzą ;przez punkta, w których dwie nieskończenie 
bliskie krzywe całki ogólnćj posiadają styczność rzędu 
(n—í)s° i mają w tych punktach z temi ostatniemi krzywemi 
także styczność co najmnićj rzędu (n — 1)s°. Należy to tak ro- 
zumieć, 


Jeżeli damy sobie na yı... Yx—, Wartości oznaczone, a nastę- 
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pnie z a równań 
. 
f=o, hoy +, fa, on p 
gdzie w ogóle paLa giit, wyrugujemy z a nastę- 
pnie wyrazimy (, ..., Cn; przeze, i te wartości wstawimy 
w całkę ogólną (10), otrzymamy natenczas równanie 


y= F(z, c) 


æ krzywych takich, że każde dwie nieskończenie bliskie będą 
miały punkt spólny i w tym punkcie będą posiadały styczność 
(n—1)59 rzędu, te zaś punkta leżeć będą nakrzywćj (7, «Yn =)» 
imającćj także w tych punktach styczność co najmnićj rzędu 
(n—1)89 z onemi krzywemi. 


Nareszcie, jeżeli oznaczymy przez 


Zos Yos Yios e*s Yn -10 


spółrzędne, tudzież wartości n— 4 pierwszych pochodnych 
rzędnćj co do odciętćj dla punktu krzywéj (C, C4, ose, Cn—ų le- 
żącego zarazem na krzywćj (ya. «+ 5 Yn—-,), A przez 


T, 1, Yis , Yne 
dod, Fi zz PAN 


wartości na te same ilości w punktach mających odcięlę z, 
z których jednak pierwszy leży na krzywćj (€s: «..  Cn—5), 
a drugi na krzywćj (Ya... > fn—4), natenczas będzie 


uE È $ ii iż 
| =y = n, 1 UE Y n—1 =y z Rog In —4) 


gdzie q=n =. =, —, =0 dla z=ez,; albowiem, jak się 
dopiero okazało, jest dla £ = £, 


Wi = Yi (i== 0, 1,2. nt). 
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A że rozwiązanie osobliwe czyni zadość równaniu różnicz- 
kowemu (1), mamy przeto 


dY nm kj dy m Ani 


gL, Y H hs Yy Haee Yn=1 Hm -1), 


de o dz dz 
(z , | "m do j RZ. MO o 
= 9 3 Y, Yis t.3 Yn- -į Ty” * ty, Ur i yzi M2 =i; 
lub w skutek (4) 
dani __ dọ dọ dy 
sP PEE EFR Aas TA Nu » 


"Alo dla z==z, JM s=V, nnZU, 4 don 20 ; 2 aten 


dan- —1 


jest wtedy także — = (), czyli 


Y njo ZY mo 


t. j. rozwiązanie osobliwe przedstawia takie krzywe, które 
przechodzą przez punkta przecięcia dwóch nieskończenie 
bliskich krzywych całki ogólnćj, i w tych punktach mają 
z onemi krzywemi styczność rzędu 50, a nie rzędu (n — 4)e0, 
jak się pozornie zdawało. 


Cośmy tu powiedzieli, odnosi się także do równania różnicz= 
kowego, danego pod postacią ogólną 
dy dy owy 
(16) b (Goya > Ta ds) 70 
z tą jedynie różnicą, że wtedy tak krzywe całki ogólnćj, jako 
tóż krżywe rozwiązania osobliwego będą krzywemi o tylu gałę- 
ziach, jakiego jest stopńiia równanie (16) względem pochodićj 
BRZ al) 
tej P R 
$ da" 
12. Aby jeszcze zastosować badania ustępu lłłse do przy- 
padku nas zajmującego; weźmy pod uwagę równanie różni- 
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dy Ry fini dyj a 
(16) v(e y P Tr» ze) = 


i załóżmy, ze strona pierwsza tego równania jest funkcyą al- 
d'y 


gebraiczną, wymierną i całkowitą ilości Z, y, A BAW 
Równaniu (16) jest równoważny układ n równań różnicz- 
kowych rzędu 189 : 


lyn— 
p (z. Ya Yis Yas e+ s Jn—1; ; Pr ) ye 


(17) 


b= —y=0, ... ae dar * Yn- SZ 
"Według więc artykułu 780 mieć będziemy dla rozwiązania 
osobliwego 


ce d(d, W,, ..., di) _ do 


Z E 
(dyr oi | dyni 
de dz” di da 
czyli 
deb __ 
jeżeli napiszemy dla skrócenia s = Yn 
7 hi . 


Nadto, jeżeli równanie dane (16) zróżniczkujemy i równanie 
warunkowe uwzględnimy, będziemy mieli 


db d dd dp 
18 EARNAN ha T A AGY 
(18) o r> Y + dł + 


A zatóm, jeżeli ma zachodzić rozwiązanie osobliwe, naten- 
czas wszystkie trzy równania (16), (18) i (19) dać powinny 
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na yn jednę i tę samą wartość; czyli, jeżeli za pomocą da- 
nego równania (16) wyrugujemy yn raz z równania (18), a 
drugi raz z równania (19), to te dwa wypadki rugowania po- 
winny się dać w razie istnienia rozwiązania osobliwego przy- 
wieść do postaci 


(20) r UE AATNI Fit 1JEEO, 

i 

(21) BY(C, Y, Yis: + ; Yn—1) 20, 

a wtedy czynnik wspólny . > 
(22) WIZ, Y, Hus » Un—1) BO 


będzie osobliwą całką pierwszą danego równania, gdy tymcza- 
sem równania 


A=0 1 B=0Q 


odpowiadają : pierwsze miejscu punktów, w których yy = % 
a drugie miejscu punktów linij krzywych całki ogólnćj, w któ- 
rych ya =0. 


Spółistnienie równań (16), (18) i (19) wyraża także tę wła- 
sność rozwiązań osobliwych, że w punktach rozwiązania oso- 
bliwego pochodna y»--,, wyprowadzona z równania różnicz- 
kowego staje się nieoznaczoną „, a przeto, że styczność po- 
między krzywemi rozwiązania osobliwego a krzywemi całki 
ogólnój nie jest rzędu wyższego nad n. Własności tój roz- 
wiązań osobliwych dowiódł jeszcze LAGRANGE. 


51 
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SBB A wą T RAI M 
Orte ME x 
NAP, 


pack 


a ; abigaośnoq s lośej „iso. sdłalnow gs 


! s (88) siasawón 8 sez s tgiejigom LA si n 
8 S ghineal MOT ; 


: A go Hildoso pi in 
, T iy strona pierwsza tego Nedo 


yn Loona, ŻE; JIA 


MS >. kóńrńani (16) jes ddai ZĘ ówna raño "4 
| | ~: kowych, pen RAA s R RZE 5 ONE 


(a, e po; 3 + Ro: 
"tny eA, 0) wi 


sanigi Y 


S 4 * w 
IZA arti yjo WEPĘ 


ARE „Według KG: * megi 


N Ee 


f: Świ w Boba 


PNA ME PORY <a) ie sioiaieiłóga ~ 
70, oeo sirsagitwsów ttostilawą ma vdet goen sosy l 


pipor. sinstwóa i s sqosbu 


kj, true sód 
TiN so W: roi { sa 8 


s 
„htt roi org pl Ę 


Str. 


3 3 od dołu 


Wiersz, 


NEST W » 


17 
31 


» 


13 
18 


20 


» » 


od góry 


» » 


» » 


od dołu 
od góry 


od dołu 
AE 8 
od góry 
od dołu 


od góry 


ERRATA 


Zamiast. 


n+i 
dz 
dy 
Un 
F[e, Y, z, 9, (U), .. 
dF 
du 
* 


=B 


> Pn (u)] 


AF dpn 
Je, du 


— JF dy, 
7% 0% du 
z 
aLe y Pa 
n==2a 


2 
M (da—y dz) 
jakiejkolwiek 


trzecim 

: NAGA 
ata, n= FA 
rodziny krzywych 
, dy 

Y da 
położeniem 


Powinno byc. 


F[£, Y, Z, U, g4 (U); 12. Qn (u)] 


dF 

du 
aF _0F 
du ðu 
Fuchs 
CZSU 


lub 


JF dọ, 
Je du 


dF don 
- dęn du 


nz 


i 

M (dy —y'da) 
jakowój. 
czwartym 


pw, f) = 


krzywe 

, da” 
y dy” 
kierunkiem 


dp 
wrar SY 


df (x, c) 


dæ 


ERRATA. 
Wiersz. Zamias . Powinno być. 
15 2 Yy=m j =m 
718 od góry opuścić. 
13 od góry jako odnoszący się do punktów wyrażający proste do osi y ró- 
zwrótu wnoległe 
2 od góry  doprowadziłyby doprowadziły. 
12 » » ył y? 
09 . 06 _; 
12 od góry malas 0 W O 
10 od dołu. (M, + May’ (N, +Nay') 2 (P, (M, + May’) -+ (N, + Nay ) 2 
+Py )XA3 0 + (P, + Pay P= 0 
2» » 6 =[(MN;,) (NP,) — (MP,)*] +... =[(MN,) (NP,) —(MP,)*] + 
7 odgóry y y’ 
; Wy dy dy . 0Y 
Aata AENA NI AWZ Jade de 
łoddołu cy : CE 
3 i 5 od dołu f(y)dy 2f (y) dy 
; a tyr dy „dy dy 
6 PORE Ce 2 Tr | a? Eaa Ee U 
Bd Bd Y y 
Z» 30 (-+yńleso: (+y)? 
3 
„(30h Uy’): 
y l y” 
di sal >. 
2. moi b | z, di” zd o (wyg >V> dg 
1 
6 od dołu i: dr L da 
0 d | 
1 od góry y—u=y l y—u czyli y, skoro u =0, 
3 od dołu 4_, nmt 
13 odgóry ną pr 
O dy; du, O dys du _ 
4 od dołu Ddz, z” ITI 
ES » XA È 
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Str. 
264 
ITA 


313 
314 
334 
338 


461 


» 


Wiersz. 
4%,» A 
8 od góry 
$ od góry. 
2% AC 
1 od dołu 


6 od góry 


1 od dołu 
1 od góry 


5 od dołu 
9 od góry 
185.» 
10» » 
20d dołu 


5 od góry 


6 od dołu 


2 od góry 
1 od dołu `` 


7i10 od góry 
8 od dołu 


2 od góry 
16 od góry 
18» » 


ERRATA. 
Zamiast. 
y 
(2) 
L(I —q,9) 77 


y= MP RY =... 
X (D) 

X(D) — ir) 

Tr 

albowiem 

10380 

= 0, An 

Aso 

dS 

JA 

udowodnimy. 


u= 


idt 


"901 


Powinno być. 


Yo 
f (z) i ) è 
La (1 —q49)7' y 
Y=24—Yy= 
x (D) 
ID] 
To 5, 
a 
10280 
T= 0AE, ..n 
Ao 
BA. 
0B 
dowiedziemy 
d” 


At dą... ADR 
4 > M 
dt i 


a i 


du 

dfn x i 
U4 
u 


dor 


z 


i odpowiednio: 
Er P i 
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3 od dołu 


2 od dołu 
1 od dołu 


6 od dołu 


8 od góry 
8 od dołu 
8 od góry 


3. a 


13 od góry 
11 od dołu 
1 od góry 


7 od dołu 


11 od góry 
2 od góry 
12 od dołu 
9 od dołu 
8 » 
8 od dołu 


3 od dołu 


2 od góry 


1 od dołu 
4 od dołu 
4 od góry 
4 od dołu 


Zam'ast, 


wzoru (k) 


(VE, —t)2 
dAix 
DAT my 


J9s 
da 


i=l 

X, 

N daNX,* da? 
postępne A 
Pfaffowych ,ż 
j i 
CZ 


ERRATA. 


Powinno być. 


un+-1 


=, e7 
0 


+ (zed „, „+Cnosmuojdy 


Xx,PQ) 
etrnu 
Vie, O lo 
m 


— —i 


ge (ko tvi —lo)E 


dAix 
Dmt 


NNOX, de"? 
potęgowe 
Pfaffowych (12), / 
i 

PWR 

M 

Jay 


df 


a, 


n+-1 (Cceur C esus 


Str. Wiersz. 


602 14 od dołu 
622 4 od gory 


»  4d*od dołu 
623 4 od dołu 
625 11 od góry 


» 43 » 


636 3 od dołu 
637 6 od góry 


650 12 od dołu 


653 5 od góry 


662 14 od góry 
» 46 od góry 
669 12 od dołu 


» 9 od dołu 
670 5 od góry 
697 45 od góry 
698 40 od dołu 


143 6 od góry 
730 4 od góry 
135 40 od dołu 


139 4 od góry 
14 4 od góry 
146 2 od góry 
152 10 od góry 


ERRATA. 


Zamiast. 
Bix 
(10) 
20, DV, 
NA dph 
dpo 
dV 
dr 
ddh 
(Pr r) 


M9) 


aw ” HE 
da, db 


wzoru (d) 


Mn 
jedynym 
XXII 


Powinno być. 

Bu: 

(14) 
20. V 

J0PR ATh 

dV 

Dph 

dpr 

OPK 3 

(Pr + Yr) 


Ph 


(H, , H’) =0 


(de+ymdb) 


903 


+(0+ yym)(dg +-2ym dh) = 0 


Mun 


po wyrazie « przeto » włączyć « uwzględniając przytóm wzory (23)» 


df 
da? 


2a% 


Dif 
Ja? 


2a% 


Wiersz. 

6 od góry 
8 od dołu 
2 od góry 


8 od dolu 


ERRATA. 

Zamiast. "© „Powinno być. ą 
liczbę m pierwszych pochodnych liczbą poehodnych m pierwsze 
przed dž brák hawiasu) (GF) 

— r ja z(ę cos0)cos 0 — 2r j- x(ę' eos0)d,e0s0 e 
» 0 i MOS- 
Pakt 6 YJ rę: 
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Nakładem właściciela Biblioteki Kórniekićj, a przewodniczą- 
cego w Towarzystwach Naukowćj Pomocy i Nauk Ścisłych 
w Paryżu, wyszły następujące dzieła matematyczne : 


4. NORZEWSKI Roca. Nouvelle théorie des proportions et progres- 
sions harmoniques avec ses applications à la géométrie. Paris, 
1852, in-8°, soixante pages de texte et deux planches litho- 
graphićes (wyczerpane). 


2. G.-H. NIEWĘGŁOWSKI, b. profesor analizy w Szkole Wyższej 
Polskićj Montparnasse, egzaminator matematyki w liceum 
Świętego Ludwika w Paryżu : 


— Arytmetyka z teorya przybliżeń liczebnychi t. d. (Kurs zu- 
pełny, zawierający działania skrócone, błędy samoistne i 
względne ; noty dotyczące własności liczb, wiele rozwiąza- 
nych zagadnień, ćwiczenia), Paryż, 1866, in-8? stron 352. 
Cena 1 tal. 10 sgr. 


3. — Geometrya. Część I Geometrya płaska (wydanie drugie), 
w Paryżu, 1868 roku, stron 486 in-8*, figury w tekscie. Cena 
1 tal. 10 sgr. 


4. — Geonietrya. Część I i II, kurs zupełny, drugie wydanie 
całkiem przerobione, zawierające całą geometryę starożyt- 
nych i metody geometryi nowoczesaćj (pierwsze wydanie 
z 1852 roku). Paryż 1868, in-8? stron vin i 778. Cena 2 tal. 
20 sgr. : 

3. — Irygonometrya prostolinijna i sferyczna z teorya ilości uro- 
jonych iz notami. Paryż, 1870 roku, in-8? stron xv i 407. 
Cena 4 tal. 15 sgr. y p 

37. 
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6. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami 


- 
— 


wyłożył W. FOLKIERSKI, inżynier cywilny, b. uczeń szkoły 
politechnicznój w Karlsruhe, licencyat nauk matematycz- 
nych P. F. Sorbony, profesor Mechaniki w Szkole wyższćj 
przygotowawczćj w Paryżu, tom I zawierający Rachunek 
różniczkowy oraz dodatek Władysława Trzaski o Wyznacz- 
nikach, Paryż, 1870, in-8? stron xrm i 1087, figur w tekscie 
136. Gena 3 tal. 10 sgr. 


, Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom1. 


Główne artykuły przez pp. Franke, Gosiewskiego, Sagajłę, 
Trzaskę, Żmurkę. Paryż, 1871, in-47 stron 186, figur 5, Ce- 
na 2 talary. 


„ Pamietnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom II. 


Artykuły pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajły, 
Trzaski i Żalińskiego. Paryż, 1872, in-4” stron 245, figur 8. 
Cena 2 talary. (Obydwa tomy razem oprawne 3 tal. 22 sgr. 
6 fen.) 


„ Wykład Hydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprze- 


dzony wiadomościąmi wstępnemi z Hydrostatyki i Hydro- 
dynamiki; przez pp. Feliksa KucnaRzEwskieco i Władysława 
IKLUGERA (inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg i Mostów 
w Paryżu). Paryż, 1873, in-8° stron tvri 1018. Figur w tek- 
ście 110, oprawa angielska. Cena 20 franków. 


10. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego, przez Włady- 


sława FOLKIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa To- 
warzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom II Rachunek Cat- 


' kowy. Część pierwsza : całkowanie różniczek it. d. Paryż, 


18738, in-8* stron xvii 752, figur 76, oprawa angielska. Cena 
12 franków. 


11. Wykład Mechaniki 'cząsteczkowćj (molekularnćj), przez WŁA- 


DYSŁAWA (GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznój. Tomu 
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lso części różniczkowćj zeszyt pierwszy. Paryż, 1878, in-8*, 
stron 176. Gena fr. 4. 


12. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom III, 
zawierający wypracowania pp. W. Folkierskiego, Klugera, 
Kucharzewskiego, Dolińskiego, Gosiewskiego i Martynow- 
skiego. Paryż, 1873, stron vir i 354, figur 96. Cena fr. 12. 


43. Mechanika rozumowa przez G.-F. NIEWĘGŁOWSKIEGO, dwa 
tomy. Tom I, Statyka i Dynamika punktu. In-8° stron 544, 
z figurami ; cena fr. 10. 


14. Wykład zupełny Algebry przez ADOLFA SĄGAJŁĘ, w czterech 
tomach. Tom pierwszy : Początki Algebry. Paryż, 1878, 
in-8” stron 632, z figurami. Cena 5 fr. 50 cent. 


15. Bibliografia pismiennictwa polskiego z działu Matematyki i 
Fizyki oraz ich zastosowań, przez Dra TEOFILA ŻEBRAWSKIEGO, 
członka Akademii Krakowskićj. Kraków, 1878, in-8” stron 
617, z 4 tablicami. Cena 3 talary. 


16. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych, tom IV, zawierający 
wypracowania pp. A. Martynowskiego, K. Brandta, J.-N 
Frankego; W. Klugera, W. Puchewicza, S: Baranowskiego 
i Cayley'a (tłomaczenie z angielskiego). In-4*, Paryż, 1874, 
czterdzieści dwa arkusze druku, figur w tekscie 400. Cena 
12 franków. 


41, Wykład zupełny Algebry przez Apoura SąGAjŁĘ w czte- 
rech tomach. Tom II: Teorya wyznaczników i ich przedniejsze 
śdastosowimia. Paryż, 1874, in-8°; stron 400. Cena 5 fr. 50 cent, 


18. Pamietnik Towarzystwa Nauk Scisłych, tom V zawierający 
prace pp. K. Maszkówskiego, Wł. Gosiewskiego, Ł. Woj- 
ciechowskiego, J. Rostafińskiego i S. Baranowskiego. In-40, 
Paryż, 1874, czterdzieści cztery arkusze druku, figur w tek- 
scie 24, tablic 30. Cena fr. 16. 
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19. Pamietnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VI 
zawierajacy prace pp. J. Rostafińskiego, A. Martynow- 
skiego, S. Elzanowskiego, W. Zajączkowskiego i M. Gird- 
woynia. In-4°, Paryż, 1875, czterdzieści cztery arkusze 
druku, figur w tekscie 40, tablic litografowanych 12, stalo- 
rytów 8. Gena franków 20. 


20. G.-H. NIEwĘGŁOWSKI : Mechanika Rozumowa, tom II, Dyna 
mika układów materyalnych. Hydrostatyka i Hydrodynamika. 
Paryż, 1876. in-8°, str. 885, z figurami w tekscie. Cena 15 fr. 


21. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VII 
zawierający prace pp. Wł. Gosiewskiego, K. Brandta, K. 
Hertza i S. Dicksteina, A. Sękowskiego, M. A. Baraniec- 
kiego, B. Rejchmana, M. A. Baranieckiego i A. Sągajły. 
In-4°, Paryż, 1875, czterdzieści arkuszy druku, figur w te- 
kscie (drzeworytów) 56, miedziorytów typograficznych (sur 
cuiyre en relief) 2, tablic : miedzioryt 4, stalorytów 4, foto~ 
druk 1. Cena franków 20. 


22. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom VIII 
zawierający prace .pp. M. A. Baranieckiego, Wł. Gosiew- 

skiego, M. Hulewicza, Z. Laskowskiego, J. Rostafińskiego, 
A. Sągajły, A. Transon (tłomaczenie z francuzkiego), Abla 
Transon (tłomaczenie z francuzkiego), M. A. Baranieckiego. 
ln-4°, Paryż, 1876, trzydzieści arkuszy druku, figur w te- 
kscie : drzeworytów 18i tablica jedna litografowana. Cena 
franków 20. 


23. WŁ. KLuGeR : Wykład Wytrzymałości Materyałów. Paryż 
1876. In-8° stron 595 z figurami w tekscie. Cena 15 fr. 


24, Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom IX 
zawierający prace pp.: M. Girdwoynia, Ł. Wojciechow- 
skiego, Wł. Gosiewskiego, S. Dicksteina i Gosiewskiego, M. 
M. Szystowskiego, K. Brandta i J. Śniechowskiego. Paryż, 
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1877, pięćdziesiąt arkuszy druku in-49, drzeworytów 75, ta- 
blie litografowanych 14, miedziorytów 2. Cena 20 franków. 


25. Wykład nauki o Równaniach Różniczkowych przez WŁ. ZA- 
JĄCZKOWSKIEGO, doktora filozofii, profesora Matematyki w A- 
kademii Technicznćj Lwowskićj. In-8% stron xxtv i 902 
z figurami w tekscie. Cena 25 franków. 


26. Geometrya Analityczna przez A. SĄGAJŁĘ, tom I in-4* zawie- 
rający sto arkuszy druku z figurami w tekscie. Paryż, 1877. 
| ZNAJDUJA SIĘ OBECNIE W DRUKU: 
< Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom X, 
in-4°. 


28. G.-H. NIEWĘGŁOWSKI, Algebra, in-8°, 


Faris, — Typ. Tolme: et Isidor Joseph, rue du Four-Faint-Germain, 48. 
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